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Resumen

En este articulo exploramos un método de resolucion de ecuaciones polinomiales que tie-
nen una cantidad finita de soluciones. El algoritmo para solucionar estas ecuaciones es simi-
lar al método de eliminacion de Gauss en el sentido de que también convierte el sistema de
ecuaciones original en otro que tiene forma escalonada. El algoritmo en cuestion estd basado
en un algoritmo de la division para polinomios en varias variables asi como un algoritmo que
permite eliminar términos especiales de un polinomio. Para concluir, comentamos algunas
aplicaciones de los conceptos que aparecen en este articulo.

Palabras Clave: Sistemas de ecuaciones polinomiales, algoritmo de la divisién, algoritmo
de Buchberger.

DOI: 10.36788/sah.v8i2.151
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1. Introduccion

La resolucién de ecuaciones es un tema central en las matematicas. En nuestros primeros
cursos de secundaria aprendemos a factorizar polinomios en una variable, lo que nos permite
encontrar sus raices. Mas adelante nos encontramos con sistemas de ecuaciones lineales y las
correspondientes técnicas para resolverlos. A diferencia de una ecuacién polinomial en una
variable, donde sélo hay una cantidad finita de soluciones, en algebra lineal aprendemos que
un sistema de ecuaciones podria tener una cantidad infinita de soluciones. El objetivo de
este articulo es exponer un método de resolucion de ecuaciones polinomiales que tienen una
cantidad finita de soluciones.

Dado un sistema de ecuaciones lineales con una tnica solucién, el método de eliminacion
de Gauss es un algoritmo que permite encontrarla. Recordemos que este método consiste
en realizar operaciones elementales en la matriz asociada al sistema, lo que da lugar a una
matriz escalonada. Este método funciona gracias a que las ecuaciones son lineales. ;Como
podriamos encontrar las soluciones de un sistema de polinomios no necesariamente lineales?
Por ejemplo, jpuede la lectora o el lector imaginar como se encuentran las soluciones del
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siguiente sistema?
327y —22+1=0
V3w — Yz’ — 22 =0
Ty + §x4 + 720 =0
Py + 2+t =0

Pese a ser una pregunta elemental, es sorprendente que los primeros algoritmos compu-
tacionales para resolver este tipo de ecuaciones no aparecieron sino hasta mediados del siglo
XX (ver el prefacio de [2]). En este articulo buscamos ilustrar, a partir de ejemplos concretos,
algunas ideas basicas en torno a un algoritmo de resolucion de ecuaciones polinomiales. Co-
mo veremos, este algoritmo tiene similitudes importantes con respecto al método de Gauss:
esencialmente se trata de reducir el sistema a otro que tiene forma escalonada.

2. Ecuaciones polinomiales en una variable

En esta primera seccién hacemos un breve recordatorio del calculo de las raices de un
polinomio en una variable.

Denotamos como Clz] al conjunto de los polinomios en la variable x con coeficientes en
los niimeros complejos. En secundaria aprendimos que los polinomios lineales az +b = 0, con
a # 0, tienen una unica raiz, a saber, r = —%. También nos ensenaron que los polinomios
de grado 2, ax® + bz +c¢ = 0, con a # 0, tienen una o dos raices y se resuelven con la
formula general ¢ = =bEvb—dac V;{’f“lac. Para polinomios de grado 3 y 4 también existen féormulas
que calculan sus raices, aunque son mucho mas complicadas [13, Capitulo 5]. El problema de
encontrar una férmula que permitiera obtener las raices de un polinomio de grado mayor o
igual a 5 intrigé a la comunidad matematica por mucho tiempo. Hoy en dia es bien sabido

que tal formula no existe.

Teorema 1. (Teorema de Abel). No existe una férmula que involucre sumas, restas, mul-
tiplicaciones, divisiones, potencias o radicales que obtenga las raices de todos los polinomios
de grado mayor o igual que 5.

El teorema de Abel muestra la imposibilidad de encontrar una férmula que describa las
raices de cualquier polinomio. Por otro lado, un resultado clasico en algebra nos asegura la
existencia de tales raices.

Teorema 2. (Teorema fundamental del dlgebra). Sea f(x) € Clz] un polinomio de
grado mayor o igual a 1. Entonces la ecuacion f(x) =0 tiene al menos una solucion p € C.

Tanto el teorema de Abel como el teorema fundamental del algebra son resultados clasicos
en algebra y se pueden encontrar en muchas fuentes. Por citar algunas, se pueden consultar
en [9, Capitulo 5] y [1, Capitulo 4].
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Ahora bien, ante la falta de una férmula general para encontrar las raices de un polinomio,
se tiene la opcion de aproximarlas numéricamente. Esta es un area de las matematicas que se
ha desarrollado enormemente y que tiene importantes aplicaciones en problemas de la vida
real.

3. Sistema de ecuaciones lineales

En esta seccién hacemos un breve recordatorio del método de eliminacion de Gauss para
resolver ecuaciones lineales. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas tiene la
siguiente forma:

a11T1 + -+ ATy = bl

Am1T1 + -+ + Ty = bma

donde para cada i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}, a;; € Cy b € C. Este sistema de
ecuaciones se puede escribir como AX = b, donde

aix - Qin I by
Am1  *° Gmn Tn bm

Recordemos el algoritmo para resolver estas ecuaciones. De entrada, diremos que dos
sistemas de ecuaciones lineales AX = by BX = ¢ son equivalentes si tienen el mismo
conjunto de soluciones. Ahora bien, dado un sistema de ecuaciones lineales AX = b definimos
la matriz aumentada A|b como la matriz cuyas primeras n columnas son las columnas de A y
cuya ultima columna es b. Decimos que A|b es equivalente a Blc si los sistemas de ecuaciones
lineales correspondientes AX = by BX = ¢ son equivalentes.

Teorema 3. [6, Seccion 3.4] Sean Alb y B|c dos matrices de m renglones y n+ 1 columnas
con entradas en C. A|b y B|c son equivalentes si B|c se obtuvo de Alb al aplicar una de las
siguientes operaciones fila:

1. Intercambio de dos filas de Alb.
2. Multiplicar una fila de Alb por un escalar ¢ € C, ¢ # 0.

3. Reemplazar la r-ésima fila de Alb por la fila r mds la fila s multiplicada por un escalar
ceC.

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales AX = b debemos aplicar sucesivamente a
la matriz aumentada A|b operaciones de cualquiera de los tres tipos que se mencionan en el
teorema 3. De esta manera se puede obtener un sistema de ecuaciones mas sencillo, de donde
es mas facil obtener las soluciones.

JOO8 3
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Veamos el siguiente ejemplo que ilustra el procedimiento anterior. Supongamos que que-
remos resolver el sistema lineal:

r +y + z 2,
r 4+ y — z = 4 (1)
r + 2y + 22 = 3.

La matriz aumentada del sistema es:

— = =
N =
|
N —
W = N

Aplicando las operaciones fila a la matriz anterior obtenemos

11 112 11 112 11 112 1 11
11 -1{4| =100 =22 =11 2 2131 =10 11 1
1 2 213 1 2 213 0 0 —2|2 0 0 2]-2

Asi el sistema de ecuaciones (1) es equivalente al sistema de ecuaciones:

r + vy + z = 2
y + z = 1
2z = =2

Despejando y haciendo sustitucién hacia atrds obtenemos que la solucién es el punto (1,2, —1).

El procedimiento anterior es llamado el método de eliminaciéon de Gauss, que consiste en aplicar
sucesivamente operaciones fila a la matriz aumentada A|b hasta convertirla en una matriz escalona-
da. Un tratamiento extenso de este tema se puede consultar en numerosas fuentes (ver, por ejemplo,
[6, Capitulo 3]).

El siguiente enunciado es una reformulacién del Teorema 3.14 en [6]. Lo escribimos de esta
manera para ilustrar un primer caso de un resultado analogo que veremos mas adelante, en el caso
de ciertos sistemas de ecuaciones polinomiales (Teorema 16).

Teorema 4. Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas existe un sistema de m’
ecuaciones lineales con n incdgnitas que tiene el mismo conjunto de soluciones, m' < m y para cada
i € {2,...,m'} la ecuacion i-ésima de este nuevo sistema de ecuaciones no tiene a las primeras
1 — 1 variables como incognitas.

4. Sistemas de ecuaciones polinomiales

Denotamos al conjunto de polinomios en n variables con coeficientes en C como Clzy,...,x,).
Dada una cantidad finita de polinomios fi,..., fs € Clx1,...,x,], queremos describir las soluciones
del sistema de ecuaciones {f; = --- = f; = 0}. En otras palabras, buscamos describir el conjunto

{peC"| filp) =--- = fs(p) = 0}.

A diferencia del caso de polinomios en una variable, donde solo el polinomio cero tiene infinitas
raices, en varias variables el conjunto de soluciones a una ecuacién polinomial es tipicamente infinito.

JOO8 4



Hernén de Alba Casillas y Daniel Duarte Resolviendo ecuaciones polinomiales

Por ejemplo: las soluciones de la ecuacién z — y = 0 es una recta en R%. En las siguientes figuras
podemos ver la forma de los conjuntos de soluciones de diferentes ecuaciones polinomiales.

{(z,y) eR?: 2 —y =0} {(z,y,2) e R®: 2% —y? — 2 = 0}

Ahora bien, asumiendo que un sistema de ecuaciones polinomiales tiene una cantidad finita de
soluciones, jcémo podemos encontrarlas? Antes vimos que el método de Gauss nos permite encontrar
soluciones de ecuaciones lineales: el sistema original se remplaza por un sistema equivalente que
tiene forma escalonada, es decir, hay una ecuacién que depende sélo de la variable x,,, una segunda
ecuacién que depende sdlo de las variables x,_1 v x,, y asi sucesivamente. Veamos que una idea
similar también se puede usar para resolver ecuaciones polinomiales més generales.

4.1. Sistemas de ecuaciones polinomiales equivalentes

Para empezar veamos que, asi como en algebra lineal, podemos buscar sistemas equivalentes de
ecuaciones polinomiales. En el siguiente resultado introducimos un objeto clave para tal efecto.

Lema 5. Sean fi1,..., fs polinomios en Clxy,...,x,]. Consideremos el conjunto
oo fih = { 3 hifi | hi € Clan,. o wal ).
i=1

Dado p € C", se tiene que fi(p) =--- = fs(p) =0 si y sdlo si F(p) =0 para cada F € (f1,..., fs).

Demostracién. Sip € C" es tal que f;(p) = 0 para toda i, entonces

(i hifi) (p) = i: hi(p) fi(p) = 0.

La otra implicacion es consecuencia de que {f1,..., fs} C (f1,..., fs)-
Este lema tiene el siguiente importante corolario.

Corolario 6. Si (fi,...,fs) = {(g1,...,9r), entonces las soluciones del sistema fi =--- = fs =0
son iguales a las soluciones del sistema g1 = -+ = g, = 0.
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Notemos que, en efecto, podria suceder que (f1,..., fs) = (g1, .., gr) para distintas colecciones
de polinomios {fi} y {g;}. Por ejemplo, un célculo directo permite mostrar que (z+y, z) = (y, z, z?).

Enseguida vamos a explorar un ejemplo del calculo de las soluciones de un sistema de ecuaciones
polinomiales.

Ejemplo 7. Queremos encontrar las soluciones del siguiente sistema:

fi=oy—2=0,
for=yz—x =0, (2)
fs=xzz—y=0.

Asi como en el algoritmo de Gauss, vamos a intentar simplificar este sistema. Para ello, conside-
ramos las siguientes combinaciones de f1, fo y f3:

fi=f+yf=y*2—z,
foi=z2fi —yfs =y> — 2% (3)
for=fo—z2fs=2"—z.

Por construccion tenemos que { fu, f5, fo} C (f1, f2, f3). En particular,

(f1, f2, f3) = (f1, f2, f3, [, f5, fo)s

por lo que nuestro sistema es equivalente a f1 = fo = f3 = fa = f5 = fo = 0. Ahora bien, ;qué
ganamos al cambiar el sistema f1 = fo = f3 =0 por f1 = fo = f3= fa = f5 = f6 =072 De entrada
podriamos tener la impresion de que sélo complicamos aiun mds el sistema. Afortunadamente, no es
el caso. Notemos que en el nuevo sistema hay algunos polinomios especiales: fg, que depende sdlo
de la variable z, y f5, que depende de las variables y, z. Esto nos permite encontrar las soluciones
del sistema.

En efecto, primero buscamos las soluciones de fg = 0, es decir, z = 0, z =1 0o z = —1.
Enseguida evaluamos cada una de estas raices en fs (también podria ser fi) y encontramos los
valores respectivos para y, esto es: (0,0), (1,1), (—=1,1), (1,-1) y (—=1,—1). Ahora usamos estos
valores para encontrar las soluciones en la variable x. Para esto, evaluamos en el polinomio fo. Ast,
las soluciones del sistema fg = fs = fo =0 son

S :={(0,0,0),(1,1,1),(-1,-1,1),(-1,1,-1), (1, -1,-1)}.

Finalmente, tendriamos que eliminar los elementos de este conjunto que no son ceros de fi, f3 y
f1. En este caso, estos elementos también son solucion de fi = f3 = fy = 0. Concluimos que

{p € C°|f1(p) = falp) = f3(p) = 0} = S.
Observaciones 8. Queremos enfatizar los siguientes aspectos del ejemplo 7:

= Para resolver el sistema f1 = fo = f3 =0, lo sustituimos por un sistema con mds ecuaciones,

a saber, fi = fo = f3= fa= f5 = f6 = 0.

» La construccion de fy, f5 y fo en (3) se efectud buscando cancelar ciertos términos de los
polinomios con los que empezamos.

JOO8 6
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= Gracias a la cancelacion descrita en el punto anterior, se lograron construir polinomios en
menos variables, concretamente, un polinomio en z y otros en y, z.

= El problema de encontrar las soluciones al sistema se redujo entonces a buscar raices de
polinomios en una variable.

La observacién 8 ilustra un algoritmo general para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales
con una cantidad finita de soluciones. Como se menciona en la observacién, un paso clave en el
ejemplo 7 consistié en cancelar ciertos términos de los polinomios en cuestién. En la siguiente
subseccién explicamos cémo hacer esto de manera sistemdtica, para cualquier sistema de ecuaciones
polinomiales.

4.2. Algoritmo de Buchberger

De entrada, necesitamos introducir dos conceptos: el orden lexicografico para ordenar los mo-
nomios de un polinomio y un algoritmo de la divisién en Clzy, ..., zy].

Definicién 9. Sean o = (aq,...,o,),8 = (B1,...,0n) € Z%,. Decimos que o > B si en
la diferencia o — 3 € Z" la entrada mo cero que esté mds a la izquierda es positiva. Dados dos
monomios & = x{'- -2l y B = x’fl . -xﬁ", diremos que T >jop TP i @ >iep 3.

Sea f = aa, % + -+ aq, " € Clz1,...,2,)], con aq; # 0 para cada i. Llamamos el término
lider de f al término aq,x*, donde oy es el vector mds grande respecto al orden lexicogrdfico. Lo
denotamos LT(f).

Ejemplo 10. Sean a = (5,2,1) y B = (5,1,3). Entonces & = 232323 >jep 2i2075 = 2P puesto
que oo — 3= (0,1,-2). Asi, si f = 5zizoxi — 332323, entonces LT(f) = —3xx3xs.

Antes de describir el algoritmo de la divisién en Clx1,...,x,], presentamos un ejemplo para
familiarizarse con el procedimiento. Como veremos, este algoritmo no es muy distinto del algoritmo
de la divisién clédsico. El objetivo es dividir un polinomio entre un conjunto finito de polinomios.

Sean f = 2%y +zy? +y%y f1 = y*— 1, fo = zy — 1. Nuestro propésito es dividir f entre {f1, fo},
es decir, expresar f = a1 f1 + asfo + r para algunos polinomios a1, as y r, donde r es un residuo.

Notemos que los monomios de los polinomios f, f1 y fo estdn ordenados de manera decreciente
bajo el orden lexicografico. En particular, LT(f) = x%y, LT(f1) = y* y LT(f2) = zy. Vamos a
realizar la siguiente division:

aj -

ag
-1 J2fy+ay? + 2
zy —1

Empezamos comparando el término lider de f entre el término lider de f;. Si lo divide continuamos
como en el algoritmo en una variable. De lo contrario, pasamos al término lider de fy. En este caso,
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LT(f) no es divisible por LT(f1) pero si por LT(f3). De esta manera,

a :
as : x
v =1 fa?y ey +y?
xy — 1 x2y—m

a:y2+m+y2

Ahora consideremos el término lider de xy? 4+ x + y?, i.e. xy?. Repetimos el procedimiento. Como
LT(f1) divide a xy? se obtiene

a: x
ag : x
v =1 ey +ay? +?
xzy — 1 x2y—x
:I:y2+m+y2
)’ —

2x—|—y2

Notemos que el término lider de 2z + y2, i.e. 22, no es divisible por los términos lideres de fi y fo.
El algoritmo de la divisién clasico se detendria en este momento. Por el contrario, para el algoritmo
de la divisién en varias variables, el siguiente paso consiste en pasar el término 2x al residuo. Ahora
comparamos el siguiente término, es decir, y%. Repetimos el procedimiento para obtener:

ai : x4+ 1 Residuo
as : T
-1 falytay’ P
zy —1 22y —zx
xy2 + x4+ y2
zy? —x
2z + y2
y2 — 2x
y> =1

1
0 — 20 +1
El algoritmo dio lugar a la siguiente igualdad:
Py+ay’ +yP =@+ D)* - 1)+ () ey — 1) + 20+ 1.

El algoritmo previo se expresa de manera general como sigue (ver [2, Capitulo 2]).

JOO8 8
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Proposicién 11. (Algoritmo de la division) Consideremos el orden lexicogrifico para ordenar los
términos de polinomios en Clxy,...,xy]. Sea F = {f1,...,fs} C Clz1,...,z,]. Entonces cada
f €Clxy,...,x,] se puede escribir como

f=aifi+--+asfs+r,

donde a;,r € Clxy,...,x,]. Ademds, si T # 0 entonces r se escribe como una C-combinacion lineal
de monomios que no son divisibles por ningun LT(f;), i = 1,...,s. Decimos que r es el residuo de

la division de f por F. Denotamos el residuo como fF.

Enseguida definimos el objeto clave que permite hacer las cancelaciones de las que hablamos en
la seccién anterior. Recordemos que dados dos monomios % y 22, su minimo comtn miltiplo es el
monomio z7, donde las entradas del vector v estan definidas por 7; = max{«;, 8;}. Lo denotamos
como mem(z®, 7).

Definicién 12. Sean f,g € Clxy,...,x,] dos polinomios distintos de cero. Sean LT(f) = aqz®
y LT(g) = ngﬁ (ver definicién 9). Sea xY el minimo comain miltiplo de = y 2P. Definimos el

S-polinomio de f y g como
v zY

=g’ i)Y

S(f,9)

Por construccién, un S-polinomio cancela términos lideres. En el siguiente ejemplo ilustramos
esta propiedad. Como la lectora o el lector podré apreciar, este ejemplo ya aparecié en la seccién
anterior (ver la construccién de f5 en el ejemplo 7).

Ejemplo 13. Sean f = zy — 2,9 = xz — y € Clx,y, z]. Notemos que LT(f) = zy y LT(g) = zz.
Ademds, xyz = mem(zy, xz). Asi,

Notemos que en este ejemplo el S-polinomio es un polinomio que no contiene la variable x aunque
f v g sila contenian.

Con los ingredientes introducidos hasta ahora, estamos listos para describir el algoritmo que nos
permitira simplificar sistemas de ecuaciones polinomiales.

Algoritmo 14. (Algoritmo de Buchberger)

INPUT: Un conjunto de polinomios F = {fi,..., fs} C Clz1,...,xy).

OUTPUT: Un conjunto de polinomios G = {gi,...,g,} tales que F C G y para cada h € (F)
existe g € G tal que LT(g) divide a LT(h) y (F) = (G).

El conjunto G se construye haciendo primero G = F y después iterando una cantidad finita de
veces los siguientes pasos:

1. Fijamos una pareja de elementos de G y calculamos su S-polinomio.

2. Dividimos este S-polinomio entre G.
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3. Si el residuo es cero volvemos al paso 1 con otra pareja de GG. De lo contrario, dicho residuo
se agrega a G y volvemos al paso 1.

4. Se repiten 1, 2 y 8 hasta que todos los residuos de los S-polinomios de G sean cero.

Una versién més detallada del algoritmo y su demostracién se pueden consultar en [10, Seccién
1.3]. Veamos un ejemplo para ilustrarlo.

Ejemplo 15. Sea F = {f; = 2%y — 1, fo = xy?> — x}. Como paso inicial hacemos G = F. Ahora,
calculamos el S-polinomio S(f1, f) = x> —y. Dividiendo S(f1, f2) por F obtenemos el siguiente
residuo:

S(f1,f2)G =2’ —y#0

Agregamos f3 = x°> —y a G. De esta forma, hacemos G = {f1, fa, f3}. Calculamos un nuevo
S-polinomio y su residuo respectivo,

S(fi.f3)=y* -1, mGIyQ—l.

Agregamos este nuevo residuo fy =y?> —1 a G. Asi tenemos que ahora G = {f1, f2, f3, fa}. Calcu-
lando S-polinomios y dividiendo obtenemos que todos los residuos son cero. El algoritmo se detiene
en este momento arrojando G = {fi = 2%y — 1, fo=ay? —z,fs3 = 2> —y, f1 = y*> — 1}.

Este ejemplo ilustra nuevamente lo que sucedié en el ejemplo 7: los polinomios f; y fo contienen
las variables « y 4 y con ciertas operaciones logramos construir el polinomio f; que sélo depende
de la variable y. Estos ejemplos son casos particulares del siguiente teorema.

Teorema 16. [8, Seccion 1.8.5] Sean fi,...,fs € Clx1,...,x,] tales que el sistema f; = -+ =
fs = 0 tiene un ndmero finito de soluciones. Sea {g1,...,gr} el conjunto de polinomios resultante
del algoritmo 14. Entonces v > n y los polinomios g; satisfacen lo siguiente:

gn € Clzn], LT(gn) = 3",
gn—1 € C[-Tnfla :En], LT(Qrwl) = -T?Ln,_ll
92 € (C[I'Q, e )xn—la -Tn]a LT(QQ) = mgz
g1 € Clzy, 29, ..., Tp_1,Tp], LT(g1) = «7".
En particular, el sistema g1 = --- = g, = 0 se puede resolver encontrando las soluciones de

gn(zn) = 0, ensequida sustituirlas en gn—1(Tn—1,2,) = 0 y encontrar las soluciones respecto a la
variable T,—1, y ast sucesivamente hasta g1 = 0. Finalmente, se deben descartar las soluciones de
g1 == gn =0 que no son soluciones de gn41 = -+ =g, = 0.

Ejemplo 17. Encontremos las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

fl 1:332y—1: )

De acuerdo al ejemplo 15, el algoritmo 14 arroja G = {x?y —1,zy* — z, 2> —y,y? — 1}. Ordenamos
los elementos de G como sigue: G = {g1 = y?> — 1,92 = 2% — y,93 = 2y® — x, g4 = 2%y — 1}. Asi los

JO,ON 10



Hernén de Alba Casillas y Daniel Duarte Resolviendo ecuaciones polinomiales

numeros r yn del teorema 16 sonr =4 yn = 2. Ahora, buscamos las soluciones de g1 = 0, es decir,
y=1,y=—1. Enseguida evaluamos cada una de estas raices en go = 0 y encontramos los valores
respectivos para x, esto es: (1,1), (=1,1), (i,—1), (—i,—1). A continuacion verificamos si estas
soluciones satisfacen g3 = 0 y g4 = 0. Evaluando g3 y g4 en esas posibles soluciones observamos
que se satisface g3 =0 y g4 = 0, por lo que en virtud del teorema 16 concluimos

{p € CQ’fl(p) = fZ(p) = 0} = {(17 1)7 (_17 1), (i7 _1)7 (_i? _1)}

5. Breve comentario sobre las bases de Grobner

El conjunto que se construye en el algoritmo 4.2 es llamado una base de Grébner de (f1, ..., fs)
respecto al orden lexicografico. En realidad, existe la nocién de base de Grobner respecto a cualquier
orden monomial, es decir, un orden entre los monomios de Clx1, ..., x,]| que es total, es compatible
con la multiplicacién y es un buen orden. Recomendamos ampliamente las referencias [2, 10] para
una introduccién a este importante concepto de algebra conmutativa. La lectora o el lector también
podrd encontrar una gran cantidad de articulos introductorios a este tema en linea. Ademds existen
programas computacionales que realizan célculos explicitos usando este concepto. Por citar algunos:
Singular o Macaulay2 [4, 7]. Ambos pueden utilizarse de manera gratuita en linea.

El concepto de base de Grobner tiene una enorme cantidad de aplicaciones, tanto en las ma-
tematicas como en otras dreas. Por citar algunos ejemplos, las bases de Grobner han sido utilizadas
en problemas de geometria algebraica, de teoria de graficas, de estadistica algebraica, de programa-
cién entera, de teoria de cédigos, de criptografia, de robdtica, de procesamiento de senales, entre
otros. Algunas de estas aplicaciones pueden consultarse en [5, 10, 11, 3, 12].
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Resumen

La teoria de representaciones lineales consiste en estudiar grupos abstractos a través de
sus representactones como grupos de matrices. En este articulo, presentamos una aplicacion
de esta teoria en quimica, especificamente en la aproximacion de las frecuencias vibraciona-
les de una molécula usando las representaciones del grupo de simetrias de dicha molécula.
Para explicar el procedimiento, primero presentamos la definicion del grupo de simetrias de
una molécula, describimos como obtener la aprorimacion de las frecuencias vibracionales
mediante un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, y revisamos los conceptos bdsicos de
la teoria de representaciones lineales. Esperamos que este texto sea util tanto para quimicos
interesados en los fundamentos matemdticos del campo de la simetria molecular, como para
matemdticos interesados conocer aplicaciones de las matemdticas en otras ciencias.

Palabras Clave: Grupo de simetrias; representacion lineal; tabla de caracteres; vibracion
molecular.
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Introduccion

La teoria de representaciones es un area de las matematicas que se encarga de estudiar
objetos algebraicos abstractos a través de sus representaciones como objetos matematicos
mas concretos. Por ejemplo, una representacion lineal de un grupo abstracto G busca iden-
tificar a los elementos de G con matrices cuadradas invertibles con entradas en un campo,
mientras que una representacion permutacional de G busca identificar a los elementos de G
con permutaciones, o biyecciones, de un conjunto. La idea clave detras de esta teoria es que

ISSN 2448 5365 Los contenidos de este articulo estdn bajo una licencia de Creative @@@@
Universidad de Sonora Commons Atribucién No Comercial - Sin Obra Derivada 4.0 Internacional BY NC ND



Castillo Ramirez, Diamanti Una aplicacion de la teoria de representaciones en quimica

trabajar con objetos mas concretos y conocidos, como matrices o permutaciones, en lugar de
con objetos mas abstractos, permite simplificar calculos y observaciones.
Mas formalmente, una representacion lineal de un grupo G es un homomorfismo

p: G — GL,(F),

donde F es un campo (como el campo de los nimeros reales R, o el campo de los nimeros
complejos C), n es un niimero entero positivo llamado el grado de la representacién, y GL,, (F)
denota al grupo general lineal de grado n sobre F, que consiste en todas las matrices invertibles
de n xn con entradas en [F equipadas con la multiplicacion de matrices. La condicion de que p
sea homomorfismo implica que la operaciéon del grupo G sera compatible con la multiplicacién
de matrices en el sentido que

p(gh) = p(g)p(h), Vg,h €G.

En general, serd mas sencillo trabajar con una representaciéon mientras més pequeno sea
su grado (pues es mucho més sencillo multiplicar dos matrices de 2 x 2 que dos matrices de
15 x 15). Cuando el grupo G es finito y el campo F es el campo de los nimeros complejos
C, siempre es posible descomponer cualquier representacién de G en subrepresentaciones
irreducibles de grados generalmente més pequenos (James and Liebeck, 2004, Teorema 8.7).
Por lo tanto, clasificar y entender todas las representaciones irreducibles de un grupo finito
G es uno de los objetivos mas abiciosos de la teoria de representaciones. En tal caso, la tabla
de caracteres de G registra las trazas de las matrices asociadas a todas las representaciones
irreducibles de G, lo cual resulta ser informacién esencial para encontrar la descomposicién
de una representacién en sus subrepresentaciones irreducibles.

En este texto, ademas de presentar una breve introduccion a la teoria de representaciones
lineales, nos enfocamos en una aplicacién en el estudio de las vibraciones de una molécula.
En quimica, una molécula consiste en una coleccién de atomos unidos entre si por enlaces
quimicos. Por ejemplo, la molécula del agua consiste en dos atomos de hidréogeno H y un
atomo de oxigeno O enlazados como lo muestra la Figura 1.

Figura 1: Molécula del agua H>O.

Todas las moléculas, a cualquier temperatura, incluso si estuvieran al cero absoluto, se
encuentran en constante vibraciéon. Este fendmeno, el cual se debe a las fuerzas internas que
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emanan de la interaccién entre los atomos de la molécula, esta maravillosamente explicado,
a manera de divulgacién, en (Tivony, 2016). Es posible calcular una aproximacién de las
frecuencias vibracionales de una molécula usando mecanica newtoniana, mediante un sistema
lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. La matriz de coeficientes A
de este sistema de ecuaciones depende de las fuerzas internas de la molécula. Como es usual
en este tipo de problemas, las soluciones del sistema de ecuaciones pueden describirse en
términos de los valores propios de la matriz A, y es aqui donde la teoria de representaciones
hace su aparicion.

Toda molécula M tiene asociado un grupo de simetrias Aut(M), el cual contiene a todas
las transformaciones del espacio que dejan invariante a la molécula M. Resulta que es posible
definir una representacién lineal de Aut(M) sobre el espacio R*" de vibraciones de la molécula
(donde n es el niumero de atomos de M) y resulta que la matriz A de fuerzas internas
conmuta con esta representaciéon! (James and Liebeck, 2004, Cap. 32). Con ayuda de la tabla
de caracteres de Aut(M), el siguiente paso consiste en descomponer esta representacion de
Aut(M) en sus componentes homogéneos (que son sumas de subrepresentaciones irreducibles).
Con esto, es mas sencillo obtener los valores propios de A cuando la restringimos a los
componentes homogéneos, pues son espacios vectoriales de dimensién més baja que R3".

Los grupos de simetria molecular y sus tablas de caracteres son ampliamente estudiados
en quimica, pues no solo ayudan en la aproximacién de las frecuencias vibracionales de
una molécula, sino que tienen una gran variedad de aplicaciones para predecir o explicar
muchas propiedades quimicas de la molécula. Esperamos que este texto sea 1til tanto para
quimicos interesados en los fundamentos matematicos del campo de la simetria molecular,
como para matematicos interesados conocer aplicaciones las matemaéaticas en otras ciencias.
Asumimos que el lector esta familiarizado con conceptos basicos de dlgebra lineal y ecuaciones
diferenciales.

La estructura de este articulo es la siguiente. En la Seccién 2, formalizamos el concepto
de grupo de simetrias de una molécula a través de transformaciones ortogonales de R?® que
preservan la estructura de la molécula. En la Seccién 3, ahondamos en los modos de vibracién
de una molécula y en el sistema de ecuaciones diferenciales que aproxima las frecuencias vi-
bracionales. En la Seccion 4, presentamos los conceptos bésicos de teoria de representaciones,
incluyendo la definiciéon de representacién irreducible y de tabla de caracteres. Finalmente,
en la Seccién 5, aplicamos las técnicas de teoria de representaciones para explicar cémo es
posible reducir el problema de aproximar las frecuencias vibracionales de una molécula. A lo
largo del articulo, ilustramos cada uno de los conceptos definidos para el caso de la molécula
del agua H50.

Grupos de simetria molecular

En esta seccion, revisamos brevemente a los grupos de simetria molecular. Para una in-
troduccién més detallada sobre este tema, recomendamos el articulo de divulgacion (Castillo-
Ramirez and Diamanti, 2023), o el libro (Ladd, 1998) para un estudio mas exhaustivo.

!Formalmente, esto significa que la matriz A define a un endomorfismo de la representacion.
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Un grupo G es un conjunto equipado con una operacién binaria asociativa - : G x G — G
que contiene un elemento identidad e € G (el cual cumple que e - g = g-e = g, para
toda g € G) y en el que todo elemento g € G tiene un inverso g=' € G (el cual cumple
que gl g = g-g' = e). Pensamos en una simetria de un objeto matematico X con
estructura (la cual puede ser una estructura algebraica, geométrica, topoldgica, etc.) como
una transformacién invertible 7 : X — X que preserva dicha estructura. El conjunto de todas
las simetrias de X, denotado por Aut(X), equipado con la composicién de funciones, forma
un grupo, llamado el grupo de simetrias de X.

Pensamos en una molécula M como un grafo embebido en el espacio euclideo R3. Los
vértices del grafo V(M) = {ay, as, . .., a,} son una coleccién de puntos en R? que representan
a los atomos de la molécula. Las aristas del grafo representan los enlaces entre los atomos de
M; es decir, el conjunto de aristas de M es

E(M) = {{a;,a;} : a; esta enlazado con a; en M}.

Ademas, cada vértice de M tiene una etiqueta, la cual corresponde al tipo de atomo de ese
punto. Denotamos por v(a;) a la etiqueta correspondiente a a; € V(M). Por ejemplo, si
M = H50, entonces

V(M) ={ai,as,a3}, E(M)={{a1,a3},{as,a3}}, v(a1)=v(as)=H, v(az) = 0.

Para considerar al grupo de simetrias de una molécula, es necesario que nuestras trans-
formaciones preserven distancias (para no destruir los enlaces entre los atomos) y que fijen al
origen (para no trasladar a la molécula a otro lugar). El grupo de simetrias de R?® que preser-
van distancias y fijan al origen se le conoce como el grupo ortogonal real O(3). Debido a que
este tipo de transformaciones resultan ser transformaciones lineales de R? (Castillo-Ramirez
and Diamanti, 2023, Teorema 3.1), el grupo O(3) puede representarse como el conjunto de
matrices reales de 3 x 3 cuyas filas y columnas son vectores ortonormales.

Para respetar su estructura, las simetrias de una molécula también deben preservar los
enlaces de los atomos y las etiquetas; es decir, s6lo podemos transformar un vértice de M en
otro si se preservan los enlaces y las etiquetas correspondientes. Explicitamente, el grupo de
simetrias de M, denotado por Aut(M), es el conjunto de todas las transformaciones T' € O(3)
tales que:

1. T'(a;) € V(M), para toda a; € V/(M).
2. Si{a;,a;} € E(M), entonces {T'(a;),T(a;)} € E(M).
3. v(T(a;)) = v(a;), para toda a; € M.

Por ejemplo, la molécula M = H,0 tiene solo cuatro simetrias posibles: la identidad
E, la simetria denotada por o,, que representa a la reflexion de R? respecto al plano de la
molécula, la simetria o,, que representa a la reflexién de R? respecto al plano que pasa por
el atomo de éxigeno y es perpendicular al plano de la molécula, y simetria denotada por Cs
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Figura 2: Simetrias de H,O

que es la rotacién de 180° respecto al eje que es la interseccion de los dos planos anteriores
(ver Figura 2). Es decir,
AU.t(HgO) = {E, 02, Ozy, O'yz}.
Expicitamente, la matrices en O(3) que definen a los elementos de Aut(H20) estan dadas
en la Tabla 1.

10 0 10 0
E=|0 10 o= 0 1
0 0 1 0 0 1
1 0 0 10 0
o= 0 -1 0] =0 -10
0 0 1 0 0 1

Tabla 1: Matrices que representan las simetrias de H5O.

Haciendo todas las posibles multiplicaciones de pares de las matrices anteriores, podemos
formar la tabla de Cayley del grupo Aut(H,O) (Tabla 2). Con esto, podemos ver que el grupo

| X [ E[C [0 |04 |
FE E | Cy |04 | 0y
Cy Cy E Oyz | Oxz
Ozz || Ozz | Oyz E | G

Uyz Uyz Ogz 02 E

Tabla 2: Tabla de Cayley del grupo Aut(H-0)

Aut(H,0) es isomorfo al grupo de Klein Zy @ Zs, el cual consiste en el conjunto de pares
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{(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} equipado con la suma mdédulo 2 entrada por entrada (por ejemplo,
(1,1) 4+ (1,0) = (0,1)).

Existen moléculas cuyos grupos de simetrias son mucho mas complejos, como el Buck-
minsterfullereno Cgo (Figura 3), cuyo grupo de simetrias tiene 120 elementos y es isomorfo al
grupo simétrico Sy, o la molécula lineal del diéxido de carbono CO, (Figura 4), cuyo grupo
de simetrias es infinito, pues es isomorfo al grupo de simetrias de un cilindro ideal (se pueden
consultar mas detalles en (Castillo-Ramirez and Diamanti, 2023)).

Figura 3: Buckminsterfullereno Cgg

Figura 4: Diéxido de carbono C'O,

Vibracion molecular

Actualmente, se sabe que describir matematicamente la vibracién de una molécula es muy
complicado, pues involucra herramientas de mecéanica cuantica como la famosa ecuacién de
Schrodinger. Sin embargo, es posible encontrar una buena aproximacién en el calculo de las
frecuencias vibracionales de una molécula usando mecédnica newtoniana. En este modelo, se
asume que la vibracién de un dtomo se comporta como un resorte (mas precisamente, como
un ocilador harménico simple), por lo que es posible aplicar la ley de Hooke y la Segunda
Ley de Newton.
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Supongamos que una molécula tiene n atomos ay, as, ..., a, que vibran. A cada atomo a;
lo consideramos como un vector en el espacio R?, por lo que el estado de la molécula en un
momento del tiempo ¢ puede describirse con un vector x(t) en R3". Pensemos en cada uno de
estos vectores en R3" como una fotograffa de un instante de una molécula que estd vibrando.
Aplicando la segunda ley de Newton, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

A’z

@ = Az, (1)

donde A es una matriz simétrica real de 3n x 3n cuyas entradas estan determinadas por las
fuerzas internas de la molécula.

Un modo normal de vibracion de una molécula es un patréon de movimiento en el que
todos los atomos vibran con la misma frecuencia. Por ejemplo, la molécula H5O tiene tres
modos normales de vibracion: estiramiento simétrico, estiramiento asimétrico, y doblamiento
(ver Figuras 5, 6 y 7, respectivamente).

Figura 5: Estiramiento simétrico de H,O

N

AN / S

Figura 6: Estiramiento asimétrico de HyO

Resulta que toda solucién del sistema (1) es una combinacién lineal de los modos normales
de vibracién de la molécula. En general, una molécula no lineal con n atomos tiene 3n — 6
modos normales de vibracion, mientras que una molécula lineal con n atomos tiene 3n — 5
modos normales de vibraciéon (Kowolik, 2024).

Es bien conocida la importancia de los valores y vectores propios de una matriz en la
solucion de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. Recorde-
mos que A € R es un valor propio de A si exsite un vector v € R*" distinto de cero (llamado
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/ \

\

Figura 7: Doblamiento de HyO

/

vector propio) tal que Av = Av. Con esto, la solucién general un sistema lineal de primer

orden p
T
" )

donde la matriz A tiene 3n vectores propios linealmente independientes, esta dada por
I‘(t) = Cle)\ltvl + CSne)\SHtUBna

donde C; es una constante arbitraria para cada i = 1,2,...,3n, v v1,...,03, € R son
vectores propios linealmente independientes correspondientes a valores propios Ay,..., A3, €
R, respectivamente (Zill, 1997, Teorema 8.7).

El sistema (1) es un sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden con coeficientes constantes, pues la matriz de fuerzas internas A no depende
del tiempo t. Ademas, al ser una matriz simétrica, todos los valores propios de A son reales
y existen 3n vectores propios linealmente independientes.? Por consideraciones fisicas, los
valores propios de A no pueden ser positivos (pueden ser 0 o un nimero real negativo). Como
se explica en (James and Liebeck, 2004, p. 373), es posible demostrar que las soluciones del
sistema (1) estan dadas por

LU(t) = Cl Sin(\/ —)\1t + Kl)Ul + -+ an Siﬂ(\/ —)\3nt —+ K3n)’l}3n,

donde C; y K; son constantes arbitrarias parai = 1,2,...,3n,y vy, ..., vs, € R> son vectores
propios linealmente independientes correspondientes a valores propios Ay, ..., Az, € R—{0},
respectivamente (si A; = 0 para algin 4, el término correspondiente en la solucién anterior
debe reemplazarse por C;(t + K;)v;).

En vista de lo anterior, el obstaculo principal para resolver el sistema de ecuaciones (1)
es encontrar los valores propios de la matriz A € Mj,,«3,(R) de fuerzas internas, donde n es
el nimero de atomos de la molécula. La técnica estandar para encontrar los valores propios
de una matriz A es encontrar las soluciones de la ecuacién caracteristica

det(A — Z]3n> = 0,

donde I3, € Ms,x3,(R) es la matriz identidad. Esto resulta ser una ecuacién polinémica
de grado 3n, la cual es muy dificil resolver de manera exacta (sin usar métodos numéricos)

2Esto puede verse como una consecuencia del Teorema Espectral (Axler, 1997, Teorema 7.29)
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cuando n es grande. Por ejemplo, el Buckminsterfullereno es una molécula con n = 60 atomos
de carbono, por lo que encontrar los valores propios de su matriz de fuerzas internas implica
resolver una ecuacién polinémica de grado 3 x 60 = 180.

Afortunadamente, el cdlculo de los valores y vectores propios de la matriz A puede sim-
plificarse considerablemente usando los caracteres del grupo de simetrias de la molécula.

Teoria de representaciones

En esta seccién, revisamos algunos de los conceptos fundamentales de la teoria clasica
de representaciones de grupos finitos. Una exposicién mucho mas completa de estos temas
puede consultarse en (James and Liebeck, 2004).

El grupo general lineal GL,(F) es el conjunto de todas las matrices invertibles de n x n
con entradas en un campo F, equipado con la multiplicacién usual de matrices. Recordemos
que existe un isomorfismo entre GL,(F) y el grupo de transformaciones lineales invertibles
del espacio vectorial F”. Por lo tanto, siempre podemos identificar a una matriz T' € GL,,(F)
con su respectiva transformacion lineal invertible.

Dado cualquier grupo G, una representacion de grado n de G es una funcién p : G —
GL,(F) tal que

p(gh) = p(g)p(h), Vg.,h€G.

En otras palabras, esta funcién asigna a cada elemento g € G una matriz invertible p(g) €
GL,(F), y ademés, la matriz asociada al producto gh en G debe ser igual al producto de las
matrices correspondientes p(g)p(h). Esta ultima propiedad nos dice que la funcién p : G —
GL,(F) es un homomorfismo de grupos.

Intuitivamente, una representacién nos permite mirar a un grupo abstracto como un grupo
de objetos mas familiares: las matrices. En general, una representacién sera mas sencilla
mientras menor sea su grado n.

Dada una representacion p : G — GL,(F), decimos que un subespacio vectorial W de F"
es invariante si

plgw e W, Ywe W,

donde p(g)w representa la multiplicacién de la matriz p(g) por el vector w (visto como vector
columna). El subespacio trivial y todo el espacio F" siempre son invariantes.

Definicién 1 (Representacién irreducible) Decimos que una representacion p : G —
GL,(F) es irreducible si no existen subespacios invariantes de F" ademds del subespacio
trivial y de F™ mismo.

A partir de ahora, consideramos que el grupo G es finito y que el campo F es el campo
de los nimeros complejos C, pues la teoria de representaciones se comporta particularmente
bien en esta situacion.

Teorema 1 (Maschke) Sean G un grupo finito y sea p : G — GL,,(C) una representacion.
Para cualquier subespacio invariante W C C" existe un subespacio invariante U C C" tal
que

C'=WaU.
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El Teorema de Maschke puede demostrarse definiendo un producto interior Hermitiano
en C" que sea invariante respecto a la representacién p : G — GL,(C). Con esto, el espacio
U serd el complemento ortogonal de W respecto a este producto interior Hermitiano.

El Teorema de Maschke nos permite demostrar facilmente, usando induccién, que dada
cualquier representacién p : G — GL,,(C) de un grupo finito G existen subespacios invariantes
irreducibles Wy, Wy, ... W, de C" tales que

Ch=W®---oW,. (3)

Tomando bases para cada uno de estos subespacios W;, vemos que, para toda g € G, la matriz
p(g) € GL,(C) sera similar una matriz diagonal por bloques. Si dim(W;) = n;, entonces
W = C™, y es posible definir una subrepresentacion irreducible p; : G — GL,,(C) donde
pi(g) es igual al i-ésimo bloque diagonal de la matriz similar a p(g). Por lo tanto, podemos
pensar que las representaciones irreducibles del grupo G son los bloques constructores de
todas las representaciones de G.

Definimos el cardcter de una representacién p : G — GL,(C) como la funcién x, : G — C
dada por

Xo(9) :==Tr(p(g)), Vge€G,

donde Tr(p(g)) es la traza de la matriz p(g), es decir, la suma de los elementos de la diagonal.
Recordemos que dos elementos de un grupo g1, g» € G son conjugados si existe h € G tal que
g1 = hgah™1. Esto define una relacién de equivalencia sobre G, cuyas clases de equivalencia
reciben el nombre de clases de conjugacion. Un caracter x, : G — C es constante en las
clases de conjugacién de G porque si g; = hgoh™!, entonces

Xp(91) = Tr(p(g1))
= Tr(p(hgah™))
= Tr(p(h)p(g2)p ( )7
= Tr(p(h)p(h) " p(g2))
= Tr(p(92)) = Xp(92)-

Todo grupo finito G tiene un numero finito de representaciones irreducibles (James and
Liebeck, 2004, Corolario 10.7). En tal caso, podemos formar la tabla de caracteres de G, la
cual enlista los valores de todos los caracteres irreducibles de G en cada una de las clases
de conjugacién de G. Por ejemplo, consideremos al grupo de simetrias del agua Aut(H,0)
discutido en la seccién anterior, el cual es isomorfo al grupo de Klein. Como Aut(H20) es
abeliano (es decir, todos sus elementos conmutan), sus clases de conjugacién solo contienen
un elemento. Resulta que Aut(H,0) tiene cuatro caracteres irreducibles y; : Aut(H,0) — C,
i=1,2,3,4, dados por la Tabla 3 (ver también (Rioux, 2024)).

Una propiedad clave de los caracteres de un grupo es que si una representacion es la
suma directa de dos subrepresentaciones, entonces el caracter de la representacion es igual a
la suma de los caracteres de las subrepresentaciones. De esta manera, si una representacion
p: G — GL,(C) se descompone como la suma directa de subrepresentaciones irreducibles
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L | E] om0

il L] 1] 1] 1
Yo |l L] 1| —-1] -1
sl L] =1] 1]-1
all L] =1 =1] 1

Tabla 3: Tabla de caracteres del grupo Aut(H,0)

pi : G — GL,,(C),coni=1,...,r, como en la ecuacién 3, entonces
Xp= X1+ X2+ + X (4)
donde x; := Xx,,, para i = 1,...,r. Por lo tanto, determinar los caracteres irreducibles que

constituyen al caracter de una representacion nos ayuda a describir dicha representacion.
Esto se puede lograr con ayuda del producto Hermitiano sobre caracteres xi,x2 : G — C
definido por

(voxe) = 1 3 v 0)ala). (5)
geG

donde y2(g) denota al conjugado complejo de y2(g). El matemdtico aleman Issai Schur de-
mostré en la primera mitad del siglo XX que los caracteres irreducibles de un grupo finito
forman una base ortonormal para el espacio de funciones de clase de G (i.e., funciones de la
forma G — C que son constantes en las clases de conjugacion de G). Esto se traduce a que
las filas de la tabla de caracteres de GG son vectores ortonormales.

Proposicién 1 Sea x, un cardcter de un grupo finito G'y sea x un cardcter irreducible de
G. Entonces, xj es un constituyente de x, si y solo si (x,, Xx) # 0.

Demostraciéon 1 Como se discutio anteriormente, existen cardcteres irreducibles x1, ..., Xy :
G — C tales que la ecuacion 4 se cumple. Luego

Xps X)) = (xa+x2+ -+ X X&)
= (X1, X&) + 2 Xe) + -+ (X Xk)-

Las relaciones de ortogonalidad de Schur implican que
O xe) = 1 sii=k
XoXK T N0 sii Ak

Por lo tanto, xj serd igual a algunos de los caracteres X1, ..., X, sty solo si (X, xx) # 0 (es
posible que el cardcter x, aparezca varias veces en la suma, por lo que (X,, Xx) serd igual al
numero de veces que Xy, aparece en la descomposicion de x,).
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Representaciones del grupo de simetrias de una molécula

Dada una molécula M, definimos la representacién p : Aut(M) — GL3,(R) de su grupo
de simetrias en el espacio de vibraciones como

p(T)(ay,as,...,a,) = (Tay, Tay, ..., Ta,), Va; € R® T € Aut(M).

Recordando que cada elemento de R3" representa una fotografia de la molécula en vibracién,
esta representacion consiste en aplicar las simetrias de Aut(M) a cada una de las fotografias.
Por ejemplo, cuando M = H,0, la representacion p : Aut(H,0) — GLg(R) esta dada por

10 0/l0 0 0[O0 0 0
0 10[0 0 0[0 00
00 1[0 0 0[0 0 0
0 0 0[-1 0 0[O0 0 0
plo,)=1 0 0 0[0 1 0[0 0 0
00 0[0 0 1/0 0 0
0 0 0[O0 0 O0[-1 00
00 0[0 0O0[0 1 0
00 0[0 0 0[]0 01
0 0 0[l0o 0o o1 0 o0
00 0[0 0 0[0 -1 0
00 0[0 0 0[O0 0 1
00 0[1T 0 0[O0 0 O
plog.)=1 0 0 0[0 -1 0[0 0 0
00 0[0 0 1[0 0 0
1 0 0[0 0 0[O0 0 0
0 -1 0/0 0 0/0 0 0
00 1[0 0 0[0 0 O
0 0 0/0 0 0]-1 0 0
0 0 0/0 0 0[O0 -1 0
0 0 0/0 0 0[0 0 1
0 0 0/-1 0 0[O0 0 O
pC)=| 0 0 0ol0 -1 0/0 0 0
0 0 0/0 0 1/0 0 0
1 0 0]/0 0 0[0 0 0
0 -1 0/0 0 0[0 0 0
00 1,0 0 0[0 0 0

Una explicacién detallada de cémo obtener las matrices anteriores puede verse en (IITM,
2021).

Resulta que por razones fisicas (James and Liebeck, 2004, Prop. 32.11), la matriz A €
M3, 530, (R) de fuerzas internas de una molécula M conmuta con la representaciéon de Aut(M)
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en R®", es decir

Ap(T) = p(T)A, VT € Aut(M).

Formalmente, el resultado anterior nos dice que la matriz A define un endomorfismo de la
representacién de Aut(M) en R3™.

Si x es un cardcter irreducible de Aut(M), definimos al componente homogéneo V,, como
el subespacio invariante de R3" que es la suma directa de todos los subespacios irreducibles
de R3" cuyo cardcter es .

Proposicién 2 (Prop. 32.13 en (James and Liebeck, 2004)) Los componentes homogéneos
Vy de R3™ son invariantes bajo la matriz de fuerzas internas A € Mz, x3,(R); es decir,

AveV,, YuoeV,.

La proposiciéon anterior implica que la accién de la matriz A puede restringirse a cada
uno de los componentes homogéneos V), y esta accién puede representarse como una matriz
mas pequena A, de k x k, donde k es la dimension de V;,.. Al estar definida por la restriccion,
todo valor propio de A, serd también un valor propio de A. Con esto, podemos reducir el
problema de obtener los valores propios de A en los problemas mas sencillos de obtener los
valores propios de las matrices A,.

Por el parrafo anterior, nuestro problema se reduce a encontrar los componentes ho-
mogéneos de la representacién de Aut(M) en R?". En el caso de la molécula del agua, si
calculamos la traza de las matrices p(Cs), p(04y) v p(oy.) dadas anteriormente, podemos
obtener los valores del cardcter x, asociado con la representacion p : Aut(H,0O) — GLg(R):

| _IE|C | 0| 0]
e [9-1[ 1 ]3|

Para encontrar la descomposicién de x,, calculamos el producto Hermitiano (5) de x, con
los caracteres irreducibles dados en la Tabla 3.

(o) = (V1) + (=1)(1) + (1)(1) + (3)(1)) =3

(oo 2) = (1) + (~1)(1) + (1) + B)(-1) =1
(oo xs) = (O + (-D(=1) + (1)(1) + B)(~1)) =2
(o) = (O + (~1(=1) + (-1 + B)(1) =3

Por lo tanto, la descomposicion del cardcter x, en caracteres irreducibles es

Xp = 3X1 + X2 + 2x3 + 3xa.

En otras palabras, la representacién de Aut(H,0) en R? tiene tres componentes homogéneos:
V4. de dimensién 3, V,, de dimensiéon 1, V,, de dimensién 2, y V,, de dimensién 3. Por lo
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tanto, el problema de determinar los valores propios de A, que es una matriz de 9 x 9, se
reduce a determinar los valores propios de dos matrices de 3 x 3, una matriz de 2 X 2 y una
matriz de 1 x 1.

Escribir de forma explicita las matrices correspondientes a los componentes homogéneos
requiere algunas técnicas adicionales de teoria de representaciones, las cuales estan descritas
en (James and Liebeck, 2004, p. 376-377). Sin embargo, esperamos haber comunicado al
lector la estrategia general detras del uso de la teoria de representaciones para el calculo de
las frecuencias vibracionales de una molécula, y haberlo motivado en aprender mas sobre las
fascinantes aplicaciones de las matematicas en la quimica.

Conclusiéon

La teoria de representaciones es una herramienta poderosa que combina elementos de la
teoria de grupos con el algebra lineal. En este articulo presentamos cémo aplicar la teoria
de representaciones para resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales que describe
las frecuencias vibracionales de una molécula. En esencia, el método consiste en calcular los
componentes homogéneos de la representacion del grupo de simetrias de la molécula en el
espacio R®" de vibraciones. Las restricciones de la accién de la matriz A de fuerzas internas
(que es igual a la matriz de coeficientes del sistema lineal de ecuaciones diferenciales) a
cada uno de los componentes homogéneos seran generalmente matrices de dimensiones mas
pequenas, lo que nos permite calcular mas facilmente sus valores propios, y con esto resolver
el problema de las frecuencias vibracionales de la molécula.

Como posibles continuaciones futuras a este trabajo se encuentran las aplicaciones de
la teoria de grupos y la teoria de representaciones en espectroscopia, la cual consiste en la
interpretacion del espectro electromagnético de una molécula, y en cristalografia, la cual
estudia la estructura y propiedades moleculares de los cristales.
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