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1CONAHCYT-Unidad Académica de Matemáticas de la Universidad Autónoma de Zacatecas
2Centro de Ciencias Matemáticas, UNAM Campus Morelia
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Resumen

En este art́ıculo exploramos un método de resolución de ecuaciones polinomiales que tie-
nen una cantidad finita de soluciones. El algoritmo para solucionar estas ecuaciones es simi-
lar al método de eliminación de Gauss en el sentido de que también convierte el sistema de
ecuaciones original en otro que tiene forma escalonada. El algoritmo en cuestión está basado
en un algoritmo de la división para polinomios en varias variables aśı como un algoritmo que
permite eliminar términos especiales de un polinomio. Para concluir, comentamos algunas
aplicaciones de los conceptos que aparecen en este art́ıculo.

Palabras Clave: Sistemas de ecuaciones polinomiales, algoritmo de la división, algoritmo
de Buchberger.

DOI: 10.36788/sah.v8i2.151
Recibido: 11 de mayo de 2024.
Aceptado: 01 de octubre de 2024.

1. Introducción

La resolución de ecuaciones es un tema central en las matemáticas. En nuestros primeros
cursos de secundaria aprendemos a factorizar polinomios en una variable, lo que nos permite
encontrar sus ráıces. Más adelante nos encontramos con sistemas de ecuaciones lineales y las
correspondientes técnicas para resolverlos. A diferencia de una ecuación polinomial en una
variable, donde sólo hay una cantidad finita de soluciones, en álgebra lineal aprendemos que
un sistema de ecuaciones podŕıa tener una cantidad infinita de soluciones. El objetivo de
este art́ıculo es exponer un método de resolución de ecuaciones polinomiales que tienen una
cantidad finita de soluciones.

Dado un sistema de ecuaciones lineales con una única solución, el método de eliminación
de Gauss es un algoritmo que permite encontrarla. Recordemos que este método consiste
en realizar operaciones elementales en la matriz asociada al sistema, lo que da lugar a una
matriz escalonada. Este método funciona gracias a que las ecuaciones son lineales. ¿Cómo
podŕıamos encontrar las soluciones de un sistema de polinomios no necesariamente lineales?
Por ejemplo, ¿puede la lectora o el lector imaginar cómo se encuentran las soluciones del
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siguiente sistema?

3x7y − z8 + 1 = 0
√

3w15 − xyz5 − x2 = 0

7y101w3 +
2

5
x4 + πz10 = 0

x2 + y3 + z5 + w8 = 0

Pese a ser una pregunta elemental, es sorprendente que los primeros algoritmos compu-
tacionales para resolver este tipo de ecuaciones no aparecieron sino hasta mediados del siglo
XX (ver el prefacio de [2]). En este art́ıculo buscamos ilustrar, a partir de ejemplos concretos,
algunas ideas básicas en torno a un algoritmo de resolución de ecuaciones polinomiales. Co-
mo veremos, este algoritmo tiene similitudes importantes con respecto al método de Gauss:
esencialmente se trata de reducir el sistema a otro que tiene forma escalonada.

2. Ecuaciones polinomiales en una variable

En esta primera sección hacemos un breve recordatorio del cálculo de las ráıces de un
polinomio en una variable.

Denotamos como C[x] al conjunto de los polinomios en la variable x con coeficientes en
los números complejos. En secundaria aprendimos que los polinomios lineales ax+ b = 0, con
a 6= 0, tienen una única ráız, a saber, x = − b

a
. También nos enseñaron que los polinomios

de grado 2, ax2 + bx + c = 0, con a 6= 0, tienen una o dos ráıces y se resuelven con la
fórmula general x = −b±

√
b2−4ac

2a
. Para polinomios de grado 3 y 4 también existen fórmulas

que calculan sus ráıces, aunque son mucho más complicadas [13, Caṕıtulo 5]. El problema de
encontrar una fórmula que permitiera obtener las ráıces de un polinomio de grado mayor o
igual a 5 intrigó a la comunidad matemática por mucho tiempo. Hoy en d́ıa es bien sabido
que tal fórmula no existe.

Teorema 1. (Teorema de Abel). No existe una fórmula que involucre sumas, restas, mul-
tiplicaciones, divisiones, potencias o radicales que obtenga las ráıces de todos los polinomios
de grado mayor o igual que 5.

El teorema de Abel muestra la imposibilidad de encontrar una fórmula que describa las
ráıces de cualquier polinomio. Por otro lado, un resultado clásico en álgebra nos asegura la
existencia de tales ráıces.

Teorema 2. (Teorema fundamental del álgebra). Sea f(x) ∈ C[x] un polinomio de
grado mayor o igual a 1. Entonces la ecuación f(x) = 0 tiene al menos una solución p ∈ C.

Tanto el teorema de Abel como el teorema fundamental del álgebra son resultados clásicos
en álgebra y se pueden encontrar en muchas fuentes. Por citar algunas, se pueden consultar
en [9, Caṕıtulo 5] y [1, Caṕıtulo 4].
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Ahora bien, ante la falta de una fórmula general para encontrar las ráıces de un polinomio,
se tiene la opción de aproximarlas numéricamente. Esta es un área de las matemáticas que se
ha desarrollado enormemente y que tiene importantes aplicaciones en problemas de la vida
real.

3. Sistema de ecuaciones lineales

En esta sección hacemos un breve recordatorio del método de eliminación de Gauss para
resolver ecuaciones lineales. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas tiene la
siguiente forma:

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm,

donde para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m} y j ∈ {1, 2, . . . , n}, aij ∈ C y bi ∈ C. Este sistema de
ecuaciones se puede escribir como AX = b, donde

A =



a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn


 , X =



x1
...
xn


 , b =



b1
...
bm


 .

Recordemos el algoritmo para resolver estas ecuaciones. De entrada, diremos que dos
sistemas de ecuaciones lineales AX = b y BX = c son equivalentes si tienen el mismo
conjunto de soluciones. Ahora bien, dado un sistema de ecuaciones lineales AX = b definimos
la matriz aumentada A|b como la matriz cuyas primeras n columnas son las columnas de A y
cuya última columna es b. Decimos que A|b es equivalente a B|c si los sistemas de ecuaciones
lineales correspondientes AX = b y BX = c son equivalentes.

Teorema 3. [6, Sección 3.4] Sean A|b y B|c dos matrices de m renglones y n+ 1 columnas
con entradas en C. A|b y B|c son equivalentes si B|c se obtuvo de A|b al aplicar una de las
siguientes operaciones fila:

1. Intercambio de dos filas de A|b.

2. Multiplicar una fila de A|b por un escalar c ∈ C, c 6= 0.

3. Reemplazar la r-ésima fila de A|b por la fila r más la fila s multiplicada por un escalar
c ∈ C.

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales AX = b debemos aplicar sucesivamente a
la matriz aumentada A|b operaciones de cualquiera de los tres tipos que se mencionan en el
teorema 3. De esta manera se puede obtener un sistema de ecuaciones más sencillo, de donde
es más fácil obtener las soluciones.

3
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Veamos el siguiente ejemplo que ilustra el procedimiento anterior. Supongamos que que-
remos resolver el sistema lineal:

x + y + z = 2,
x + y − z = 4,
x + 2y + 2z = 3.

(1)

La matriz aumentada del sistema es:



1 1 1 2
1 1 −1 4
1 2 2 3


 .

Aplicando las operaciones fila a la matriz anterior obtenemos




1 1 1 2
1 1 −1 4
1 2 2 3


→




1 1 1 2
0 0 −2 2
1 2 2 3


→




1 1 1 2
1 2 2 3
0 0 −2 2


→




1 1 1 2
0 1 1 1
0 0 2 −2




Aśı el sistema de ecuaciones (1) es equivalente al sistema de ecuaciones:




x + y + z = 2
y + z = 1

2z = −2.

Despejando y haciendo sustitución hacia atrás obtenemos que la solución es el punto (1, 2,−1).
El procedimiento anterior es llamado el método de eliminación de Gauss, que consiste en aplicar

sucesivamente operaciones fila a la matriz aumentada A|b hasta convertirla en una matriz escalona-
da. Un tratamiento extenso de este tema se puede consultar en numerosas fuentes (ver, por ejemplo,
[6, Caṕıtulo 3]).

El siguiente enunciado es una reformulación del Teorema 3.14 en [6]. Lo escribimos de esta
manera para ilustrar un primer caso de un resultado análogo que veremos más adelante, en el caso
de ciertos sistemas de ecuaciones polinomiales (Teorema 16).

Teorema 4. Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas existe un sistema de m′

ecuaciones lineales con n incógnitas que tiene el mismo conjunto de soluciones, m′ ≤ m y para cada
i ∈ {2, . . . ,m′} la ecuación i-ésima de este nuevo sistema de ecuaciones no tiene a las primeras
i− 1 variables como incógnitas.

4. Sistemas de ecuaciones polinomiales

Denotamos al conjunto de polinomios en n variables con coeficientes en C como C[x1, . . . , xn].
Dada una cantidad finita de polinomios f1, . . . , fs ∈ C[x1, . . . , xn], queremos describir las soluciones
del sistema de ecuaciones {f1 = · · · = fs = 0}. En otras palabras, buscamos describir el conjunto

{p ∈ Cn | f1(p) = · · · = fs(p) = 0}.

A diferencia del caso de polinomios en una variable, donde solo el polinomio cero tiene infinitas
ráıces, en varias variables el conjunto de soluciones a una ecuación polinomial es t́ıpicamente infinito.

4
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Por ejemplo: las soluciones de la ecuación x − y = 0 es una recta en R2. En las siguientes figuras
podemos ver la forma de los conjuntos de soluciones de diferentes ecuaciones polinomiales.

-11-11 -10-10 -9-9 -8-8 -7-7 -6-6 -5-5 -4-4 -3-3 -2-2 -1-1 11 22 33 44 55 66 77 88 99

-8-8

-7-7

-6-6

-5-5

-4-4

-3-3

-2-2

-1-1

11

22

33

44

55

66

77

00

{(x, y) ∈ R2 : x− y = 0} {(x, y, z) ∈ R3 : x3 − y2 − z = 0}

Ahora bien, asumiendo que un sistema de ecuaciones polinomiales tiene una cantidad finita de
soluciones, ¿cómo podemos encontrarlas? Antes vimos que el método de Gauss nos permite encontrar
soluciones de ecuaciones lineales: el sistema original se remplaza por un sistema equivalente que
tiene forma escalonada, es decir, hay una ecuación que depende sólo de la variable xn, una segunda
ecuación que depende sólo de las variables xn−1 y xn, y aśı sucesivamente. Veamos que una idea
similar también se puede usar para resolver ecuaciones polinomiales más generales.

4.1. Sistemas de ecuaciones polinomiales equivalentes

Para empezar veamos que, aśı como en álgebra lineal, podemos buscar sistemas equivalentes de
ecuaciones polinomiales. En el siguiente resultado introducimos un objeto clave para tal efecto.

Lema 5. Sean f1, . . . , fs polinomios en C[x1, . . . , xn]. Consideremos el conjunto

〈f1, . . . , fs〉 :=
{ s∑

i=1

hifi | hi ∈ C[x1, . . . , xn]
}
.

Dado p ∈ Cn, se tiene que f1(p) = · · · = fs(p) = 0 si y sólo si F (p) = 0 para cada F ∈ 〈f1, . . . , fs〉.

Demostración. Si p ∈ Cn es tal que fi(p) = 0 para toda i, entonces

( s∑

i=1

hifi

)
(p) =

s∑

i=1

hi(p)fi(p) = 0.

La otra implicación es consecuencia de que {f1, . . . , fs} ⊂ 〈f1, . . . , fs〉.

Este lema tiene el siguiente importante corolario.

Corolario 6. Si 〈f1, . . . , fs〉 = 〈g1, . . . , gr〉, entonces las soluciones del sistema f1 = · · · = fs = 0
son iguales a las soluciones del sistema g1 = · · · = gr = 0.

5
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Notemos que, en efecto, podŕıa suceder que 〈f1, . . . , fs〉 = 〈g1, . . . , gr〉 para distintas colecciones
de polinomios {fi} y {gj}. Por ejemplo, un cálculo directo permite mostrar que 〈x+y, x〉 = 〈y, x, x2〉.

Enseguida vamos a explorar un ejemplo del cálculo de las soluciones de un sistema de ecuaciones
polinomiales.

Ejemplo 7. Queremos encontrar las soluciones del siguiente sistema:

f1 := xy − z = 0,

f2 := yz − x = 0, (2)

f3 := xz − y = 0.

Aśı como en el algoritmo de Gauss, vamos a intentar simplificar este sistema. Para ello, conside-
ramos las siguientes combinaciones de f1, f2 y f3:

f4 := f1 + yf2 = y2z − z,
f5 := zf1 − yf3 = y2 − z2, (3)

f6 := f4 − zf5 = z3 − z.

Por construcción tenemos que {f4, f5, f6} ⊂ 〈f1, f2, f3〉. En particular,

〈f1, f2, f3〉 = 〈f1, f2, f3, f4, f5, f6〉,

por lo que nuestro sistema es equivalente a f1 = f2 = f3 = f4 = f5 = f6 = 0. Ahora bien, ¿qué
ganamos al cambiar el sistema f1 = f2 = f3 = 0 por f1 = f2 = f3 = f4 = f5 = f6 = 0? De entrada
podŕıamos tener la impresión de que sólo complicamos aún más el sistema. Afortunadamente, no es
el caso. Notemos que en el nuevo sistema hay algunos polinomios especiales: f6, que depende sólo
de la variable z, y f5, que depende de las variables y, z. Esto nos permite encontrar las soluciones
del sistema.

En efecto, primero buscamos las soluciones de f6 = 0, es decir, z = 0, z = 1 o z = −1.
Enseguida evaluamos cada una de estas ráıces en f5 (también podŕıa ser f4) y encontramos los
valores respectivos para y, esto es: (0, 0), (1, 1), (−1, 1), (1,−1) y (−1,−1). Ahora usamos estos
valores para encontrar las soluciones en la variable x. Para esto, evaluamos en el polinomio f2. Aśı,
las soluciones del sistema f6 = f5 = f2 = 0 son

S := {(0, 0, 0), (1, 1, 1), (−1,−1, 1), (−1, 1,−1), (1,−1,−1)}.

Finalmente, tendŕıamos que eliminar los elementos de este conjunto que no son ceros de f1, f3 y
f4. En este caso, estos elementos también son solución de f1 = f3 = f4 = 0. Concluimos que

{p ∈ C3|f1(p) = f2(p) = f3(p) = 0} = S.

Observaciones 8. Queremos enfatizar los siguientes aspectos del ejemplo 7:

Para resolver el sistema f1 = f2 = f3 = 0, lo sustituimos por un sistema con más ecuaciones,
a saber, f1 = f2 = f3 = f4 = f5 = f6 = 0.

La construcción de f4, f5 y f6 en (3) se efectuó buscando cancelar ciertos términos de los
polinomios con los que empezamos.

6
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Gracias a la cancelación descrita en el punto anterior, se lograron construir polinomios en
menos variables, concretamente, un polinomio en z y otros en y, z.

El problema de encontrar las soluciones al sistema se redujo entonces a buscar ráıces de
polinomios en una variable.

La observación 8 ilustra un algoritmo general para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales
con una cantidad finita de soluciones. Como se menciona en la observación, un paso clave en el
ejemplo 7 consistió en cancelar ciertos términos de los polinomios en cuestión. En la siguiente
subsección explicamos cómo hacer esto de manera sistemática, para cualquier sistema de ecuaciones
polinomiales.

4.2. Algoritmo de Buchberger

De entrada, necesitamos introducir dos conceptos: el orden lexicográfico para ordenar los mo-
nomios de un polinomio y un algoritmo de la división en C[x1, . . . , xn].

Definición 9. Sean α = (α1, . . . , αn),β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn≥0. Decimos que α >lex β si en
la diferencia α − β ∈ Zn la entrada no cero que esté más a la izquierda es positiva. Dados dos
monomios xα = xα1

1 · · ·xαn
n y xβ = xβ1

1 · · ·xβnn , diremos que xα >lex x
β si α >lex β.

Sea f = aα1x
α1 + · · ·+ aαrx

αr ∈ C[x1, . . . , xn], con aαi 6= 0 para cada i. Llamamos el término
ĺıder de f al término aαix

αi, donde αi es el vector más grande respecto al orden lexicográfico. Lo
denotamos LT(f).

Ejemplo 10. Sean α = (5, 2, 1) y β = (5, 1, 3). Entonces xα = x5
1x

2
2x3 >lex x

5
1x2x

3
3 = xβ puesto

que α− β = (0, 1,−2). Aśı, si f = 5x5
1x2x

3
3 − 3x5

1x
2
2x3, entonces LT(f) = −3x5

1x
2
2x3.

Antes de describir el algoritmo de la división en C[x1, . . . , xn], presentamos un ejemplo para
familiarizarse con el procedimiento. Como veremos, este algoritmo no es muy distinto del algoritmo
de la división clásico. El objetivo es dividir un polinomio entre un conjunto finito de polinomios.

Sean f = x2y+xy2 +y2 y f1 = y2−1, f2 = xy−1. Nuestro propósito es dividir f entre {f1, f2},
es decir, expresar f = a1f1 + a2f2 + r para algunos polinomios a1, a2 y r, donde r es un residuo.

Notemos que los monomios de los polinomios f , f1 y f2 están ordenados de manera decreciente
bajo el orden lexicográfico. En particular, LT(f) = x2y, LT(f1) = y2 y LT(f2) = xy. Vamos a
realizar la siguiente división:

a1 :

a2 :

y2 − 1 |x2y + xy2 + y2

xy − 1

Empezamos comparando el término ĺıder de f entre el término ĺıder de f1. Si lo divide continuamos
como en el algoritmo en una variable. De lo contrario, pasamos al término ĺıder de f2. En este caso,

7
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LT(f) no es divisible por LT(f1) pero śı por LT(f2). De esta manera,

a1 :

a2 : x

y2 − 1 |x2y + xy2 + y2

xy − 1 x2y − x
xy2 + x+ y2

Ahora consideremos el término ĺıder de xy2 + x + y2, i.e. xy2. Repetimos el procedimiento. Como
LT(f1) divide a xy2 se obtiene

a1 : x

a2 : x

y2 − 1 |x2y + xy2 + y2

xy − 1 x2y − x
xy2 + x+ y2

xy2 − x
2x+ y2

Notemos que el término ĺıder de 2x+ y2, i.e. 2x, no es divisible por los términos ĺıderes de f1 y f2.
El algoritmo de la división clásico se detendŕıa en este momento. Por el contrario, para el algoritmo
de la división en varias variables, el siguiente paso consiste en pasar el término 2x al residuo. Ahora
comparamos el siguiente término, es decir, y2. Repetimos el procedimiento para obtener:

a1 : x+ 1 Residuo

a2 : x

y2 − 1 |x2y + xy2 + y2

xy − 1 x2y − x
xy2 + x+ y2

xy2 − x
2x+ y2

y2 −→ 2x

y2 − 1

1

0 −→ 2x+ 1

El algoritmo dio lugar a la siguiente igualdad:

x2y + xy2 + y2 = (x+ 1)(y2 − 1) + (x)(xy − 1) + 2x+ 1.

El algoritmo previo se expresa de manera general como sigue (ver [2, Caṕıtulo 2]).

8
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Proposición 11. (Algoritmo de la división) Consideremos el orden lexicográfico para ordenar los
términos de polinomios en C[x1, . . . , xn]. Sea F = {f1, . . . , fs} ⊂ C[x1, . . . , xn]. Entonces cada
f ∈ C[x1, . . . , xn] se puede escribir como

f = a1f1 + · · ·+ asfs + r,

donde ai, r ∈ C[x1, . . . , xn]. Además, si r 6= 0 entonces r se escribe como una C-combinación lineal
de monomios que no son divisibles por ningún LT(fi), i = 1, . . . , s. Decimos que r es el residuo de
la división de f por F . Denotamos el residuo como f̄F .

Enseguida definimos el objeto clave que permite hacer las cancelaciones de las que hablamos en
la sección anterior. Recordemos que dados dos monomios xα y xβ, su mı́nimo común múltiplo es el
monomio xγ , donde las entradas del vector γ están definidas por γi = máx{αi, βi}. Lo denotamos
como mcm(xα, xβ).

Definición 12. Sean f, g ∈ C[x1, . . . , xn] dos polinomios distintos de cero. Sean LT(f) = aαx
α

y LT(g) = bβx
β (ver definición 9). Sea xγ el mı́nimo común múltiplo de xα y xβ. Definimos el

S-polinomio de f y g como

S(f, g) =
xγ

LT(f)
f − xγ

LT(g)
g.

Por construcción, un S-polinomio cancela términos ĺıderes. En el siguiente ejemplo ilustramos
esta propiedad. Como la lectora o el lector podrá apreciar, este ejemplo ya apareció en la sección
anterior (ver la construcción de f5 en el ejemplo 7).

Ejemplo 13. Sean f = xy − z, g = xz − y ∈ C[x, y, z]. Notemos que LT(f) = xy y LT(g) = xz.
Además, xyz = mcm(xy, xz). Aśı,

S(f, g) =
xyz

xy
f − xyz

xz
g

= zf − yg
= −z2 + y2.

Notemos que en este ejemplo el S-polinomio es un polinomio que no contiene la variable x aunque
f y g śı la conteńıan.

Con los ingredientes introducidos hasta ahora, estamos listos para describir el algoritmo que nos
permitirá simplificar sistemas de ecuaciones polinomiales.

Algoritmo 14. (Algoritmo de Buchberger)
INPUT: Un conjunto de polinomios F = {f1, . . . , fs} ⊂ C[x1, . . . , xn].
OUTPUT: Un conjunto de polinomios G = {g1, . . . , gr} tales que F ⊂ G y para cada h ∈ 〈F 〉

existe g ∈ G tal que LT(g) divide a LT(h) y 〈F 〉 = 〈G〉.
El conjunto G se construye haciendo primero G = F y después iterando una cantidad finita de

veces los siguientes pasos:

1. Fijamos una pareja de elementos de G y calculamos su S-polinomio.

2. Dividimos este S-polinomio entre G.

9
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3. Si el residuo es cero volvemos al paso 1 con otra pareja de G. De lo contrario, dicho residuo
se agrega a G y volvemos al paso 1.

4. Se repiten 1, 2 y 3 hasta que todos los residuos de los S-polinomios de G sean cero.

Una versión más detallada del algoritmo y su demostración se pueden consultar en [10, Sección
1.3]. Veamos un ejemplo para ilustrarlo.

Ejemplo 15. Sea F = {f1 = x2y − 1, f2 = xy2 − x}. Como paso inicial hacemos G = F . Ahora,
calculamos el S-polinomio S(f1, f2) = x2 − y. Dividiendo S(f1, f2) por F obtenemos el siguiente
residuo:

S(f1, f2)
G

= x2 − y 6= 0

Agregamos f3 = x2 − y a G. De esta forma, hacemos G = {f1, f2, f3}. Calculamos un nuevo
S-polinomio y su residuo respectivo,

S(f1, f3) = y2 − 1, S(f1, f3)
G

= y2 − 1.

Agregamos este nuevo residuo f4 = y2 − 1 a G. Aśı tenemos que ahora G = {f1, f2, f3, f4}. Calcu-
lando S-polinomios y dividiendo obtenemos que todos los residuos son cero. El algoritmo se detiene
en este momento arrojando G = {f1 = x2y − 1, f2 = xy2 − x, f3 = x2 − y, f4 = y2 − 1}.

Este ejemplo ilustra nuevamente lo que sucedió en el ejemplo 7: los polinomios f1 y f2 contienen
las variables x y y y con ciertas operaciones logramos construir el polinomio f4 que sólo depende
de la variable y. Estos ejemplos son casos particulares del siguiente teorema.

Teorema 16. [8, Sección 1.8.5] Sean f1, . . . , fs ∈ C[x1, . . . , xn] tales que el sistema f1 = · · · =
fs = 0 tiene un número finito de soluciones. Sea {g1, . . . , gr} el conjunto de polinomios resultante
del algoritmo 14. Entonces r ≥ n y los polinomios gi satisfacen lo siguiente:

gn ∈ C[xn], LT(gn) = xann ,

gn−1 ∈ C[xn−1, xn], LT(gn−1) = x
an−1

n−1

...
...

g2 ∈ C[x2, . . . , xn−1, xn], LT(g2) = xa2
2

g1 ∈ C[x1, x2, . . . , xn−1, xn], LT(g1) = xa1
1 .

En particular, el sistema g1 = · · · = gr = 0 se puede resolver encontrando las soluciones de
gn(xn) = 0, enseguida sustituirlas en gn−1(xn−1, xn) = 0 y encontrar las soluciones respecto a la
variable xn−1, y aśı sucesivamente hasta g1 = 0. Finalmente, se deben descartar las soluciones de
g1 = · · · = gn = 0 que no son soluciones de gn+1 = · · · = gr = 0.

Ejemplo 17. Encontremos las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:

f1 := x2y − 1 = 0,

f2 := xy2 − x = 0.

De acuerdo al ejemplo 15, el algoritmo 14 arroja G = {x2y− 1, xy2−x, x2− y, y2− 1}. Ordenamos
los elementos de G como sigue: G = {g1 = y2 − 1, g2 = x2 − y, g3 = xy2 − x, g4 = x2y − 1}. Aśı los
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números r y n del teorema 16 son r = 4 y n = 2. Ahora, buscamos las soluciones de g1 = 0, es decir,
y = 1, y = −1. Enseguida evaluamos cada una de estas ráıces en g2 = 0 y encontramos los valores
respectivos para x, esto es: (1, 1), (−1, 1), (i,−1), (−i,−1). A continuación verificamos si estas
soluciones satisfacen g3 = 0 y g4 = 0. Evaluando g3 y g4 en esas posibles soluciones observamos
que se satisface g3 = 0 y g4 = 0, por lo que en virtud del teorema 16 concluimos

{p ∈ C2|f1(p) = f2(p) = 0} = {(1, 1), (−1, 1), (i,−1), (−i,−1)}.

5. Breve comentario sobre las bases de Gröbner

El conjunto que se construye en el algoritmo 4.2 es llamado una base de Gröbner de 〈f1, . . . , fs〉
respecto al orden lexicográfico. En realidad, existe la noción de base de Gröbner respecto a cualquier
orden monomial, es decir, un orden entre los monomios de C[x1, . . . , xn] que es total, es compatible
con la multiplicación y es un buen orden. Recomendamos ampliamente las referencias [2, 10] para
una introducción a este importante concepto de álgebra conmutativa. La lectora o el lector también
podrá encontrar una gran cantidad de art́ıculos introductorios a este tema en ĺınea. Además existen
programas computacionales que realizan cálculos expĺıcitos usando este concepto. Por citar algunos:
Singular o Macaulay2 [4, 7]. Ambos pueden utilizarse de manera gratuita en ĺınea.

El concepto de base de Gröbner tiene una enorme cantidad de aplicaciones, tanto en las ma-
temáticas como en otras áreas. Por citar algunos ejemplos, las bases de Gröbner han sido utilizadas
en problemas de geometŕıa algebraica, de teoŕıa de gráficas, de estad́ıstica algebraica, de programa-
ción entera, de teoŕıa de códigos, de criptograf́ıa, de robótica, de procesamiento de señales, entre
otros. Algunas de estas aplicaciones pueden consultarse en [5, 10, 11, 3, 12].
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Resumen

La teoŕıa de representaciones lineales consiste en estudiar grupos abstractos a través de
sus representaciones como grupos de matrices. En este art́ıculo, presentamos una aplicación
de esta teoŕıa en qúımica, espećıficamente en la aproximación de las frecuencias vibraciona-
les de una molécula usando las representaciones del grupo de simetŕıas de dicha molécula.
Para explicar el procedimiento, primero presentamos la definición del grupo de simetŕıas de
una molécula, describimos cómo obtener la aproximación de las frecuencias vibracionales
mediante un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, y revisamos los conceptos básicos de
la teoŕıa de representaciones lineales. Esperamos que este texto sea útil tanto para qúımicos
interesados en los fundamentos matemáticos del campo de la simetŕıa molecular, como para
matemáticos interesados conocer aplicaciones de las matemáticas en otras ciencias.

Palabras Clave: Grupo de simetŕıas; representación lineal; tabla de caracteres; vibración
molecular.
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Introducción

La teoŕıa de representaciones es un área de las matemáticas que se encarga de estudiar
objetos algebraicos abstractos a través de sus representaciones como objetos matemáticos
más concretos. Por ejemplo, una representación lineal de un grupo abstracto G busca iden-
tificar a los elementos de G con matrices cuadradas invertibles con entradas en un campo,
mientras que una representación permutacional de G busca identificar a los elementos de G
con permutaciones, o biyecciones, de un conjunto. La idea clave detrás de esta teoŕıa es que
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trabajar con objetos más concretos y conocidos, como matrices o permutaciones, en lugar de
con objetos más abstractos, permite simplificar cálculos y observaciones.

Más formalmente, una representación lineal de un grupo G es un homomorfismo

ρ : G → GLn(F),

donde F es un campo (como el campo de los números reales R, o el campo de los números
complejos C), n es un número entero positivo llamado el grado de la representación, y GLn(F)
denota al grupo general lineal de grado n sobre F, que consiste en todas las matrices invertibles
de n×n con entradas en F equipadas con la multiplicación de matrices. La condición de que ρ
sea homomorfismo implica que la operación del grupo G será compatible con la multiplicación
de matrices en el sentido que

ρ(gh) = ρ(g)ρ(h), ∀g, h ∈ G.

En general, será más sencillo trabajar con una representación mientras más pequeño sea
su grado (pues es mucho más sencillo multiplicar dos matrices de 2× 2 que dos matrices de
15 × 15). Cuando el grupo G es finito y el campo F es el campo de los números complejos
C, siempre es posible descomponer cualquier representación de G en subrepresentaciones
irreducibles de grados generalmente más pequeños (James and Liebeck, 2004, Teorema 8.7).
Por lo tanto, clasificar y entender todas las representaciones irreducibles de un grupo finito
G es uno de los objetivos más abiciosos de la teoŕıa de representaciones. En tal caso, la tabla
de caracteres de G registra las trazas de las matrices asociadas a todas las representaciones
irreducibles de G, lo cual resulta ser información esencial para encontrar la descomposición
de una representación en sus subrepresentaciones irreducibles.

En este texto, además de presentar una breve introducción a la teoŕıa de representaciones
lineales, nos enfocamos en una aplicación en el estudio de las vibraciones de una molécula.
En qúımica, una molécula consiste en una colección de átomos unidos entre śı por enlaces
qúımicos. Por ejemplo, la molécula del agua consiste en dos átomos de hidrógeno H y un
átomo de ox́ıgeno O enlazados como lo muestra la Figura 1.

Figura 1: Molécula del agua H2O.

Todas las moléculas, a cualquier temperatura, incluso si estuvieran al cero absoluto, se
encuentran en constante vibración. Este fenómeno, el cual se debe a las fuerzas internas que
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emanan de la interacción entre los átomos de la molécula, está maravillosamente explicado,
a manera de divulgación, en (Tivony, 2016). Es posible calcular una aproximación de las
frecuencias vibracionales de una molécula usando mecánica newtoniana, mediante un sistema
lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden. La matriz de coeficientes A
de este sistema de ecuaciones depende de las fuerzas internas de la molécula. Como es usual
en este tipo de problemas, las soluciones del sistema de ecuaciones pueden describirse en
términos de los valores propios de la matriz A, y es aqúı donde la teoŕıa de representaciones
hace su aparición.

Toda molécula M tiene asociado un grupo de simetŕıas Aut(M), el cual contiene a todas
las transformaciones del espacio que dejan invariante a la molécula M . Resulta que es posible
definir una representación lineal de Aut(M) sobre el espacio R3n de vibraciones de la molécula
(donde n es el número de átomos de M) y resulta que la matriz A de fuerzas internas
conmuta con esta representación1 (James and Liebeck, 2004, Cap. 32). Con ayuda de la tabla
de caracteres de Aut(M), el siguiente paso consiste en descomponer esta representación de
Aut(M) en sus componentes homogéneos (que son sumas de subrepresentaciones irreducibles).
Con esto, es más sencillo obtener los valores propios de A cuando la restringimos a los
componentes homogéneos, pues son espacios vectoriales de dimensión más baja que R3n.

Los grupos de simetŕıa molecular y sus tablas de caracteres son ampliamente estudiados
en qúımica, pues no solo ayudan en la aproximación de las frecuencias vibracionales de
una molécula, sino que tienen una gran variedad de aplicaciones para predecir o explicar
muchas propiedades qúımicas de la molécula. Esperamos que este texto sea útil tanto para
qúımicos interesados en los fundamentos matemáticos del campo de la simetŕıa molecular,
como para matemáticos interesados conocer aplicaciones las matemáticas en otras ciencias.
Asumimos que el lector está familiarizado con conceptos básicos de álgebra lineal y ecuaciones
diferenciales.

La estructura de este art́ıculo es la siguiente. En la Sección 2, formalizamos el concepto
de grupo de simetŕıas de una molécula a través de transformaciones ortogonales de R3 que
preservan la estructura de la molécula. En la Sección 3, ahondamos en los modos de vibración
de una molécula y en el sistema de ecuaciones diferenciales que aproxima las frecuencias vi-
bracionales. En la Sección 4, presentamos los conceptos básicos de teoŕıa de representaciones,
incluyendo la definición de representación irreducible y de tabla de caracteres. Finalmente,
en la Sección 5, aplicamos las técnicas de teoŕıa de representaciones para explicar cómo es
posible reducir el problema de aproximar las frecuencias vibracionales de una molécula. A lo
largo del art́ıculo, ilustramos cada uno de los conceptos definidos para el caso de la molécula
del agua H2O.

Grupos de simetŕıa molecular

En esta sección, revisamos brevemente a los grupos de simetŕıa molecular. Para una in-
troducción más detallada sobre este tema, recomendamos el art́ıculo de divulgación (Castillo-
Ramı́rez and Diamanti, 2023), o el libro (Ladd, 1998) para un estudio más exhaustivo.

1Formalmente, esto significa que la matriz A define a un endomorfismo de la representación.
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Un grupo G es un conjunto equipado con una operación binaria asociativa · : G×G → G
que contiene un elemento identidad e ∈ G (el cual cumple que e · g = g · e = g, para
toda g ∈ G) y en el que todo elemento g ∈ G tiene un inverso g−1 ∈ G (el cual cumple
que g−1 · g = g · g−1 = e). Pensamos en una simetŕıa de un objeto matemático X con
estructura (la cual puede ser una estructura algebraica, geométrica, topológica, etc.) como
una transformación invertible τ : X → X que preserva dicha estructura. El conjunto de todas
las simetŕıas de X, denotado por Aut(X), equipado con la composición de funciones, forma
un grupo, llamado el grupo de simetŕıas de X.

Pensamos en una molécula M como un grafo embebido en el espacio eucĺıdeo R3. Los
vértices del grafo V (M) = {a1, a2, . . . , an} son una colección de puntos en R3 que representan
a los átomos de la molécula. Las aristas del grafo representan los enlaces entre los átomos de
M ; es decir, el conjunto de aristas de M es

E(M) = {{ai, aj} : ai está enlazado con aj en M}.

Además, cada vértice de M tiene una etiqueta, la cual corresponde al tipo de átomo de ese
punto. Denotamos por ν(ai) a la etiqueta correspondiente a ai ∈ V (M). Por ejemplo, si
M = H2O, entonces

V (M) = {a1, a2, a3}, E(M) = {{a1, a3}, {a2, a3}}, ν(a1) = ν(a2) = H, ν(a3) = O.

Para considerar al grupo de simetŕıas de una molécula, es necesario que nuestras trans-
formaciones preserven distancias (para no destruir los enlaces entre los átomos) y que fijen al
origen (para no trasladar a la molécula a otro lugar). El grupo de simetŕıas de R3 que preser-
van distancias y fijan al origen se le conoce como el grupo ortogonal real O(3). Debido a que
este tipo de transformaciones resultan ser transformaciones lineales de R3 (Castillo-Ramı́rez
and Diamanti, 2023, Teorema 3.1), el grupo O(3) puede representarse como el conjunto de
matrices reales de 3× 3 cuyas filas y columnas son vectores ortonormales.

Para respetar su estructura, las simetŕıas de una molécula también deben preservar los
enlaces de los átomos y las etiquetas; es decir, sólo podemos transformar un vértice de M en
otro si se preservan los enlaces y las etiquetas correspondientes. Expĺıcitamente, el grupo de
simetŕıas de M , denotado por Aut(M), es el conjunto de todas las transformaciones T ∈ O(3)
tales que:

1. T (ai) ∈ V (M), para toda ai ∈ V (M).

2. Si {ai, aj} ∈ E(M), entonces {T (ai), T (aj)} ∈ E(M).

3. ν(T (ai)) = ν(ai), para toda ai ∈ M .

Por ejemplo, la molécula M = H2O tiene solo cuatro simetŕıas posibles: la identidad
E, la simetŕıa denotada por σyz que representa a la reflexión de R3 respecto al plano de la
molécula, la simetŕıa σxz que representa a la reflexión de R3 respecto al plano que pasa por
el átomo de óxigeno y es perpendicular al plano de la molécula, y simetŕıa denotada por C2
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Figura 2: Simetŕıas de H2O

que es la rotación de 180◦ respecto al eje que es la intersección de los dos planos anteriores
(ver Figura 2). Es decir,

Aut(H2O) = {E,C2, σxy, σyz}.
Exṕıcitamente, la matrices en O(3) que definen a los elementos de Aut(H2O) están dadas

en la Tabla 1.

E =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 σyz =




-1 0 0
0 1 0
0 0 1




σxz =




1 0 0
0 -1 0
0 0 1


 C2 =




-1 0 0
0 -1 0
0 0 1




Tabla 1: Matrices que representan las simetŕıas de H2O.

Haciendo todas las posibles multiplicaciones de pares de las matrices anteriores, podemos
formar la tabla de Cayley del grupo Aut(H2O) (Tabla 2). Con esto, podemos ver que el grupo

× E C2 σxz σyz

E E C2 σxz σyz

C2 C2 E σyz σxz

σxz σxz σyz E C2

σyz σyz σxz C2 E

Tabla 2: Tabla de Cayley del grupo Aut(H2O)

Aut(H2O) es isomorfo al grupo de Klein Z2 ⊕ Z2, el cual consiste en el conjunto de pares
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{(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} equipado con la suma módulo 2 entrada por entrada (por ejemplo,
(1, 1) + (1, 0) = (0, 1)).

Existen moléculas cuyos grupos de simetŕıas son mucho más complejos, como el Buck-
minsterfullereno C60 (Figura 3), cuyo grupo de simetŕıas tiene 120 elementos y es isomorfo al
grupo simétrico S5, o la molécula lineal del dióxido de carbono CO2 (Figura 4), cuyo grupo
de simetŕıas es infinito, pues es isomorfo al grupo de simetŕıas de un cilindro ideal (se pueden
consultar más detalles en (Castillo-Ramı́rez and Diamanti, 2023)).

Figura 3: Buckminsterfullereno C60

Figura 4: Dióxido de carbono CO2

Vibración molecular

Actualmente, se sabe que describir matemáticamente la vibración de una molécula es muy
complicado, pues involucra herramientas de mecánica cuántica como la famosa ecuación de
Schrödinger. Sin embargo, es posible encontrar una buena aproximación en el cálculo de las
frecuencias vibracionales de una molécula usando mecánica newtoniana. En este modelo, se
asume que la vibración de un átomo se comporta como un resorte (más precisamente, como
un ocilador harmónico simple), por lo que es posible aplicar la ley de Hooke y la Segunda
Ley de Newton.
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Supongamos que una molécula tiene n átomos a1, a2, . . . , an que vibran. A cada átomo ai
lo consideramos como un vector en el espacio R3, por lo que el estado de la molécula en un
momento del tiempo t puede describirse con un vector x(t) en R3n. Pensemos en cada uno de
estos vectores en R3n como una fotograf́ıa de un instante de una molécula que está vibrando.
Aplicando la segunda ley de Newton, obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

d2x

dt2
= Ax, (1)

donde A es una matriz simétrica real de 3n× 3n cuyas entradas están determinadas por las
fuerzas internas de la molécula.

Un modo normal de vibración de una molécula es un patrón de movimiento en el que
todos los átomos vibran con la misma frecuencia. Por ejemplo, la molécula H2O tiene tres
modos normales de vibración: estiramiento simétrico, estiramiento asimétrico, y doblamiento
(ver Figuras 5, 6 y 7, respectivamente).

Figura 5: Estiramiento simétrico de H2O

Figura 6: Estiramiento asimétrico de H2O

Resulta que toda solución del sistema (1) es una combinación lineal de los modos normales
de vibración de la molécula. En general, una molécula no lineal con n átomos tiene 3n − 6
modos normales de vibración, mientras que una molécula lineal con n átomos tiene 3n − 5
modos normales de vibración (Kowolik, 2024).

Es bien conocida la importancia de los valores y vectores propios de una matriz en la
solución de sistemas lineales de ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. Recorde-
mos que λ ∈ R es un valor propio de A si exsite un vector v ∈ R3n distinto de cero (llamado
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Figura 7: Doblamiento de H2O

vector propio) tal que Av = λv. Con esto, la solución general un sistema lineal de primer
orden

dx

dt
= Ax, (2)

donde la matriz A tiene 3n vectores propios linealmente independientes, está dada por

x(t) = C1e
λ1tv1 + · · ·+ C3ne

λ3ntv3n,

donde Ci es una constante arbitraria para cada i = 1, 2, . . . , 3n, y v1, . . . , v3n ∈ R3n son
vectores propios linealmente independientes correspondientes a valores propios λ1, . . . , λ3n ∈
R, respectivamente (Zill, 1997, Teorema 8.7).

El sistema (1) es un sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden con coeficientes constantes, pues la matriz de fuerzas internas A no depende
del tiempo t. Además, al ser una matriz simétrica, todos los valores propios de A son reales
y existen 3n vectores propios linealmente independientes.2 Por consideraciones f́ısicas, los
valores propios de A no pueden ser positivos (pueden ser 0 o un número real negativo). Como
se explica en (James and Liebeck, 2004, p. 373), es posible demostrar que las soluciones del
sistema (1) están dadas por

x(t) = C1 sin(
√
−λ1t+K1)v1 + · · ·+ C3n sin(

√
−λ3nt+K3n)v3n,

donde Ci yKi son constantes arbitrarias para i = 1, 2, . . . , 3n, y v1, . . . , v3n ∈ R3n son vectores
propios linealmente independientes correspondientes a valores propios λ1, . . . , λ3n ∈ R−{0},
respectivamente (si λi = 0 para algún i, el término correspondiente en la solución anterior
debe reemplazarse por Ci(t+Ki)vi).

En vista de lo anterior, el obstáculo principal para resolver el sistema de ecuaciones (1)
es encontrar los valores propios de la matriz A ∈ M3n×3n(R) de fuerzas internas, donde n es
el número de átomos de la molécula. La técnica estándar para encontrar los valores propios
de una matriz A es encontrar las soluciones de la ecuación caracteŕıstica

det(A− zI3n) = 0,

donde I3n ∈ M3n×3n(R) es la matriz identidad. Esto resulta ser una ecuación polinómica
de grado 3n, la cual es muy dif́ıcil resolver de manera exacta (sin usar métodos numéricos)

2Esto puede verse como una consecuencia del Teorema Espectral (Axler, 1997, Teorema 7.29)
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cuando n es grande. Por ejemplo, el Buckminsterfullereno es una molécula con n = 60 átomos
de carbono, por lo que encontrar los valores propios de su matriz de fuerzas internas implica
resolver una ecuación polinómica de grado 3× 60 = 180.

Afortunadamente, el cálculo de los valores y vectores propios de la matriz A puede sim-
plificarse considerablemente usando los caracteres del grupo de simetŕıas de la molécula.

Teoŕıa de representaciones

En esta sección, revisamos algunos de los conceptos fundamentales de la teoŕıa clásica
de representaciones de grupos finitos. Una exposición mucho más completa de estos temas
puede consultarse en (James and Liebeck, 2004).

El grupo general lineal GLn(F) es el conjunto de todas las matrices invertibles de n × n
con entradas en un campo F, equipado con la multiplicación usual de matrices. Recordemos
que existe un isomorfismo entre GLn(F) y el grupo de transformaciones lineales invertibles
del espacio vectorial Fn. Por lo tanto, siempre podemos identificar a una matriz T ∈ GLn(F)
con su respectiva transformación lineal invertible.

Dado cualquier grupo G, una representación de grado n de G es una función ρ : G →
GLn(F) tal que

ρ(gh) = ρ(g)ρ(h), ∀g, h ∈ G.

En otras palabras, esta función asigna a cada elemento g ∈ G una matriz invertible ρ(g) ∈
GLn(F), y además, la matriz asociada al producto gh en G debe ser igual al producto de las
matrices correspondientes ρ(g)ρ(h). Esta última propiedad nos dice que la función ρ : G →
GLn(F) es un homomorfismo de grupos.

Intuitivamente, una representación nos permite mirar a un grupo abstracto como un grupo
de objetos más familiares: las matrices. En general, una representación será más sencilla
mientras menor sea su grado n.

Dada una representación ρ : G → GLn(F), decimos que un subespacio vectorial W de Fn

es invariante si
ρ(g)w ∈ W, ∀w ∈ W,

donde ρ(g)w representa la multiplicación de la matriz ρ(g) por el vector w (visto como vector
columna). El subespacio trivial y todo el espacio Fn siempre son invariantes.

Definición 1 (Representación irreducible) Decimos que una representación ρ : G →
GLn(F) es irreducible si no existen subespacios invariantes de Fn además del subespacio
trivial y de Fn mismo.

A partir de ahora, consideramos que el grupo G es finito y que el campo F es el campo
de los números complejos C, pues la teoŕıa de representaciones se comporta particularmente
bien en esta situación.

Teorema 1 (Maschke) Sean G un grupo finito y sea ρ : G → GLn(C) una representación.
Para cualquier subespacio invariante W ⊆ Cn existe un subespacio invariante U ⊆ Cn tal
que

Cn = W ⊕ U.
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El Teorema de Maschke puede demostrarse definiendo un producto interior Hermitiano
en Cn que sea invariante respecto a la representación ρ : G → GLn(C). Con esto, el espacio
U será el complemento ortogonal de W respecto a este producto interior Hermitiano.

El Teorema de Maschke nos permite demostrar fácilmente, usando inducción, que dada
cualquier representación ρ : G → GLn(C) de un grupo finitoG existen subespacios invariantes
irreducibles W1,W2, . . .Wr de Cn tales que

Cn = W1 ⊕ · · · ⊕Wr. (3)

Tomando bases para cada uno de estos subespaciosWi, vemos que, para toda g ∈ G, la matriz
ρ(g) ∈ GLn(C) será similar una matriz diagonal por bloques. Si dim(Wi) = ni, entonces
W ∼= Cni , y es posible definir una subrepresentación irreducible ρi : G → GLni

(C) donde
ρi(g) es igual al i-ésimo bloque diagonal de la matriz similar a ρ(g). Por lo tanto, podemos
pensar que las representaciones irreducibles del grupo G son los bloques constructores de
todas las representaciones de G.

Definimos el carácter de una representación ρ : G → GLn(C) como la función χρ : G → C
dada por

χρ(g) := Tr(ρ(g)), ∀g ∈ G,

donde Tr(ρ(g)) es la traza de la matriz ρ(g), es decir, la suma de los elementos de la diagonal.
Recordemos que dos elementos de un grupo g1, g2 ∈ G son conjugados si existe h ∈ G tal que
g1 = hg2h

−1. Esto define una relación de equivalencia sobre G, cuyas clases de equivalencia
reciben el nombre de clases de conjugación. Un carácter χρ : G → C es constante en las
clases de conjugación de G porque si g1 = hg2h

−1, entonces

χρ(g1) = Tr(ρ(g1))

= Tr(ρ(hg2h
−1))

= Tr(ρ(h)ρ(g2)ρ(h)
−1)

= Tr(ρ(h)ρ(h)−1ρ(g2))

= Tr(ρ(g2)) = χρ(g2).

Todo grupo finito G tiene un número finito de representaciones irreducibles (James and
Liebeck, 2004, Corolario 10.7). En tal caso, podemos formar la tabla de caracteres de G, la
cual enlista los valores de todos los caracteres irreducibles de G en cada una de las clases
de conjugación de G. Por ejemplo, consideremos al grupo de simetŕıas del agua Aut(H2O)
discutido en la sección anterior, el cual es isomorfo al grupo de Klein. Como Aut(H2O) es
abeliano (es decir, todos sus elementos conmutan), sus clases de conjugación solo contienen
un elemento. Resulta que Aut(H2O) tiene cuatro caracteres irreducibles χi : Aut(H2O) → C,
i = 1, 2, 3, 4, dados por la Tabla 3 (ver también (Rioux, 2024)).

Una propiedad clave de los caracteres de un grupo es que si una representación es la
suma directa de dos subrepresentaciones, entonces el carácter de la representación es igual a
la suma de los caracteres de las subrepresentaciones. De esta manera, si una representación
ρ : G → GLn(C) se descompone como la suma directa de subrepresentaciones irreducibles
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E C2 σxz σyz

χ1 1 1 1 1
χ2 1 1 −1 −1
χ3 1 −1 1 −1
χ4 1 −1 −1 1

Tabla 3: Tabla de caracteres del grupo Aut(H2O)

ρi : G → GLni
(C), con i = 1, . . . , r, como en la ecuación 3, entonces

χρ = χ1 + χ2 + · · ·+ χr, (4)

donde χi := χρi , para i = 1, . . . , r. Por lo tanto, determinar los caracteres irreducibles que
constituyen al carácter de una representación nos ayuda a describir dicha representación.
Esto se puede lograr con ayuda del producto Hermitiano sobre caracteres χ1, χ2 : G → C
definido por

⟨χ1, χ2⟩ :=
1

|G|
∑

g∈G
χ1(g)χ2(g), (5)

donde χ2(g) denota al conjugado complejo de χ2(g). El matemático alemán Issai Schur de-
mostró en la primera mitad del siglo XX que los caracteres irreducibles de un grupo finito
forman una base ortonormal para el espacio de funciones de clase de G (i.e., funciones de la
forma G → C que son constantes en las clases de conjugación de G). Esto se traduce a que
las filas de la tabla de carácteres de G son vectores ortonormales.

Proposición 1 Sea χρ un carácter de un grupo finito G y sea χk un carácter irreducible de
G. Entonces, χk es un constituyente de χρ si y solo si ⟨χρ, χk⟩ ≠ 0.

Demostración 1 Como se discutió anteriormente, existen carácteres irreducibles χ1, . . . , χr :
G → C tales que la ecuación 4 se cumple. Luego

⟨χρ, χk⟩ = ⟨χ1 + χ2 + · · ·+ χr, χk⟩
= ⟨χ1, χk⟩+ ⟨χ2, χk⟩+ · · ·+ ⟨χr, χk⟩.

Las relaciones de ortogonalidad de Schur implican que

⟨χi, χk⟩ =
{
1 si i = k

0 si i ̸= k.

Por lo tanto, χk será igual a algunos de los caracteres χ1, . . . , χr si y solo si ⟨χρ, χk⟩ ≠ 0 (es
posible que el carácter χk aparezca varias veces en la suma, por lo que ⟨χρ, χk⟩ será igual al
número de veces que χk aparece en la descomposición de χρ).
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Representaciones del grupo de simetŕıas de una molécula

Dada una molécula M , definimos la representación ρ : Aut(M) → GL3n(R) de su grupo
de simetŕıas en el espacio de vibraciones como

ρ(T )(a1, a2, . . . , an) = (Ta1, Ta2, . . . , Tan), ∀ai ∈ R3, T ∈ Aut(M).

Recordando que cada elemento de R3n representa una fotograf́ıa de la molécula en vibración,
esta representación consiste en aplicar las simetŕıas de Aut(M) a cada una de las fotograf́ıas.

Por ejemplo, cuando M = H2O, la representación ρ : Aut(H2O) → GL9(R) está dada por

ρ(σyz) =




-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1




ρ(σxz) =




0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0




ρ(C2) =




0 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0




.

Una explicación detallada de cómo obtener las matrices anteriores puede verse en (IITM,
2021).

Resulta que por razones f́ısicas (James and Liebeck, 2004, Prop. 32.11), la matriz A ∈
M3n×3n(R) de fuerzas internas de una molécula M conmuta con la representación de Aut(M)
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en R3n, es decir
Aρ(T ) = ρ(T )A, ∀T ∈ Aut(M).

Formalmente, el resultado anterior nos dice que la matriz A define un endomorfismo de la
representación de Aut(M) en R3n.

Si χ es un carácter irreducible de Aut(M), definimos al componente homogéneo Vχ como
el subespacio invariante de R3n que es la suma directa de todos los subespacios irreducibles
de R3n cuyo carácter es χ.

Proposición 2 (Prop. 32.13 en (James and Liebeck, 2004)) Los componentes homogéneos
Vχ de R3n son invariantes bajo la matriz de fuerzas internas A ∈ M3n×3n(R); es decir,

Av ∈ Vχ, ∀v ∈ Vχ.

La proposición anterior implica que la acción de la matriz A puede restringirse a cada
uno de los componentes homogéneos Vχ, y esta acción puede representarse como una matriz
más pequeña Aχ de k×k, donde k es la dimensión de Vχ. Al estar definida por la restricción,
todo valor propio de Aχ será también un valor propio de A. Con esto, podemos reducir el
problema de obtener los valores propios de A en los problemas más sencillos de obtener los
valores propios de las matrices Aχ.

Por el párrafo anterior, nuestro problema se reduce a encontrar los componentes ho-
mogéneos de la representación de Aut(M) en R3n. En el caso de la molécula del agua, si
calculamos la traza de las matrices ρ(C2), ρ(σxy) y ρ(σyz) dadas anteriormente, podemos
obtener los valores del carácter χρ asociado con la representación ρ : Aut(H2O) → GL9(R):

E C2 σxz σyz

χρ 9 −1 1 3

Para encontrar la descomposición de χρ, calculamos el producto Hermitiano (5) de χρ con
los caracteres irreducibles dados en la Tabla 3.

⟨χρ, χ1⟩ =
1

4
((9)(1) + (−1)(1) + (1)(1) + (3)(1)) = 3

⟨χρ, χ2⟩ =
1

4
((9)(1) + (−1)(1) + (1)(−1) + (3)(−1)) = 1

⟨χρ, χ3⟩ =
1

4
((9)(1) + (−1)(−1) + (1)(1) + (3)(−1)) = 2

⟨χρ, χ4⟩ =
1

4
((9)(1) + (−1)(−1) + (1)(−1) + (3)(1)) = 3.

Por lo tanto, la descomposición del carácter χρ en caracteres irreducibles es

χρ = 3χ1 + χ2 + 2χ3 + 3χ4.

En otras palabras, la representación de Aut(H2O) en R9 tiene tres componentes homogéneos:
Vχ1 de dimensión 3, Vχ2 de dimensión 1, Vχ3 de dimensión 2, y Vχ4 de dimensión 3. Por lo
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tanto, el problema de determinar los valores propios de A, que es una matriz de 9 × 9, se
reduce a determinar los valores propios de dos matrices de 3× 3, una matriz de 2× 2 y una
matriz de 1× 1.

Escribir de forma expĺıcita las matrices correspondientes a los componentes homogéneos
requiere algunas técnicas adicionales de teoŕıa de representaciones, las cuales están descritas
en (James and Liebeck, 2004, p. 376–377). Sin embargo, esperamos haber comunicado al
lector la estrategia general detrás del uso de la teoŕıa de representaciones para el cálculo de
las frecuencias vibracionales de una molécula, y haberlo motivado en aprender más sobre las
fascinantes aplicaciones de las matemáticas en la qúımica.

Conclusión

La teoŕıa de representaciones es una herramienta poderosa que combina elementos de la
teoŕıa de grupos con el álgebra lineal. En este art́ıculo presentamos cómo aplicar la teoŕıa
de representaciones para resolver el sistema lineal de ecuaciones diferenciales que describe
las frecuencias vibracionales de una molécula. En esencia, el método consiste en calcular los
componentes homogéneos de la representación del grupo de simetŕıas de la molécula en el
espacio R3n de vibraciones. Las restricciones de la acción de la matriz A de fuerzas internas
(que es igual a la matriz de coeficientes del sistema lineal de ecuaciones diferenciales) a
cada uno de los componentes homogéneos serán generalmente matrices de dimensiones más
pequeñas, lo que nos permite calcular más fácilmente sus valores propios, y con esto resolver
el problema de las frecuencias vibracionales de la molécula.

Como posibles continuaciones futuras a este trabajo se encuentran las aplicaciones de
la teoŕıa de grupos y la teoŕıa de representaciones en espectroscoṕıa, la cual consiste en la
interpretación del espectro electromagnético de una molécula, y en cristalograf́ıa, la cual
estudia la estructura y propiedades moleculares de los cristales.
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