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Resumen

En este trabajo se estudia el comportamiento de una poblacion de gran tamano que evo-
luciona en tiempo discreto hasta un horizonte finito. El andlisis se realiza a través de la
propuesta de un modelo estocdstico determinado por el tamano y clasificacion de la poblacion
y de su relacion con un modelo, llamado modelo de campo medio, que resulta ser aprorimante
a la propuesta estocastica.

Palabras Clave: Modelos Markovianos en tiempo discreto; Poblaciones; Teoria de campo
medio; Sistemas de interacciéon de objetos.

DOI: 110.36788/sah.v7i2.143
Recibido: 24 de agosto del 2023.
Aceptado: 6 de diciembre del 2023.

1. Introduccion

El estudio de poblaciones conformadas por seres vivos, particulas, agentes o cualquier
tipo de objetos de una misma naturaleza, es un problema de interés y usualmente dificil de
modelar en la mayoria de los casos por la complejidad en predecir el comportamiento de
quienes componen tal poblacién. En este trabajo se tiene como objetivo presentar de una
manera accesible una propuesta que permita modelar y analizar la evolucién una poblacion.

De manera general, el objetivo de la teorfa de campo medio consiste en simplificar el
analisis de sistemas dinamicos compuestos de un ntimero grande de objetos o agentes que
interactian entre si. Es claro que analizar de forma individual de cada uno de los objetos del
sistema seria practicamente imposible, es por ello la conveniencia de estudiar el comporta-
miento de un grupo de objetos del sistema. Tomando como referencia esta la idea, de la cual
fue pionero Pierre Weiss en el area de fisica estadistica durante la primera década del siglo
XX, el desarrollo de estas ideas se han extendido a diversas areas dentro de las matematicas
como en la teorfa de juegos, siendo [8] un trabajo pionero y que marca el desarrollo de la
teoria de campo medio, en particular de los juegos de campo medio o Mean Field Games en
los ultimos 15 anos.

Con el fin de comprender y desarrollar algunas ideas basicas de la teoria de campo medio,
aunque sin un contexto de control o juegos, como las estudiadas en los articulos [2] 3, [4] 6],
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Higuera-Chan et al. Enfoque de campo medio en poblaciones

asi como de algunas aplicaciones en biologia, economia, finanzas en [1} 4] [5 [6) 9], en este
trabajo se estudia el comportamiento de una poblacién que evoluciona en tiempo discreto
hasta un horizonte T' y estd compuesta por N ~ oo objetos haciendo uso de la teoria de
campo medio. Esto es, en lugar de analizar cada objeto de la poblacion, la idea es categorizar
a la poblacion de acuerdo con sus caracteristicas y estudiar la proporcién de objetos que
ocupan cada categoria. De manera que se propondra un modelo estocédstico cuyos estados
son precisamente las proporciones de objetos en cada categoria. Asi, cuando N — oo, se
obtendra un nuevo modelo, al que se denominard modelo de campo medio, cuyos estados
resultan ser medidas de probabilidad sobre el conjunto de las categorias y ademas aproxima
al modelo original.

La estructura de este trabajo es la siguiente: en la Seccion 2 se presentaran los elementos
principales para el modelado de una poblaciéon de tamano N cuya dinamica de los objetos
entre categorias estd dada por medio de un Kernel de transicién. En la Seccién 3, se motivara
la creacion de un nuevo proceso, llamado de campo medio, haciendo N — oo y se analizan
sus propiedades. Finalmente, en Seccién 4, se presenta un resultado que relaciona a ambos
modelos, asi como un ejemplo que ilustra tal resultado.

Notacion

Para un conjunto Z, se denota como P(Z) al conjunto se medidas de probabilidad en Z.
Ademéds, si Z es un conjunto finito, Z = {z1, 29, . . ., 2, }, una medida de probabilidad p € P(Z)
se identifica con el vector p := (p(z1),p(22),...,p(2n)), donde p(z;) > 0, Vi = 1,2,...,ny
S p(zi) = 1. Luego, || - [l que denota la correspondiente norma, esto es, para cada vector
peP(Z):

1Plloo = max{|p(z1)], [p(22)], - - [p(zn)]}-

Por 1ltimo, se denota como Ip a la funcién indicadora en el conjunto D, Ny = N U {0},
[N]:={1,2,...,N} para N € N.

2. Modelo de una poblacion compuesta por N objetos

Considere una poblacion, compuesta por N objetos, que evoluciona en tiempo discreto
hasta un tiempo finito 7. Asimismo, en cada tiempo tales objetos pueden ser clasificados

de acuerdo con una cantidad finita de categorias. Sea S = {c1,¢a,...,cs} == {1,2,...,s} el
conjunto de categorfas y denotamos por X2 (¢t),n € [N],t =0,...,T, la clase del objeto n al
tiempo ¢, de manera que XY (t) € S.

En cada tiempo t = 0,...,T, se produce movimiento aleatorio de cada objeto entre

categorias; este movimiento esta dado por una probabilidad de transiciéon, homogénea en N,
de la forma:
P (Xt +1) = 41X (1) = i) = Ky, (1)
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es decir, Kj;; representa la probabilidad de que cualquier objeto pase de la categoria i a la
categorfa j, y se denota a K = (K;;) como la matriz de transicién.

Observacion 1 Observe que para cada n € [N], el proceso { XY (t)}i<r es una cadena de
Markov homogénea en el tiempo, por la transicion dada en .

Claramente el hecho que NN sea grande es un obstaculo para analizar el comportamiento
y evolucién de cada objeto de manera individual. En este sentido, asumiendo que los objetos
son distinguibles iinicamente por la categoria en la que se encuentran, y considerando que K
no depende de N, el comportamiento de la poblacion puede ser analizado de una forma global
por medio de las proporciones de los objetos en cada categorfa. Sea M} (t) sea la proporcién
de objetos en la categoria ¢ € S en el tiempo ¢t < T definida como:

|
MY (1) = 5 D T

n=1
y M™N(t) es el vector de proporciones

MY(t) = (MY (1), My (t), ..., MY (1)),

s

el cual representa el estado de la poblacién o simplemente el estado de la poblacion al tiempo
t. Notemos que cada MY (t) pertenece al conjunto Py := {p € P(S) : Np(i) € Ny, Vi € S}.

Con el fin de comprender mejor la propuesta de este modelo y ubicar cada uno de los

elementos presentados hasta el momento, se propone el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1 Considere una poblacion compuesta por N = 1,000,000 seres vivos los cuales se
pueden clasificar de acuerdo a cierta enfermedad en susceptible, infectado y muerto y donde
la evolucion de cada individuo estd dada en el siguiente diagrama.

1 := Susceptible 2 := Infectado 3 := Muerto

0.25 0.8

(QE_1Z @D

0.2

Observe que S = {1,2,3} y la correspondiente matriz de transicion estd dada como:

0.75 025 0
K = 02 0 08
0 0 1

Suponga ademds que X~ (0) = 1 paran = 1,...,900000 y XY (0) = 2 paran = 900001, ..., N,
es decir 900000 individuos inician en condicion susceptibles y 100000 infectados. De manera
que MN(0) = 0.9, MY (0) = 0.1 y M (0) =0, dando lugar al vector M™(0) = (0.9,0.1,0).

JO,ON 3
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Observacion 2

- La suma de las entradas de M™(t) = (M{(t), MY (t),..., MN(t)) € Py es 1 para cada t
por lo tanto M™(t) es una medida de probabilidad en S.

- El conjunto Py es finito y tiene cardinalidad CN 5~
Determinar la cardinalidad se puede visualizar de la siguiente manera. Considere una
coleccion de N + s — 1 puntos ordenados y observe que cada seleccion de s — 1 define
un elemento de Py. Esto porque cada seleccion de s — 1 puntos divide al conjunto de
N puntos en s grupos y cada uno representa el niumero de objetos en una categoria,
consecuentemente se tiene un elemento de Py. Como ejemplo vea la siguiente imagen.

O00000000000O0 ?OOOOO?OOOOO?
hege—=Lipuntas,conl\, =10, s-=4 La seleccién da lugara M = (0,%,15—0,0)
O??OOOOOOO?OO OOOOOOOOOO???

La seleccién da lugara M = (jo,i,%) La seleccién da lugar a M = (1.0,0,0)

Por lo tanto, el niimero total de elementos de Py es CN 1571,

Por otra parte, en [2] los autores demuestran que el proceso {M™(t)}, t < T es una
cadena de Markov finita. De hecho, al ser una cadena de Markov finita, existe una funcion
medible GV : Py x RV — Py tal que

MYt +1) =GV (MY (#),wy), t<T (2)
donde {w;} es un vector aleatorio en RY con una distribucién comin 6.

Aplicando técnicas de simulacién de Montecarlo se puede obtener una forma explicita de
G" como se procede a continuacién. Considerare s particiones del intervalo [0, 1] dadas por
las filas de K = (K;). Para cada i,j € S, sea

Ajj = [y, Y] € [0,1] (3)
donde

j—1
=1
Note que la longitud del intervalo A;; representa la probabilidad de que el objeto se mueva

de la categoria i a la categoria j.

Ahora, continuando con el procedimiento de simulacién, se definen en cada tiempo N
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (i.i.d.) con distribucién uni-
forme en [0,1], las cuales simularédn el movimiento de cada objeto entre las categorias. Tales

JO,ON 4
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variables aleatorias deben ser identificadas de acuerdo con la categoria donde un objeto se
encuentre actualmente ubicado. Es por ello que, para cada tiempo, se define el vector

con w'(t) := (w;(t),... ,ijMZ_N(t)(t)),i € Sy wk(t) ~ Unif|0,1]. Note que w'(t) es un vector
con tantas entradas cono numero de objetos que se encuentran en la categoria i al tiempo
t. Esta longitud varia de tiempo en tiempo pero no la longitud de wy, el cual un vector en
0,1

Una vez ubicado al vector wy, la proporcion de objetos en la categoria j al tiempo ¢ + 1
toma la forma:

s NMN

MPN(t+1) NZZ ),j€S.

Por lo anterior, la funcién GV queda definida como

GN(m,w) = (GY (m,w), ... ,Gév(m, w)) (5)
con (m,w) € Py x [0,1]", donde
s Nm;
G (m, Z > In,(wh),j €S,
i=1 n=1

para m = (my, ma, -+ ,my) € Py.

De aqui en adelante fijaremos la funcién GV en para describir la dindmica del proceso
{M™N(t)} entre un par de tiempos consecutivos.

La evolucion de la poblacién hasta el tiempo T queda de la siguiente forma. Al tiempo ¢
se observa el m = MY (t) € Py que representa en estado de la poblacién. Después, al tiempo
t+1, la poblacién pasa a un nuevo estado m’ = MY (¢t +1) dada la siguiente ley de transicion.

Q(D|m) := P [M"(t+1) € DIMN(t) = m]
= 0({w : GN(m,w) € D})

_ / Ip [GY (m, )] 0(dw), D € B(Py). (6)
(0,1]
De manera que, dado un estado inicial fijo m = MY (0) € Py, el proceso { MY (t)}i<r

estd definido en el espacio de probabilidad (€, B(Y'), P,,) con ¥ = (Py)T™! y P,, definida
de la siguiente manera (ver Subseccién 2.1.6 de [10])

Po(m, MY (1),..., MY(T)) = QM (1)|m)Q(M™ (2)| M™ (1)) - - Q(M™(T)| M™(T — 1)%

JO,ON 5
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Para fines practicos, la caracterizaciéon de G en (5] es de gran utilidad para la simulacién
del sistema.
En el siguiente codigo se muestra una forma de simulacién de la poblacién del Ejemplo
se considera que estado inicial es M™(0) = (0.9,0.1,0) (el cual puede modificarse) y para su
funcionamiento se solicitan los valores de N, T' y el nimero de simulaciones que se desea.
Como salida se obtiene un conjunto de vectores de proporcion referente a la trayectoria de
cada una de las simulaciones.

from functools import reduce
import numpy as np

import math as m

import matplotlib.pyplot as plt

# Definiciones

PROPORCIONES = np.array([0.9, 0.1, 0], dtype = np.float64)

mT = np.array([[0.75,0.25,0],[0.2,0,0.8],[0,0,1]],dtype=np.float64)
rng = np.random.default_rng()

# Funciones
def demo ():
# Entrada de variables y calculos previos
pN = np.uint64 (input ("Poblacion total: "))
Tiempo = np.uint64 (input ("Tiempo: "))
n_simulaciones = np.uint16(input ("Numero de simulaciones: "))
arregloP = np.array (PROPORCIONES*pN, dtype = np.uint64)

# Simulacion de Modelo de poblacion compuesta

resultados_tipo_1 = []

for _ in range(n_simulaciones):
resultados_tipo_1.append(M_simulation(arregloP, Tiempo))

proporciones_tipo_1 =[resultado/pN for resultado in resultados_tipo_1]

def M_step(poblaciones):
ps_list = []
new_poblaciones = np.zeros(3, dtype = np.uint64)
for tipo, poblacion in enumerate(poblaciones):
ps_list.append(rng.choice (3, poblacion, p = mT[tipo]l))

# Esta seccion es para evitar errores de cambio de forma del arreglo
ps = reduce(lambda x,y: np.concatenate((x,y),axis=None),ps_list)
counts_per_type = np.unique(ps, return_counts = True)
for i, pob_type in enumerate (counts_per_type [0]):

new_poblaciones [pob_typel] = counts_per_typel[1][i]

return new_poblaciones

def M_simulation(poblaciones, max_steps):
history = np.empty((max_steps, 3), dtype = np.uint64)
history = np.vstack((poblaciones, history))
for t in range(max_steps):
history[t + 1] = M_step(history[t])

JO,ON 6
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return history

# Programa Principal
if __name__ == "__main__
demo ()

3. Modelo de campo medio

Recuerde que MM (t) = (MY (t), MY (t),..., MN(t)) es un vector en Py cuyos componen-
tes representan la proporcién de objetos correspondientes en cada tiempo ¢. Lo que se busca
en esta seccidn es proponer un modelo para la poblacién que, de cierta manera, simplique la
complejidad del modelo estocastico propuesto anteriormente ya que se involucran dindmicas
con integrales del orden N ~ o0, vea @ y .

Como motivacién para el modelo que esta por definirse, se propone el siguiente resultado.
Proposicion 1 El conjunto P(S) es un espacio completo bajo la métrica inducida por || - ||oo-

Demostracién 1 Se demostrard que P(S) tiene un subconjunto denso y numerable D. Sea
D = Jy_,Pn, es claro que D es numerable ya que cada conjunto Py es finito (vea Obser-
vacion @)

Ahora, falta veriﬁcar que D es denso. Sea p = (p1,pa, - - - ,ps) € P(S) ye >0, entonces existe

un N" € N tal que—<— y racionales pl¥, i =1,2,...,s — 1 tales que
1
’p —D; ‘—W<T1<Ea
yparaps=1—p —-—pey yp) =1—p —--- = pl' se cumple
N’ N’ -1
o=V | =[l=pr = —pe =14 pY = < 2 N <€
Por lo que pN' = (pN' pY' ... 1 —pV — o =V ) € Py y doo(p,0N) = |lp — PV [|oe < €.

Es decir para cualquier p € P(S) existe un elemendo de D lo suficientemente cercano a p.
Por lo tanto D es denso.

El considerar poblaciones de tamano N muy grandes, la proposiciéon anterior nos motiva
a considerar estados de la poblacién de la forma m(t) = (mq(t), ma(t),--- ,ms(t)) € P(S5),
donde m;(t) representa la probabilidad de que un objeto esté en la categoria i al tiempo t.
Por tanto, considerando el movimiento de los objetos entre las categorias dadas por la matriz
de transicién K = (Kj;;) se busca que m;(t + 1) tome la forma

t+1 Zm, Kij,

JO,ON 7
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definiendo asi la dindmica de m(t). Formalizamos lo anterior como sigue. Sea G : P(S) — P(S)
la funcién definida como

G(m) :=mK (8)

donde K es la matriz de transicién en (1)) y se considera el proceso de estados m(t) € P(S)
que evoluciona de acuerdo a la ecuacién en diferencias

m(t+1) = Gm(t) = mt) K 9)

dadas las condiciones iniciales m(0) = m € P(S). Al proceso {m(t)};<r se le llama modelo
de campo medio.

Del mismo modo que en la secciéon anterior, con el fin de identificar los elementos y
dindmica del modelo de campo medio, se presenta una continuacién del Ejemplo [1]

Ejemplo 2 Considerando el Ejemplo 1, donde S = {1,2,3}, la matriz de transicion

0.75 025 0
K = 02 0 08
0 0 1

y m(0) = (0.9,0.1,0) € P(S). La evolucion del proceso de campo medio {m(t)}<r con la
dinamica (@ €s como sigue:

= m(0) = (0.9,0.1,0) € P(S).

0.75 025 0
= m(l) =m(0)K =(0.9,0.1,0) | 02 0 0.8 | =(0.695,0.225,0.08) € P(S).
0 0 1
0.75 0.25 0
= m(2) =m(1)K = (0.695,0.225,0.08) [ 0.2 0 0.8 | =(0.56625,0.17375,0.26).
0 0 1
0.75 0.25 0
= m(3) = (0.56625,0.17375,0.26) | 0.2 0 0.8 | =(0.4594375,0.1415625,0.399).
0 0 1
= ...y ast continua hasta el tiempo T'.

Observe que el estado de la poblacion al tiempo t = 3 es (0.4594375,0.1415625, 0.399),
es decir la proporcion de la poblacion que se encuentra en la categoria 1 es 0.4594375, la
proporcion de la poblacion que se encuentra en la categoria 2 es 0.141525 y la proporcion
de la poblacion que se encuentra en la categoria 3 es 0.399. En esta situacion, a pesar de
haber iniciado la poblacion con 0 “Muertos”, se puede ver que en 3 tiempos ya se tiene un
incremento muy grande.

El siguiente codigo es una opcién para automatizar los calculos hechos en Ejemplo [2| para
obtener m(1), m(2),... hasta el tiempo T.

JO,ON 8
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from functools import reduce
import numpy as np

import math as m

import matplotlib.pyplot as plt

# Definiciones
PROPORCIONES = np.array([0.9, 0.1, 0], dtype = np.float64)
mT = np.array([[0.75,0.25,0],[0.2,0,0.8],[0,0,1]],dtype=np.float64)

# Funciones
def demo():
# Entrada de variables y calculos previos
pN = np.uint64 (input ("Poblacion total: "))
Tiempo = np.uint64 (input("Tiempo: "))
arregloP = np.array (PROPORCIONES*pN, dtype = np.uint64)
# Simulacion de Modelo de campo medio
resultados_tipo_2 = markov_calculation(arregloP ,Tiempo)
proporciones_tipo_2 = resultados_tipo_2/pN

def markov_calculation(poblaciones, max_steps):
history = np.empty((max_steps, 3), dtype = np.uint64)
history = np.vstack((poblaciones, history))
for t in range(max_steps):
history[t+1]=np.dot(poblaciones ,np.linalg.matrix_power (mT,t+1))

return history

# Programa Principal
if name == "

demo ()

_main_

A pesar de que este es un modelo con espacio de estados P(S) que ya no es finito,
parte de las bondades es que este modelo es determinista. Es decir una vez identificados los
elementos necesarios y las condiciones iniciales la trayectoria del proceso esta completamente
determinada.

4. Relacién entre los procesos de la N—poblacién y el
de campo medio

Finalmente se tienen las condiciones de enunciar el resultado que indica la relacién entre
los procesos {MY(t)} € Py y {m(t)} € P(S5).

Teorema 1 Suponga que MY (0) =m € Py y m(0) =m/ € P(S) y defina § := ||m — m’|| oo,
entonces existe una funcion ur(e, ), donde pr(e,§) — 0 cuando e — 0% y 6 — 0, tal que:

(a) Para cualquier € > 0,

Pm{ sup [[MY(t) — m(t)]|oe > uT(e,é)} < 2Te 2N (10)

0<t<T

JO,ON 9
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(b) Ademds, para cada m € Py ye >0

En | sup MY (1) = m(t)||oo| < 2T€ 2N + (e, 0) (11)

0<t<T
donde P, es la medida de probabilidad definida en (@ y E,, el respectivo operador esperanza.

El Teorema 1 muestra que para una poblacién lo suficientemente grande, el proceso {m(t)}
resulta ser una buena aproximacién para el proceso estocdstico { MY (¢)}. Para la demostra-
cién de este resultado se tomara como referencia lo realizado en [3, [4] [6] en donde el resultado
considera el mismo estado inicial pero para situaciones de control estocéstico y teoria de jue-
gos.

En las siguientes figuras se pueden comparar los vectores de proporcién de ambos modelos
cuando MM (0) = m(0) = (0.9,0.1,0) durante los tiempos ¢t = 1,2,3 de los Ejemplos [1| y
usando los cédigos correspondientes a cada modelo que fueron presentados en secciones

0 0.0800031

previas.
0.1
0.259972336
0.224976668
0.459438868
0.173759722
0.9 0.695020232
t=1

t=2 0.141578426 ¢ — 3

0.398982706

0.566267942

" Susceptibles " Infectados " Muertos

Figura 1: Simulacién de la poblacion

0.08
0.26
0.225 0.399
0.4594375
0.56625
0.695 0.17375
t=1 3

t=2 0.1415 t=

" Susceptibles " Infectados " Muertos

Figura 2: Evolucién de la poblaciéon con el modelos de campo medio




Higuera-Chan et al. Enfoque de campo medio en poblaciones

5. Prueba del Teorema 1

Sea MN(0) = m € Py y m(0) = m’ € P(S) las condiciones iniciales. Definimos 7y :=
|lm — m/||» t una coleccién de N variables aleatorias

By (t) = Ia,;(w)),i,j € S;n €N

ing

donde w!, son variables aleatorias i.i.d. con distribucién uniforme en [0,1]. Por tanto, para
cada t < T, {B%j}mj es una familia de variables aleatorias independientes con distribucién

Bernoulli(K;;) y con media
E, [Bh(t)] = Kyj.

ing

De la desigualdad de Hoeffding (ver ecuacién (2.6) en [7]), para una ¢ > 0 fija, se tiene que
paracadat <T,i,5 €5,

NMN (¢
P, Z BY () Kij — NMM(t)| < Ne| > 1 - 272V, (12)

Por otra parte, sea

t)Ky; — NMN(t)| < Ne

Observe que por , Pn(Q) — 1 cuando N — oc.
Ahora se demostrara que en el conjunto €2 se satisface

MY () = m(t)| o < pule,70) t < T,

con {ut(€,7) be<r una familia de funciones definida como sigue

t—1
to(€,%) =v0; (€, 7) = 36231 + Yo"
1=0

Note que la sucesién de funciones {y,} satisface las condiciones del teorema y ademés es
creciente en ¢.

Se procedera por induccion.
Para t=0, se tiene || M™(0) — m(0)|] = ~o. Ahora suponga que

1M () = m(k)lloe < ()

para algin k < T. Asi, para cada j € S
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M4 1) —my (4 D) =[S | S0 Bl () — Nmu(k) — N (R

=1 n=1

s NMN (k)
1 7
<D | 2o Bi(R) = Noi(k) = Nmi(k) K,
i=1 n=1
s 1 NMN (k)
<S4 Y B0 - N,
i=1 n=1

+ I () = ()]

k-1 k
< se+ sp(e,v0) = se+5%€ » s+ My =se Y s+ g = pga(e).
1=0 1=0

Entonces, |M¥(k +1) — m;(k + 1)| < pgya(€) en Q. Asf, mediante un proceso inductivo
sobre T'y por , se tiene

P, [ sup ||MYN (1) — m(t)||e < ,uT(e,’yo)} >1—2Te 2N,
0<t<T
(b) Se denota por My := supyc,<p [|MY(t) — m(t)|«. Para cada m € Py, T € Ny

€ > 0,7 >0, ya que My <1 se tiene

Em[MT] = Em[MTI[MT>NT(E"VO)] + MTI(YTS#T(GWO))]
S Pm(MT > :U’T(Ea’VO)) + MT<E770>P’H’L(MT S /”LT(E))

Por lo tanto E,,[M7] < 2Te 2N + 1ip(e,70).1

6. Conclusiones

En este trabajo los autores han propuesto un modelo para estudiar el comportamiento
de una poblacién compuesta por una gran cantidad de objetos que evoluciona en un tiempo
discreto hasta un horizonte finito 7". También se ha construido un modelo de campo medio
que resulta ser un modelo aproximante en un sentido asintético, segin lo establecido en el
Teorema 1.

Los resultados de los trabajos [3], 4l [6] fueron base para la adaptacién, bajo el escenario
propuesto, de la demostracion del Teorema 1, asi como una mejora al incluir la posibilidad de
que ambos procesos inicien en estados diferentes. Ademas como otra aportacion se realiza una
simulacién del proceso estocdstico mediante la programacién de la funcién GV y se compara
con el modelo de campo medio con el fin de visualizar y comprobar los resultados esperados
en el ejemplo analizado a lo largo del trabajo.

JO,OF 12
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Resumen

La computacion del ADN es una forma de computacion que usa moléculas de ADN vy
moléculas biologicas en lugar de las tecnologias informadticas tradicionales basadas en silicio,
una de las razones por las que empezo a ser interesante estudiar la computacion del ADN
es que un sélo gramo de ADN con un volumen de 1 em?® puede contener tanta informacion
como un billon de discos compactos, aproximadamente 750 terabytes. Otra caracteristica im-
portante de los procesos del ADN es la capacidad de realizar muchas operaciones en paralelo,
lo que es posible gracias a la capacidad de replicacion del ADN. Richard Feynman introdu-
jo por primera vez el cdalculo molecular a principios de 1960, pero fue hasta 1994 cuando
Leonard Adleman, de la Universidad del Sur de California, demostré un uso del ADN para
resolver el problema Hamiltoniano de 7 puntos. Después de su trabajo, diversos investigadores
han encontrado nuevas aplicaciones para la computacion del ADN, y en diversas dreas se ha
descubierto la importancia de llevar los calculos a nivel molecular. El objetivo del articulo
es mostrar como se utiliza la teoria de campos finitos para construir codigos ciclicos que
permiten modelar la estructura del ADN. FEsta modelacion es importante porque se conocen
algoritmos basados en ADN que permiten resolver, mediante procesos quimicos, algunos pro-
blemas clasicos como el del drbol de expansion minima y el del coloreado de una grafica con
tres colores. Actualmente, se estan desarrollando simulaciones de estos algoritmos mediante
computadoras.

Palabras Clave: Cédigos aditivos, Codigos lineales, Computacion del ADN.
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1. Introduccion

El ADN es una molécula de gran tamano que almacena y transmite toda la informacién
necesaria para el desarrollo de todas las funciones biolégicas necesarias para un organismo,
esta formado por una unién paralela de dos cadenas, cada cadena formada por cuatro diferen-
tes nucledtidos: Adenina, Guanina, Timina y Citosina. Su estructura fue dilucidada en 1953
por los cientificos Watson y Crick, descubrimiento que anos més tarde los haria ganadores
del premio Nobel [§].
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Una hebra simple de ADN es una sucesion de los cuatro nucleétidos mencionados, cuyos
extremos son quimicamente polares y son llamados extremos 5" y 3. El complemento Watson-
Crick de una hebra de ADN se obtiene al reemplazar Adenina por Timina y viceversa; cada
Guanina con Citosina y viceversa; e intercambiar los extremos 3’ y 5. Una hebra simple
se une a su complemento Watson-Crick por medio de un proceso denominado hibridacion
especifica, formando asi la estructura conocida como doble hélice de ADN.

La computacion del ADN ofrece grandes ventajas a los investigadores debido a la gran
capacidad de almacenamiento de informacién, y a la realizacién de procesos en paralelo, sin
embargo, su potencial se limita precisamente por la composicién quimica del ADN. Varios
autores han propuesto diferentes técnicas para construir un conjunto de palabras cédigo de
ADN que es poco probable que formen enlaces indeseables entre si por hibridacion.

El objetivo de este trabajo es usar la teoria de cédigos ciclicos para construir cédigos que
son adecuados para la computacién del ADN, en particular construimos cédigos lineales y
aditivos sobre GF'(4), que son adecuados para esta aplicacién, basandonos en el articulo de
Abualrub [1].

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: En la seccién [2| se explica breve-
mente qué es la computacién del ADN y el proceso de hibridacién de las hebras de ADN para
enteder por qué el interés de construir estas codificaciones, en la seccién [3|se exponen algunos
conceptos de teoria de cédigos que son basicos para entender como son los cédigos que per-
mitirfan implementar los algoritmos de ADN. En la seccién || se construyen cédigos usando
campos finitos. En la seccion 5, se construyen codigos adecuados para la computacion del
ADN y finalmente en la seccién [] se construyen codigos aditivos de longitud 7 que mejoran
los algoritmos de ADN.

2. La computaciéon del ADN

La computacién del ADN inici6 en 1994 cuando Leonard Adleman resolvié el problema de
encontrar un camino Hamiltoniano de 7 puntos dada un grafica mediante manipulaciones de
moléculas de ADN en un tubo de ensayo. Adleman encontré una ruta que pasa por todos los
vértices de la grafica exactamente una vez. Este problema debido a su complejidad pertenece
a los denominados problemas NP-completos, los cuales son muy dificiles de resolver, pues no
se pueden resolver en tiempo polinomial.

Después del trabajo de Adleman, diversos investigadores han utilizado la computacién
del ADN como método para resolver problemas complejos de diferentes areas. Por ejemplo,
las codificaciones de ADN han sido utilizadas para resolver diversos problemas como:

El 4rbol de expansién minima ([4]).

La ruta mas corta en una grafica ([3]).

El coloreado de una grafica con tres colores ([3]).

El problema del conjunto dominante ([3]).
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Sin embargo, para poder realizar estos algoritmos mediante la computacién del ADN es
necesario contar con una codificacion del ADN que sea ttil y que dé como resultado el
minimo de enlaces indeseables posibles.

La computacién del ADN ofrece ciertas ventajas, como la gran capacidad de almacena-
miento de las moléculas de ADN, pues un gramo de ADN puede contener alrededor de 750
terabytes. Ademas, algo que ha llamado la atencién de los investigadores es la capacidad del
ADN de realizar muchos procesos en paralelo, esto se debe a la capacidad de replicacion del
ADN, y constituye una importante ventaja pues disminuye el tiempo de respuesta, al hacer
simultaneamente varios procesos.

El potencial de la computacién del ADN se ve limitado por su estructura quimica, debido
a que el ADN es una doble hélice, formada por una hebra simple de ADN y su complemento
Watson-Crick, unidos mediante hibridacién especifica, pues al formarse la doble hélice pueden
ocurrir errores y dar como resultado cadenas de ADN que no funcionan, es decir, se obtienen
falsos positivos o falsos negativos. Los falsos positivos resultan cuando se da la hibridacion no
especifica, es decir, se une una hebra de ADN con el complemento Watson-Crick de una hebra
diferente. La hibridacion no especifica también ocurre cuando se une una hebra de ADN con
el reverso de una hebra distinta. Un falso negativo ocurre cuando no se da la hibridacién
entre una hebra y su complemento Watson-Crick.

Diversos autores han propuesto diferentes técnicas para construir conjuntos de cadenas
de ADN en los cuales sea poco probable que se den enlaces indeseables por hibridacién [2],[7].
En este trabajo se construyen cédigos aditivos sobre GF'(4). La principal ventaja de utilizar
codigos aditivos sobre cédigos lineales es que para la misma longitud de cédigo hay mas
codigos aditivos que lineales, ademas, es mas probable encontrar cédigos aditivos que tengan
més palabras cédigo que un codigo lineal con la misma distancia de Hamming [1].

Ejemplo 2.1 Consideremos codigos de longitud 3 y distancia 2 sobre el campo finito Zs:

« C7 ={000,011,101, 110}

« Cy ={011,101,110}

= C3 ={000,101,110}

« Cy ={000,011,110}

« C5 ={000,011,101}

= Cs = {000,011}

« C7 ={000,101}

= Cg ={000,110}

= Cy ={011,101}

u ClO = {0117 110}
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= Oy = {101,110}

De los cuales C, Cg, C7 y Cs son lineales y Cy, Cy, Cg, Cr, y Cg son aditivos. Es decir,
hay mds codigos aditivos que lineales, y encontramos que Cs, el cual es aditivo, tiene mds
palabras codigo que Cg, C7 y Cs.

3. Conceptos principales de teoria de cédigos

La teoria de cédigos es una especialidad matematica que trata de las leyes de la codifi-
cacion de la informacion. A grandes rasgos, codificar es transformar una informacién en una
senal convenida para su comunicacién. Decodificar seria el proceso inverso y complementario
del anterior por el cual la sefial comunicada es transformada en la informacién original [10].

Para poder entender un poco acerca de los codigos de los cuales trataremos en este trabajo,
necesitamos las siguientes definiciones:

Definicién 3.1 Un alfabeto es un conjunto finito A = {ay,as,...,a,} cuyos elementos son
llamados simbolos y q (el nimero de elementos de A) es llamado la raiz de A.

A partir de los elementos de un alfabeto, se tiene lo siguiente:

Definicién 3.2 Una palabra de longitud n sobre A es una sucesion de n elementos de A; en
general, escribiremos las palabras de la siguiente forma:

a = ;1442 . . . Ajn, aikEA,k:1,2,3,...,n.

Denotaremos por A™ a todas las palabras de longitud n y por A*, al conjunto que contiene
a todas las palabras, es decir,
A=A

neN

Definicién 3.3 Si A = {ay,a9,...,a,} es un alfabeto, un cddigo g-ario sobre A es un sub-
congunto C de A*. Los elementos de C son llamadas palabras cédigo. El nimero M = |C/,
el cardinal de C, es llamado tamano del codigo.

Se tienen dos tipos de codigos segun la longitud de sus palabras,

s Cédigos de bloque: La longitud de todas las palabras es la misma, y se dice que tiene
pardmetros (n, M), donde n es la longitud de las palabras y M es el tamano del cédigo.

= Cdédigos de longitud variable: Esta conformado por palabras de diferente longitud.

En este trabajo sélo utilizaremos palabras de longitud fija, por lo que siempre que nos
refiramos a un codigo, se asumira que se trata de un cédigo de bloque.
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Consideremos una secuencia de informacion ugu;usus ... de simbolos de informacién w;
tomados de un alfabeto A. Si agrupamos esta secuencia en bloques de longitud k de la
siguiente manera:

Uply - .. Up—1 UpUk41 - - - U2k—1 U2EU2E41 - - - UBk—1,

-~ -~ -~

cada uno de estos bloques de informacién forman una palabra, la que llamaremos palabra de
informacion de longitud k. Como cada simbolo de una palabra de informacién puede tomar
q valores, se tiene que el nimero de palabras cédigo es M = ¢~.

Existe un parametro en los cédigos que nos permite saber que tan cerca esta una palabra
de otra, y es 1util para poder detectar y corregir errores dentro de un cédigo.

Definicién 3.4 La distancia de Hamming entre dos palabras codigo b = boby ... b,_1 yb' =
byby ... b, denotada por H(b,b'), se define como:

n—1’
H(b,b")=]{0<i<n:b #b}.
Es facil ver que la Distancia de Hamming es una métrica en el conjunto A", (Vea [6]).

Definicién 3.5 Dado un cdédigo C, se define la distancia de C, y se denota por d(C), como
la menor distancia no nula entre sus palabras codigo, es decir,

d(C) =min{H(z,y) : z,y € C, = # y}.

Esta definicién es importante pues ayuda a saber cuantos errores puede detectar y corregir
un cédigo, mediante el siguiente resultado.

Teorema 3.6 Un cddigo C' con distancia d(C) puede detectar d(C) — 1 errores, y puede

d(C)*lJ

corregir [ ==

Sin embargo, no ahondaremos en este tema en el desarrollo de este trabajo, el lector
interesado en este tema puede consultar [6].

4. Construccion de cédigos usando campos finitos

Para codificar y decodificar de manera mas practica y eficiente, es util dotar al alfabeto
A de una estructura algebraica. Fijamos al alfabeto A = F,, el campo finito de ¢ elementos.
El conjunto de cadenas de longitud n, es decir el conjunto A" es un espacio vectorial sobre
F,, de dimensién n, el cual puede ser identificado como:

]FZ:{(xoaxlv"'xn—l):xiEFq,OSign—1}7

mediante la asignacién zoz ...x,—1 — (To,Z1,...,%s_1), con la cual definimos la suma de
las palabras aga; ...a,_1y boby ...b,_1 como

agaq . ..Q0p_1 + bobl c. bn—l = (CL(), Aty ..., a,n_1> + (bo, bl, c. ,bn_l),
y la multiplicacién por escalar a(apa; ... a,—1), con o € F,, como
alapay . ..an_1) = alag, a1, ... ,an_1)-

Con esto podemos definir los coédigos aditivos y los codigos ciclicos como sigue:
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Definicioén 4.1 Un cdédigo aditivo C' sobre el campo finito Fy, es un subgrupo aditivo de Fy.
FEs decir, para cada par de palabras codigo agay . ..an_1, Yy boby ... b1 € C, su suma es una
palabra codigo de C.

Definicioén 4.2 Un cddigo C es lineal si es un subespacio de Fy. Un cédigo lineal de longitud
n, dimension k, y distancia d es llamado un [n, k,d] cddigo.

Ejemplo 4.3 Sea C' = {011,101,000, 110}. Considerado como un cédigo sobre Zs, este cidi-
go no es lineal, puesto que 2(011) = 022 no estd en C, sin embargo, visto como un cddigo
sobre Zs, si es aditivo.

En este trabajo seran de suma importancia los cédigos ciclicos, pues se espera que mejoren
los algoritmos de ADN, y cuya definicion es la siguiente:

Definicién 4.4 Un cédigo C' es ciclico si siempre que la palabra cocy . ..c,—1 € C, entonces
Cp—1Co...Ch—2 € C.

Ejemplo 4.5 Sea C; = {011,101, 110} un cdédigo sobre el campo Zs, el cual no es un cédigo
aditivo ni lineal, puesto que 000 no estd en C4, sin embargo, si es un codigo ciclico. Y por
otro lado, el cddigo Cy = {000000,000111, 111000, 111111} sobre Zy es un cddigo lineal pero
no es ciclico.

Para poder explotar muchos resultados que se tienen en algebra, haremos una relacion
entre un anillo de polinomios y los codigos ciclicos, para ello, notemos lo siguiente.

Nota. Sea F un campo, consideremos el anillo F[z|/{(x™ —1). A este anillo lo denotaremos
como F™[x], y a sus elementos los denotaremos simplemente c(x) en lugar de [c(x)].

Teorema 4.6 Si K es un campo e I el ideal pricipal de K[z] generado por el polinomio
p(r) = ap + a1z + - - - axa™ con a, # 0, entonces para cada [r(z)] € Klz]|/I, existe un tinico
polinomio q(z) = by + byx + -+ by_12" ! tal que [r(z)] = [¢(z)].

Puede consultar la demostracién de este resultado en [5].

Consideremos un elemento c(x) € F™[z], por el teorema anterior, todo elemento de F(™[z]
puede ser representado tinicamente por un polinomio de grado n — 1, por lo tanto, podemos
suponer que ¢(x) es de grado n — 1, al multiplicarlo por x, obetenemos:

ve(z) = cow + 12?4+ - o™t 2™,

es decir,

-1
ze(x) = cpq + T + -+ + o™,

puesto que 2" = 1 en F(™ [x], esto genera lo que se llama desplazamiento ciclico.
El anillo F([z] es también un espacio vectorial sobre F, y la multiplicacién por escalar
es como sigue:
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Sia€Fyc(x)=c+ez+ - +c, 12"t € F™[z], entonces,
ac(x) = acy + ac,x + -+ + acp_1x"

Ahora construiremos cédigos ciclicos lineales a partir de un ideal en el anillo de polinomios,
de la siguiente forma:

Los coédigos ciclicos lineales pueden definirse a partir de un ideal, para lo cual necesita-
mos establecer una correspondencia entre los codigos sobre un campo finito y el anillo de
polinomios. Consideremos las siguientes funciones:

¢ : Fy — Flz],
dada por
B(coy ... Cno1) = Co+Crx+ -+ cpa™
y ademas,
7 Flz] — F™[z],
dada por

Teorema 4.7 La funcion m o ¢ es una transformacion lineal. St C' es un codigo ciclico y
lineal, mo ¢(C') es un ideal. Mds ain, WOgb‘C :C — (mo)(C) es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Por este resultado, podemos trabajar indistintamente con elementos de C' o con la corres-
pondiente clase de equivalencia ¢(x).
Ahora veamos la relacién que existe entre los ideales de F™[z] y los cdigos ciclicos.

Teorema 4.8 Sea J un ideal no cero de F™[z]. El conjunto
{(ag,...,an_1) €F": Jag + a1 + -+ a, 12" '] € J},
es un codigo ciclico.
Y ademas,

Teorema 4.9 Sea J un ideal no cero en F™[x]. Eziste un 1inico polinomio monico g(x) €
Flx] de grado r tal que,

10 = (gl /e — 1),
2. g(x) divide a ™ — 1.

Ademds, si C' es el codigo ciclico lineal correspondiente a J, entonces la dimension de C' es
n—r.

Vea las demostraciones en [5].
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5. Construcciéon de cédigos para la computacion del
ADN

En esta seccién vamos a construir el campo GF'(4), el cual es un campo de Galois o
campo finito de 4 elementos. Para ello, tomaremos como base el campo de los nimeros
binarios (GF(2),+,*), donde GF(2) = {0,1} es el anillo de los enteros médulo 2, con las
operaciones suma “+ 7 y producto “x*” usuales en este anillo. Las pruebas de los teoremas
que se presentan pueden ser revisadas por los lectores en [5].

Sea GF(2)[z], el anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en GF'(2).
Tomemos el polinomio p(z) = x* + z + 1 € GF(2)[z], el cual sabemos que es irreducible en
GF(2), ya que es de grado 2 y que no tiene raices en el campo. Ahora consideremos el anillo
cociente GF(2)[z]/(p(x)), que resulta ser un campo, donde (p(x)) es el ideal generado por el

polinomio p(z). En este caso,

GFQ2)/(p(x)) = {a(x) + (p(x)) : a(z) € GF(2)[2]}.

Como GF(2)[z] es un anillo euclidiano, usando el algoritmo de la divisién, se tiene que para
cualquier elemento a(z) € GF(2)[z],

a(z) = p(x)q(z) + r(x), con 0 < grad(r(z)) < 1.

Por lo tanto, un representante de la clase de a(x), dada por [a(x)] = a(x) + (p(z)) es
ag + aix, con ag, a; € GF(2).

Por consiguiente, los elementos del anillo GF'(2)/(p(z)) se pueden identificar mediante el
conjunto GF'(4), ademds, por el hecho de ser p(x) irreducible, (p(z)) es maximal, y por lo
tanto GF'(4) es un campo.

GF(4) ={ap+ a1z : ap,a; € GF(2)} ={0,1,w,1 +w} ={0,1,w,w},

donde w = [z] =2 + (p(x)), y @ = 1 + w, ademds & = w? y 1 +w + w? = 0.

5.1. (Cdbdigos asociados con el ADN

Las cadenas de ADN tienen caracteristicas muy especiales que resultan importantes para
el desarrollo de algoritmos, una de estas caracteristicas es que cada hebra de ADN se asocia
a una hebra complementaria, su complemento Watson-Crick.

Para poder codificar las hebras de ADN y usar la teoria de cddigos para su estudio,
asociaremos cddigos sobre el conjunto {A, C, G, T} con c6digos sobre GF(4) = {0,1,w,®},
es decir, asociaremos 0 con Adenina (A), w con Citosina(C'), @ con Guanina(G) y 1 con
Timina(7T). Para definir el complemento de una palabra cédigo en GF'(4), definiremos primero
el complemento de un elemento de GF'(4).

Definicién 5.1 Sea a € GF(4), el complemento de a, denotado por a®, se define como
a¢=a+1.
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Con esto, definamos:

c

Definicién 5.2 El complemento de una palabrau = ug ... u,—1 € GF(4) esu®=uf...ul_,,

y el reverso de u es 0" = uy,_1...ug.

Note que si se da una asociacion diferente a la propuesta para el conjunto de nucleétidos
que forman el ADN con el campo GF'(4), no se tienen las definiciones anteriores, puesto que
con esta asociacién se tiene que el complemento de A es T', y el de C' es G.

Ahora definamos cédigos que tienen caracteristicas particulares que resultan importantes
para los cédigos de ADN.

Definicién 5.3 Un cddigo aditivo C' de longitud n sobre GF(4) es llamado reversible si
u" € C para todo u € C.

Ejemplo 5.4 FEl cddigo C = {110,011,101,000} es reversible, pero C' = {111,100,011,000}
no lo es.

El reverso de una palabra codigo tiene su equivalente en el anillo de polinomios, esto es
lo que se llama reciproco de un polinomio.

Definicién 5.5 Para cada polinomio p(x) = pg + p1x + -+ + pa" con p, # 0, definimos el
reciproco de p(x) como el polinomio p*(x) = x"p(1/x) = p. + pr_1x + -+ - + poxr”. Ademds
diremos que un polinomio es auto-reciproco si p(x) = p*(z).

Ejemplo 5.6 Consideremos el polinomio p(z) = 1+ + 22 + 23+ 2* + 2° + 2%, notemos que
pr(x) = 2% (1/z) = 2%+ 2+ L+ L+ L+ 5+ 5) = 1+o+2’+2° + o' +2° + 25 = p(2).
Por lo tanto p(x) es auto-reciproco.

Definicién 5.7 Un cédigo aditivo C' sobre GF(4) es llamado complemento si u® € C' para
todo u € C.

Definicién 5.8 Un cddigo aditivo C' sobre GF(4) es llamado complemento ciclico reversible
St,

1. C es ciclico.
2. C es reversible.

3. C' es complemento.

Recordemos ahora un resultado muy importante en teoria de anillos, llamado Teorema
de Correspondencia.

Teorema 5.9 Teorema de Correspondencia. Sea A un anillo e I un ideal de A. Sea
@ A — A/I la proyeccion candnica, dada por ¢(a) = a + I. Eziste una correspondencia
biunivoca entre ideales de A/l e ideales de A que contienen a I.
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En adelante, consideraremos a los elementos de los cddigos ciclicos como polinomios,
puesto que ya vimos que hay una correspondencia entre ellos y los ideales en F(™[z]. Asi que
estudiaremos algunos resultados que sélo se satisfacen en el campo GF'(4).

Definicién 5.10 Sea C un cédigo ciclico lineal correspondiente a J = (g(x))/(z" — 1), un
ideal de GF(4)™[x], a su vez por el Teorema de Correspondencia a J le corresponde un
ideal J' de GF(4)™|x], tal que J = J'/{(x™ — 1). Como cada elemento de J es una clase de
equivalencia, definimos el grado de [f(z)] € J como el grado del polinomio f(x) € J'.

Asi, el grado de f(x) € C serd el grado de [f(x)] € J, y lo denotaremos como grad(f(x)).

El siguiente teorema muestra un resultado importante sobre el campo GF'(4).

Teorema 5.11 Sea C' un [n, k,d|-cédigo ciclico lineal de longitud n sobre GF(4). Entonces
C = (g(x)), donde g(x) es un polinomio mdnico de grado r que divide a ™ — 1 sobre GF(4),
yk=n—r.

Es importante ahora ver cémo son los generadores de un cédigo ciclico aditivo, para ello,
consideremos la funcién traza,

Tr:GF(4) — GF(2), (1)
definida por Tr(z) = z + 2.
En particular, Tr(0) = Tr(1) = 0, Tr(w) = w + w? = 1, puesto que 1 + w + w? = 0,
w=w+1lyTr(w) =1
Es facil ver que la funcién traza es un homomorfismo de grupos aditivos.

El siguiente teorema nos dard una forma de describir un tipo particular de cédigos ciclicos
aditivos mediante sus polinomios generadores.

Teorema 5.12 Sea C un (n,2%)-cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4). Entonces
C = (wp(x) +q(z)), donde p(x) y r(z) son polinomios binarios que dividen a ™ —1 (mod 2),
r(zx) divide a %(mod 2), y k=2n— grad(p(x)) — grad(r(z)).

Observaciones 5.1 Cuando algun polinomio generador es nulo, se tiene lo siguiente.
» Sip(x) =0, entonces k = n—grad(r(x)), y sir(x) =0, se tiene que k = n—grad(p(x)).

» Como para cualquier subgrupo se tiene que {a,b) = (a,b— q), nosotros asumiremos que
grad(q(x)) < grad(p(z)).

Ahora veamos algunos resultados sobre codigos ciclicos reversibles y los polinomios gene-
radores.

Teorema 5.13 Un cddigo lineal C' ciclico (g(x)) sobre GF(4) es reversible si y solo si g(x)
es auto-reciproco.
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que C' es reversible, para ello consideremos el conjunto
de polinomios reciprocos de los polinomios de C, C" = {f*(z) : f(z) € C}, veamos que
C" = (g*(x)), entonces, tomemos f*(x) € C".

fra)=a""f™)

Por lo tanto, f*(x) € (¢*(z)). La otra inclusién es clara. Asi, C' = (¢g*(x)). Ademéds, como
C' es reversible, entonces (g(x)) = C' = C' = (g*(z)).

Asi g*(x) también genera a C'y al ser g(x) el polinomio de grado minimo que genera a
C, se tiene que g(z) = g*(z), es decir, g(x) es auto-reciproco.

Reciprocamente, supongamos que g(x) = ¢*(z) = 2"g(2), donde r = grad(g(z)). Tome-
mos p(z) € C, con grad(p(x)) = m > r. Debemos mostrar que p*(x) € C, es decir, p*(z) es
un multiplo de g(x). Calculemos p*(z),

1 1 1
* frng m — ) = mkj —_ —_
p'(a) = 2"p(2) = 2"k(1)g ()
1 1
=12""k(=)g(=), donde m = r + s, para algin s > 0,
T
1 1 1
= 5k(= ro(= = k(=
PR)9(1) = 2K g()
Por lo tanto, p*(z) € C, es decir, es reversible. [ |

Es fécil verificar que si f(x), g(x) son dos polinomios en GF(4)[z], con grad(f(x)) =m
y grad(g(x)) = k, con m > k, entonces,

L [f(x)g(x)]" = f*(x)g* ().
2. [f(z) + g(2)]* = f*(x) + 2™ Fg* ().

En seguida se enunciaran algunos resultados que relacionan las caracteristicas de los
polinomios generadores de un codigo con la forma de dicho cédigo y las propiedades que
cumple.

Teorema 5.14 Sea C' = (wp(x) + q(x)) un cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF'(4)
con grad(p(x)) = r. Entonces C' es reversible si y sélo si p(x) es un polinomio binario auto-
reciproco y C' = (wp(x)) ¢ C = (wp(x)).

Teorema 5.15 Sea C' = (wp(z),r(x)) ¢ C = (wp(z),r(x)), un cddigo ciclico aditivo de
longitud n sobre GF(4). El cédigo C' es complemento reversible si y solo si p(x), r(x) son
auto-reciprocos y r(x) no es multiplo de x — 1.
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Teorema 5.16 Sea C = (wp(z) + q(x),r(x)) un cidigo ciclico aditivo de longitud n sobre
GF(4), con q(x) # 0. El cddigo C' es un cédigo ciclico aditivo complemento reversible si y
sélo si p(x) es auto-reciproco, r(x) es auto-reciproco y no es mailtiplo de x — 1, y

1. Si grad(q(x)) = grad(p(z)), entonces q(x) es auto-reciproco.
2. Si grad(q(z)) < grad(p(x)), entonces r(z) divide a

[xgrad(p(ﬂﬁ))_grad(Q(x)) q* ($) + q<$)] :

3. St grad(q(x)) > grad(p(z)), entonces r(z) divide a

[xgrad(q(z))_grad(p(x))Q(.I') + q* (ZL’)] :

Puede consultar las pruebas de estos resultados en [5].

6. Cdbdigos de longitud 7

En esta dltima seccién usaremos la teoria desarrollada para estudiar codigos aditivos
complemento ciclicos reversibles sobre GF'(4), es decir, estudiaremos cédigos que tienen las
caracteristicas necesarias para codificar cadenas de ADN.

Los c6digos complemento ciclicos reversibles cumplen las siguientes restricciones (Vea [1]):

» Restriccion de Hamming: Para dos diferentes palabras codigo u y v’ € C, H(u,u’) >
d, donde d es la distancia del cédigo C. Esta restriccion esta destinada a limitar la
hibridacién no especifica entre una palabra cédigo y un complemento Watson-Crick de
una palabra diferente.

» Restriccion del complemento reverso: Para algin par de palabras cédigo, u y v’ € C,
(las cuales pueden ser iguales), H(u, (u')") > d. Esta restriccién pretende limitar la
hibridacion no especifica entre una palabra codigo y el reverso de otra palabra codigo.

Presentamos algunos ejemplos de cédigos de longitud 7.
Consideremos el polinomio 27 — 1, sus divisores son:

pe(z) =2+ +2' + 2+ + o+ 1= (" + 2 + 1)(2® + = + 1).
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Calculemos el reciproco de estos polinomios:

po(x) =1,

pi(z) =z +1,

py(r) =2 + 2+ 1,

pi(z) =2 + 2% + 1,

pi) =2+ 2+ +1

pi(z) =2t + 2% + 2 + 1,

pi@) =2+ + 2t + P+t 1

De ellos notamos que los polinomios py, p1, ps son auto-reciprocos. Utilizando estos poli-
nomios para generar codigos aditivos que cumplan las condiciones del Teorema |5.16, encon-
tramos que los cédigos:

Cr={(w+1,2°+2° +at +2° + 2+ + 1),
=(w+ @+ 23,2 + 2P+t P2+ 1),

Co={(w+ @*+2H), 2 +2° +2* + 28 + 22 + 2+ 1),
Cs={(w+ @ +a* +23 +2%),2° +2° + 2 + 23 + 22 + 2+ 1),
Co=(w+ @ +2°+1),2°+2° +2' +2° +2* + 2 + 1),

Cr={w+@+a* +23+22+ 1), 2+ 22+ 2 + 23+ 22 + 2+ 1),

Son codigos aditivos complemento ciclicos reversibles, ademas, analizando sus elementos ge-
neradores, se encontré que tienen distancias:

Sin embargo, nos interesan los cédigos que tienen mayor distancia, pues ellos permiten iden-
tificar e incluso corregir errores, asi que no se considerara al codigo C.
Se lleg6 a la conclusion de que los cédigos
Co={(w+ (@*+2%, 2 +2° + 2 + 28+ 22 + 2+ 1),
w+(x 23,28 b+t P a4 1),
(' + 28,28+ 2+t + 2P 2?2+ 1),
(P4t + 2+, 2+t r 1),
(2® + 22+ 1), 2+ 2+t + 2P+ 2 o+ 1),
(B +at+2 +2®+ 1), 2+ 2" + 2t + 2% + 2P+ 2+ 1),
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por el Teorema , tienen dimension 2n — grad(p(x)) — grad(r(x)) =2(7) —0—-6 =8,y
por lo tanto, tienen tamaiio M = 28 = 256. Con esto, se puede asegurar que estos cédigos,
mejoran las codificaciones para los algoritmos de ADN, pues tienen distancia 3 y por lo tanto
son capaces de detectar hasta 2 errores, y corregir automaticamente 1 error, de acuerdo con
el Teorema [3.6] Las codificaciones que se han usado con esta distancia y longitud han sido
de a lo méas 180 palabras (Vea [1],[2],[7], [9]), al tener la misma distancia, es mejor utilizar
codigos que tienen 256 palabras, pues evita tener hibridaciones no deseables entre las hebras
de ADN.

Para poder realizar los algoritmos para las aplicaciones de la computacién del ADN que
se mencionaron en la seccién [2] es necesario contar con una codificacion del ADN que sea
util y que dé como resultado el minimo de enlaces indeseables posibles, esto se logra con
las condiciones que se presentan en este trabajo, por lo que se puede concluir que los codi-
gos de longitud 7 que presentamos mejoran las codificaciones que se habian utilizado con
anterioridad.

Conclusion

En este articulo se presentaron condiciones para los cédigos ciclicos sobre GF(4) que
permiten dar una mejor codificacion para los algoritmos de ADN, basandonos en el articulo de
Abualrub [1], se describieron los elementos basicos que se deben considerar para crear cédigos
que sean utiles para representar cadenas de ADN y finalmente se presentaron ejemplos de
cddigos aditivos complemento ciclicos reversibles de longitud 7 y tamano 256 que son utiles
para la computacion del ADN, puesto que cumplen con la Restriccion de Hamming y la
Restriccion del complemento reverso.
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Resumen

En este trabajo consideramos un sistema de 4 ecuaciones diferenciales ordinarias, de-
pendiente de 6 parametros, que modela la propagacion de una enfermedad infecciosa en una
poblacion que suponemos no constante ni en equilibrio, sino que aumenta en el tiempo ba-
jo el modelo de Malthus lo que lleva a un sistema no lineal en 5 dimensiones. A través de
un cambio de variable se puede considerar la poblacion total como una cantidad conservada
lo que nos permite reducir la dimension del sistema. Posteriormente, calculamos y analiza-
mos los puntos de equilibrio en términos de los varios pardmetros del sistema y establecemos
resultados analiticos para la estabilidad haciendo uso de la teoria cldsica de polinomios de
Hurwitz y teoria de perturbaciones. También implementamos el método de la parametrizacion
para calcular orbitas heteroclinicas asociadas a los puntos de equilibrio haciendo uso de la
informacion de la dindmica local obtenida previamente. Las variedades se parametrizan en
términos de series de potencias donde se obtuvieron formulas cerradas para los coeficientes
para todo orden, lo cual permite estudiar, en particular, la evolucion y convergencia de las
series en términos de los pardmetros del sistema reducido.

Palabras Clave: Ecuaciones diferenciales ordinarias; Puntos de equilibrio; Célculo de
variedades invariantes.
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1. Introducciéon

La falta de comprensiéon de los mecanismos de propagacion y evolucion de las enferme-
dades infecciosas que han plagado a la humanidad fue una fuente recurrente de misticismo y
supersticion a lo largo de los siglos. Hubo que esperar hasta el siglo XVIII y los trabajos pio-
neros de Daniel Bernoulli para que se comenzara a estudiar el problema de manera cientifica,
al menos desde el punto de vista de la modelacion de la propagacién en una determinada
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poblacién. La reciente pandemia mundial de COVID 19 trajo como consecuencia una plétora
de modelos, técnicas y trabajos que representan esfuerzos para obtener mejores herramientas
para estudiar posibles escenarios de propagacién de enfermedades, lo cual sigue siendo un
problema, sobre todo, en paises en vias de desarrollo. Esto lleva a seguir planteando pregun-
tas como: jcudles serian algunas cantidades éptimas de personas infectadas y susceptibles
en una poblacién para las cuales una enfermedad, en la que es inevitable que se propague,
tienda a estabilizarse o extinguirse? 6 jcuan réapido se puede volver a propagar una enferme-
dad que se creia erradicada o controlada si cesa la vacunacién en una poblacién? Desde un
punto de vista de sistemas dindamicos deterministas, estas preguntas podrian ser abordadas
estudiando las variedades estables e inestables de puntos de equilibrio u érbitas periddicas
si, por ejemplo, los efectos de introducir infectados en una poblacién se consideran como una
perturbacion de éstos 1ltimos objetos. Con esto en mente, en este trabajo nos centramos en
realizar un analisis exhaustivo de los puntos de equilibrio y su dindmica local en un sistema
SEIRS (siglas para nombrar a los susceptibles, expuestos, infectados y recuperados en una
poblacién) para posteriormente, poder extender la informacién a dominios mayores. Remi-
timos al lector no experto en estos temas a las referencias [10] y [6] para encontrar buenas
exposiciones acerca de objetos invariantes en sistemas no lineales; también consideramos que
la referencia [5] es una lectura obligada para comenzar a familiarizarse con el modelado de
la propagacion de enfermedades infecciosas.

Como motivacion adicional, se sabe que dentro del vasto nimero de modelos epidemioldgi-
cos basados en ecuaciones diferenciales, existen modelos donde la dinamica resulta tan diversa
que se pueden encontrar bifurcaciones homoclinicas, bifurcaciones de Hopf o del tipo Bog-
danov Takens. Se pueden consultar, por ejemplo, las referencias [11], [12], [17], [19], [3] para
convencerse de la riqueza de escenarios posibles determinados por dichos modelos. Si bien es
cierto que el analisis de un sistema dindmico a lapiz y papel ha descubierto maravillas a lo
largo de la historia, esto resulta en extremo complicado cuando se trata de estudiar un siste-
ma en dimensiones mayores. En consecuencia, el fusionar herramientas de analisis funcional,
analisis numérico y ciencias computacionales produjo una nueva area de estudio denominada
rigorous numerics que se han aplicado con éxito en diversas areas como mecénica celeste,
dindmica de fluidos, teoria de control, etc. El lector interesado en este tipo de aplicaciones
puede consultar las referencias 7], [§], [9] v [1].

Dentro de los métodos del area de rigorous numerics existe un método general para apro-
ximar variedades invariantes con orden arbitario llamado el método de la parametrizacion, de
ahora en adelante abreviado como MP. De manera general, este método se basa en dos ideas
fundamentales, la primera es la idea de extender el flujo 0(¢,60y) de un modelo més simple,
como el dado por la aproximacion lineal, agregando términos de orden superior. La segunda
idea es construir una ecuacién funcional que pueda resolverse usando técnicas de anélisis
numérico. Hasta donde sabemos, la implementacién de este método no se ha realizado en
sistemas epidemiologicos pese a la complejidad de la dindmica de ciertos modelos como ya se
menciond. En consecuencia, creemos que este trabajo representa un primer paso para explo-
rar el desempeno del MP en un sistema epidemiolégico con varios parametros, tipicamente
pequenos, para posteriormente estudiar otros modelos con variedades de dimensién mayor o
igual que dos.
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Este trabajo esta organizado como sigue: en la siguiente seccion consideramos el modelo
SEIRS introducido en [16] para poblaciones en equilibrio y discutimos el efecto de extender
este modelo agregando dindmica de poblacion. En la seccion |3| calculamos los puntos de
equilibrio del sistema de manera explicita y analizamos su estabilidad considerando todos los
parametros del sistema. En el siguiente apartado [4| discutimos la implementacién del MP y
nos centramos en el caso de dimensién uno para poder visualizar de manera maés sencilla el
decaimiento de los coeficientes y la convergencia de las series que determinan las variedades
conforme se modifican los parametros del sistema. Finalmente, en la seccion [5| resumimos los
resultados y discutimos perspectivas de trabajo futuro.

2. El modelo SEIRS con dinamica de poblacion

Comenzaremos nuestro estudio considerando el trabajo [16] en donde una poblacién de N
individuos donde se propaga una enfermedad infecciosa por contacto directo entre individuos
y que en cada instante de tiempo la poblacién esta dividida en cuatro compartimentos: sus-
ceptibles (9), expuestos (E), infectados (I) y recuperados (R). Si se supone que la poblacién
estd aislada porque no hay migracién de individuos y la mortalidad y la natalidad esta ba-
lanceada (nace la misma cantidad de individuos mueren), entonces tenemos que la igualdad
S(t)+ E(t) + I(t) + R(t) = N se cumple siempre. Teniendo en cuenta enfermedades para
las cuales los individuos recuperados pierden su inmunidad natural y se vuelven susceptible
nuevamente, la evolucion de cada grupo de individuos esta dada por el conjunto de ecuaciones
diferenciales

ds 15

dE I
aE_BPIS _ p
dl
%:(TE—vI—(,u—I—oz)I,
dR

] = _

il wR — pR,

sujeta a las condiciones iniciales S(0) = Sy > 0, E(0) = Ey > 0, 1(0) = I, > 0y R(0) = 0. En
este caso el sistema depende de los siguientes pardmetros: 5 (tasa de contacto), o (latencia
de la enfermedad), 7 (tasa de recuperacién), w (periodo medio de inmunidad), o (muerte por
infeccién) y p (tasa de natalidad y mortalidad por causas naturales). Cabe sefialar que este
modelo se concibié para poblaciones donde es valido suponer que las muertes y nacimientos
estan balanceados para todo tiempo lo cual limita su aplicacion a situaciones mas realistas.
Una generalizacién natural de este modelo resulta al considerar diferentes tasas de mortalidad
y natalidad, denotadas d and b respectivamente, en consecuencia, se debe considerar una
dindmica de poblacién que modele el comportamiento de la poblacién N (). Una posible
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eleccion de tal dindmica fue considerada en [14] y estd dada por la ecuacién diferencial

dN

— =(b—-d)N — al. 2
= &)
Si se consideran las variables normalizadas s := S/N, e := E/N, i := I/N, r := R/N
entonces sus derivadas son una facil aplicacién de la regla del producto donde se considera
la ecuacién . Al sustituir las derivadas resultantes en las ecuaciones y simplificando
términos, se obtiene el sistema

ds :b—s(iﬂ) — Bis +wr —ds,

dt N dt

de _ 1 dN
%—ﬁzs—e<ﬁﬁ) —oe — de,

di [ 1 dN . .
E_JQ_Z<NE) — i — (d+ )i,
dr o 1 dN o —d
priat Ul e wr —dr,

donde el término %% se convierte en %% = b — d — ai. Por lo tanto, obtenemos

d
d_i:b—(b—d)s—i—ais—ﬁis—i—wr—ds,
d

d_(zzﬂis—(b—d)e—i—aie—ae—de,

: (3)
di . .2 . .
p =oce— (b—d)i+ ai® —vi — (d + a)i,
d
& =i — (b—d)r + air —wr —dr.
dt

En este caso, la relacion S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N(t) se convierte en s+e+i+r =1

lo cual nos permite prescindir de una variable, conocidas las tres restantes. Si sustituimos la

igualdad » = 1 — s — e — 7 en las primeras tres ecuaciones y simplificando obtenemos el
sistema reducido

d
_S:A(l—s)—we—wi—(a—ﬁ)i&
dt

d

d_j:ﬁis—Be—l—az'e,

i

d—i:oe—Ci—i—Ozi?,

donde A :==b+w, B:=b+ 0, C := b+ v+ «a son constantes positivas. Con una simple
evaluacion del campo vectorial sobre los planos s = 0, e = 0, i = 0, se puede verificar que el
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campo vectorial se dirige hacia primer octante convirtiéndolo en un conjunto invariante, por
lo que el sistema esta bien definido. En consecuencia, el estudio de la dinamica del sistema
puede reducirse al conjunto D := {(s,e,i) € R3, [s >0, >0,i >0, s+e+1i < 1}.

Vale la pena mencionar que en otros trabajos como [15] o [14] los autores también in-
troducen dindmica de poblaciéon en otros modelos SEIRS que difieren del nuestro ya que
consideran, respectivamente, factores de vacunacion y factores de incidencia 5i"s"™ donde m
y n son reales positivos, este ultimo término se puede interpretar como una ponderacion de
la interaccién de los suceptibles con los infectados. El estudio realizado en [14] muestra que
el solo estudio de los puntos de equilibrio ya es un problema complejo. Por lo tanto, en aras
de la simplicidad limitaremos nuestro estudio al caso @ = 0, es decir, estudiaremos el sistema

%:A(l—s)—we—wz’—ﬂis,
%:BiS—BG, (4)
%zae—C’i.

3. Puntos de equilibrio y estabilidad

En esta seccion proporcionaremos una descripcién completa de la geometria local asociada
a los puntos de equilibrio del sistema para lo cual debemos estudiar la estabilidad de los
mismos en términos de los parametros del sistema. Dado que el sistema depende de varios
parametros, esta tarea no resulta trivial, no obstante, veremos que el estudio es posible usando
la teoria de polinomios de Hurwitz y aritmética de series de potencias.

3.1. Los puntos de equilibrio del sistema

No es dificil verificar por simple sustitucién que el campo vectorial del sistema (4] tiene
al punto (1,0,0) como un punto de equilibrio; como e = i = 0 en este caso, este punto
serd llamado equilibrio libre de enfermedad y sera denotado como Xppp por sus siglas en
inglés. Por otra parte, una cuidadosa inspeccion del mismo campo vectorial nos permite
obtener otro punto de equilibrio llamado equilibrio endémico, denotado como Xpg, cuyas
coordenadas estan dadas por la expresion

po AC(1-57) oa(1-%)

Xppm =
BE Bo’' Cw+ wo + BC’ Cw + wo + BC
: : : Bo o
Si definimos el cociente Ry := 5O entonces podemos escribir
ac(1-4) oA(1-4)
= 1
Xep = =~ =

Ry Cw+wo + BC' Cw+wo + BC |’
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lo cual nos permite verificar de manera mas simple la existencia de una bifurcacién entre los
puntos Xgr y Xpre cuando Ry = 1. También podemos ver que cuando Ry < 1 el punto Xgg
no se encuentra en D. Por lo tanto, para nuestros fines solo consideraremos el caso cuando
Ry > 1.

Observaciones 1.

» De manera estricta, los puntos Xgr y Xprpe son puntos de equilibrio relativo, ya que
estos puntos evolucionan junto con la solucion exponencial de (@ en las variables ori-
ginales (S, E, I, R).

n Fl factor Ry se puede escribir como

Ho = (aib) (bf’y) (5)

el cual coincide con el numero reproductivo basico del modelo original cuando b es
reemplazado con p y o = 0; vea la referencia [16].

3.2. Anadlisis local de los puntos de equilibrio

~ Un cdlculo directo de la matriz de Jacobi del campo vectorial evaluada en el punto
Xprr nos muestra que se tiene la expresion

B -A —w —w-p
J(XprEe) = 0 —-B B
0 o —C

y el polinomio caracteristico es un polinomio de grado tres que puede ser escrito como

Pppe\) =X+ (A+ B+ C)\2 + (A(B+C) + BC — o) A+ A(BC — o)
=N+ (A+B+C)N + (AB+C)+ Bo(Ry" — 1)) A+ ABa(Ry ' — 1).

Como el polinomio depende de los parametros del sistema, serd conveniente definir los
coeficientes a; := A+ B+C, ay :== A(B+C)+ Bo(Ry' —1), a3 := ABo(R;"' —1). Aplicando
el criterio de Routh y Hurwitz tenemos que el punto de equilibrio Xpprp es asintéticamente
estable dado que a; > 0, a3 > 0 y el producto asa; = ABc(Ry* — 1) + A%(B + O) +
(B+C) (A(B+C) + Bo(Ry" — 1)) puede ser escrito como axa; = az + A*(B+C) + (B +
) (A(B +C) + Bo(Ry* — 1)) de donde se ve inmediatamente que asa; > a3 siempre y
cuando Ry < 1. En el caso cuando Ry = 1 el polinomio se simplifica y nos permite calcular
las raices del polinomio de manera exacta. Dichas raices son \y = 0, \y = —(B+C) y
)\3 = —A.

Cuando Ry > 1, tenemos que se cumplen las desigualdades a; > 0 y a3 < 0 y en con-
secuencia, por la regla de los signos de Descartes, existe al menos una raiz real positiva
independientemente del signo de ay. Para determinar las posibles raices negativas, conside-
remos el polinomio

PDFE(_)\) = —)\3 + CL1/\2 — CLQ)\ + as,
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donde podemos notar que hay dos cambios de signo, y nuevamente, por la regla de los signos,
existen dos raices negativas o ninguna. No obstante, si observamos que el eje s es un conjunto
invariante, entonces la dindmica restringida a este conjunto esta determinada por la ecuacion

f; = A(1—s), s(0) = so,
cuya solucién general es de la forma s(t) = 1 — (1 — sg)e~“. De esta observacién, podemos
concluir que A\; = —A es un eigenvalor negativo asociado al vector propio v; = (1,0,0)”. Por
lo tanto, de la regla de los signos obtenemos que tenemos dos raices negativas

En la siguiente seccion usaremos la informacion geométrica discutida hasta ahora, por lo
que conviene resumirla en la siguiente proposicién. La prueba es una aplicacion directa de
algebra elemental y lineal por lo que los detalles se pueden consultar en el apéndice

Proposicién 2. El punto de equlibrio Xprp tiene asociados dos valores propios negativos y
un valor positivo para todos los valores de los parametros. El sistema de vectores y valores
propios estdan dados por las expresiones

)\1:—A, Ulz(lo
1 1 /\2+C )+ 0w+ B) !
)\2—5(—<B+C)+\/5>, U2—;( A—|—)\2 )\2"‘0,0' s
1 1w+ CO)+o(w+P) g
)\3—_2<B+C+\/B)7 U3—O_(_ A+)\3 ,)\3—‘—0,0_ )

con D := (B—C)*+480. Mds aiin, existe una variedad inestable de dimensién uno contenida
en D y una variedad estable de dimension 2 contenida en D¢ para Ry > 1.

Ahora, para el punto Xpg la matriz de Jacobi evaluada en ese punto se convierte en

CA(L Rty _W_Rﬁ
_ 0
J(Xgp) = Ro—1 _ s )
A( Q ) B RO
0 o -C

con ) = (Cw + wo + BC)/BC. A través de una manipulacién algebraica es posible escribir
el polinomio caracteristico como sigue

Ppp(\) = A + {A<1+R°_1>+B+C} )\2+A[B+C+<RO_1>(B+C+w)1)\

Q
Ry —1
Q

+AC’w( >(1+B) = N+ A\ + ag) + as,

el cual nos permitiré establecer el siguiente teorema.

Teorema 3. Siw < 1 y Ry > 1 entonces Pgr(\) es un polinomio de Hurwitz. En conse-
cuencia, las partes reales de sus raices son negativas y hay al menos una raiz real negativa.
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Demostracion. La existencia de al menos una raiz negativa es una consecuencia directa de
la regla de los signos dado que todos los coeficientes de Pgr(\) son positivos y por lo tanto
Prg(—\) tiene tres cambios de signo.

Ahora procederemos a verificar que Ppp(\) es un polinomio de Hurwitz. Solo resta veri-
ficar la desigualdad ayas > az. Después de un cdlculo tedioso, pero necesario, cuyos detalles
se pueden consultar en el apéndice[l], obtenemos que la condicion ayay > az es equivalente a
verificar que la desigualdad

Ry—1 Ry—1
Q Q

Ry —1 Ry —1\? Ry —1 Ry —1
2 0 2 0 2 0 0
v (T e (Bt (Bt s ()
Ry — 1 Ry —1\°2 Ry — 1 Ry — 1
2 0 - 2 o - 2 (40— 4 2 0
+AC( . )+AO( - >+AC’( . )+Aw( . )
2
+ A% (ROQ_l) + ABw (ROQ_l) + ABC <R°Q_1)(1—w)>o,

se satisface. Pero recordando que las cantidades A, B y C' son positivas, Ry > 1 y (1—w) > 0,
entonces, se concluye que Pgg(X) es un polinomio de Hurwitz. [

AZB+AZB< >+ABQ+ABC+A20+AZC< >+ABC+A02

El teorema anterior no nos proporciona informacién acerca de la naturaleza compleja o
real de los valores propios. Sin embargo, en el siguiente resultado damos condiciones para
las cuales los valores propios son negativos y al mismo tiempo podemos dar expresiones
cuando Ry es suficientemente mayor que uno. Debemos mencionar que, aunque el célculo de
los valores propios se puede realizar facilmente con algin método numérico para un valor
dado de Ry, dicho enfoque suele ocultar, por asi decirlo, relaciones importantes entre los
coeficientes. Por si esto fuera poco, debemos mencionar que la construccién de las expresiones
del siguiente corolario son un buen calentamiento para el lector no experto manipulando series
de potencia lo cual seré necesario en la siguiente seccion. Nuevamente, para una mejor lectura
del documento, dejamos los detalles de la demostracién en el apéndice [3]

Corolario 4. Bajo las condiciones del teorema anterior, si Ry = 1+e¢ y A— B —C #
0, entonces los valores propios son megativos para € suficientemente pequeno. De manera

explicita, si
[e.e]
i N
)\i = E a,€
n=0

es un valor propio para 1 = 1,2,3, entonces los primeros coeficientes estan dados por las
exprestones

ay =0 ag=—A ay = —(B+C)
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1 Cw(l+ B)
T QB+0)

C —-A+ BC
2 _ -1
a; = —§ (1+w(—A—B—C’>)

o = % ((B + OB)((lA_—C; - 0)>

i (2Aag§2—1ai + AQ Y B + C 4 w)d} + 3aj(al)®* + (A+ B + C)(aﬁ)Q)
2 3(ab)? + 2ai(A+ B+ C) + A(B + C)
para 1 =1,2,3.
Observaciones 5.

= Vale la pena mencionar que la condicion sobre el nimero reproductivo bdsico Ry sea
cercano a uno estd relacionada con ciertas enfermedades como el caso de la influenza
estacional, vea por ejemplo las referencias [13] y [4)].

s La condicion A — B — C # 0 es equivalente a pedir que w # o + v + b la cual muestra
que el cambio del punto de equilibrio endémico de un nodo estable a un nodo espiral
estable no solo depende del valor de Ry sino también del valor del parametro w.

El corolario establece que es menos probable tener olas de infeccion para una enferme-
dad con Ry cercano a uno, lo cual esté acorde a un escenario real. Remitimos al lector nueva-
mente a las referencias [13] y [4] para méas detalles. Es posible proporcionar una medida cuali-
tativa acerca de la cantidad de raices negativas si consideramos el discriminante del polinomio
Prg()\) definido como D := Q*+ R?, donde Q = (3as —a?)/9y R = (9ayas —27a3 — 2a3) /54.
Por supuesto, los valores de los parametros para los cuales los valores propios cambian de
reales a imaginarios se determinan al resolver la ecuacion D = 0. Sin embargo, para nuestros
fines es maés ilustrativo proporcionar regiones en el espacio de parametros donde D cambia
de valores positivos (lo que nos da dos valores propios complejos) a negativos (valores propios
reales). En la figura (1| podemos observar dos vistas de la superficie D(Ry,w) considerando
valores fijos de los pardametros restantes. Observe que, en particular, conforme el valor del
periodo medio de inmunidad (determinado por w) cambia, para un valor fijo de Ry, el valor
de D tiende a ser positivo o negativo dependiendo de los valores de los parametros restantes,
sobre todo del valor del periodo medio de latencia o. Esto puede verse de manera mas facil
en la figura [2| donde se ofrecen perspectivas de la superficie D(Ry,w) en los planos (D,w) y
(D, Ry) respectivamente.

4. Implementacion del MP en el sistema SEIRS con
dinamica de poblacién
Comencemos por describir de manera general los aspectos mas importantes detras del

método de la parametrizacién para variedades invariantes asociadas a un punto de equili-
brio p de un campo vectorial F' : RN — RY. Si A, y A, son matrices de dimensiones n,
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Figura 1: Superficies de D para (w, Ry) € [0, 1] x [0,10]. Figura de la izquierda. Superficie
para 0 = 1/14, v = 1/14 y b = (16/100)/365. Figura de la derecha. Superficie para ¢ = 1/7,
v=1/14y b= (16/100)/365. La escala de tiempo para los parametros esté considerada en
dfas. Valores tomados de [16]

y ny, respectivamente, tales que Ay contienen los valores propios con parte real negativa
y A, contiene los valores propios con parte real positiva. Para el caso de la variedad local
inestable (respectivamente para variedades locales estables), buscamos una parametrizaciéon
P, : B,(0) C R™ — R" (respectivamente P, : B,(0) C R™ — RY), con B,(0) la bola de
radio r centrada en el origen de tal forma que P,(0) =py P, (B.(0)) = W.(p) (respectiva-
mente P (B,(0)) = W _.(p)). Ambas parametrizaciones se buscan como series de potencias
que se construyen de manera similar por lo que restringiremos la discusién para el caso de la
variedad inestable. En el caso de la variedad inestable, buscamos una expresion de la forma

P(6) =) P"(9), (6)

donde cada P"(f) es un polinomio homogéneo de grado n en 6 = (64, ..., 6,,,) variables para
el cual P°(9) = py PYO) = (01,....,0n,) - (&, ....,&" ) donde cada & es el vector propio
correspondiente a cada valor propio contenido en A, para i = 1,2,...,n,. En otras palabras,
los elementos P°(#) y P'(6) son conocidos a través de la linealizacién del campo vectorial.
Maés atn, el MP toma en cuenta la dindamica interna sobre la respectiva variedad la cual es
descrita por un campo vectorial

6=f(0), con f(0)=0, y f(O)=)_ f"®),

donde f™(#) es un polinomio homogéneo en n, variables. Dependiendo del problema bajo
estudio, se puede escoger de manera distinta la dindmica interna del campo f(6). Cuando no
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Figura 2: Paneles a) y b). Perspectivas en los planos (D,w) y (D, Ry) parac = 1/14, v =1/14
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v =1/14y b= (16/100)/365.
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hay resonancias entre los valores propios, la parametrizacion estilo forma normal es apropiada
ya que nos permite desacoplar las llamadas variedades rapidas y lentas y la dindmica interna
es determinada solamente por el campo vectorial lineal f(0) = A0 de donde podemos obtener
completamente la dinamica para las variables locales 6. La dinamica de los términos de
orden superior en la expresion @ se obtienen resolviendo una ecuacion funcional llamada la
ecuacion de invarianza

donde DP,(0) es la derivada de P,. Ya que P,(f) estd en forma de serie de potencias, la
ecuacion nos permitira realizar la clasica estrategia de igualar coeficientes y obtener
formulas iterativas que pueden ser manipuladas y resueltas pero cuya complejidad depende
del campo vectorial F'.

Como ya mencionamos anteriormente, nos centraremos en la exploracion de la variedad
inestable de dimensién uno asociada al punto Xppg. Es decir, consideraremos una serie de
potencias de la forma

P(e) = Z PRH”, ) eR and P (pn7pn7pn) ’ (8>

donde Py = Xprg, PP = vy. Como solo tenemos una variable 6 entonces la derivacion
del lado izquierdo de la ecuacion es derivacion ordinaria y en consecuencia se obtiene
la expresion A\of > > nP,0"" !, donde no es dificil ver que es equivalente a Y - n\oP,0".
Las cantidades A, and vy estan descritas en la proposicion . Cabe mencionar que se ha
hecho este cambio debido a que luego se deberd igualar coeficientes. La composicién f (P(#))
puede ser manipulada de manera similar como en la prueba del corolario considerando
los productos ([15). De esta manera, podemos igualar coeficientes con la misma potencia y
agrupar los términos con indice n

o+ Bpi+A w w+ Bl Pl —B> li o k;pk
—Bpt nha+ B —fp po =1 B8XiC X Po—kPk (9)
0 —0 niy + C p3

o, de manera equivalente

(Df(PO) - n)\2]3)pn = 5571 1( —1 O)T

donde I3 es la matriz identidad de dimension 3 y s, := Zk P pp paran > 2.

Observe que se ha construido un sistema lineal que puede ser resuelto para todo n > 2,
ya que, recordando nuevamente la proposicion , nAy no es un valor propio del sistema.
Dada la naturaleza del campo vectorial y que Py = (1,0,0)7, es posible resolver el sistema
lineal de manera explicita y asi obtener expresiones cerradas para los coeficientes de la serie
en términos de todos los pardametros del sistema. De esta forma, se puede verificar que la
solucién de @ estd dada por la expresion

n2A24+nia (B+C'+w)+BC+Cw+Jw

2 T (A+nAg) n2)\§+n)\2 B+C)+R; )

I niz+
P | = Bsna n2A2+nX2(B+C)+R; ! (10)
v, o

n2X3+no(B+C)+Ry "
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y

v,

v

n
0
1
2
3
4
5
6

1.00000000 x 10+
—9.39054422 x 1079
8.98921822 x 1070
—8.34152826 x 10T
7.60881343 x 10702
—6.86563117 x 10793
6.14919383 x 107

0.00000000 x 10190
2.49524982 x 10701
—2.57476531 x 107
2.55484854 x 10101
—2.47514403 x 10192
2.35842932 x 10193
—2.21954600 x 10104

0.00000000 x 107
2.36461574 x 10~
—2.33146787 x 1070
2.21493921 x 10T
—2.05821110 x 10192
1.88421269 x 10193
—1.70630969 x 10704

Tabla 1: Coeficientes utilizando el vector propio normalizado vy/||vs]|.

Desde luego, uno de los beneficios principales de obtener expresiones cerradas para los
coeficientes es que se puede analizar los decaimientos de los coeficientes en términos de los
parametros del sistema. Por ejemplo, no es dificil realizar las siguientes observaciones

Observaciones 6.

s Entre mayor sea el valor del pardametro 3, mayor sera la magnitud de los coeficientes
de la serie.

» FEl decaimiento mds rdpido de los coeficientes sucede para la componente p2 que co-
rresponde a los infectados. Inclusive este decaimiento acelera para valores pequenos de
0.

s Conforme el valor de Ry se incrementa, la distancia entre los puntos de equilibrio se
mcrementa iy el efecto de Ry tiende a tener menos impacto en el decaimiento de los
coeficientes.

» El decaimiento de las coordenadas pl y p? es similar.

El decaimiento de los coeficientes puede notarse de mejor manera si realizamos unas
pruebas numéricas. Una primera eleccion obvia para p; es considerar el vector normalizado
v2/||v2]| mencionado en la proposicién (2)); los términos de orden superior se pueden ver en
la tabla para Ry = 1.1. Podemos observar que los coeficientes no decrecen, sino por el
contrario, éstos aumentan conforme n aumenta.

No obstante, una de las ventajas operativas que tiene el MP es que podemos utilizar
cualquier vector en el espacio propio, es decir, podemos cambiar la escala del vector propio
sin que esto modifique el método. Por ejemplo, si dividimos cada coeficiente de v, por un
factor de 30 y repetimos los calculos, obtenemos los coeficientes de la tabla donde se
pueden observar los coeficientes hasta orden 20 los cuales esta vez decaen. Debemos mencionar
que hemos detenido los célculos a este orden debido a que los valores de los coeficientes se
aproximan al valor épsilon de maquina en aritmética de doble precisién y no porque aumenten
la complejidad de los calculos conforme el orden avanza. En otras palabras, el grado de los
polinomios solo esta limitado por la aritmética de punto flotante que se utilice. En la referencia
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® Endemic Equilibrium ® Endemic Equilibrium

Ro=1.1 — Runge-Kutta order 8 Ro=1.2 — Runge-Kutta order 8
w=0.0333 —— Parameterization order 20 w=0.0333 —— Parameterization order 20
6€1[0,2.7] 6€[0,5.4]

6 .96
1.00 0.00 1.00 0.00

Figura 3: Variedad inestable de dimensién uno (en rojo) calculada con el MP de orden 20 y
con valores de los pardmetros: o = 1/14, v = 1/14 y b = (16/100)/365.

[1] el lector puede encontrar calculos para las variedades del sistema de Lorenz donde se utiliza
aritmética extendida y en consecuencia los 6rdenes utilizados rondan el valor 50.

En la figura |3| podemos ver el comportamiento geométrico de las variedades calculadas
para valores Ry = 1.1 y Ry = 1.2 donde solo hay valores propios reales para el equilibrio
endémico como fue predicho en el corolario . En la figura [4| se pueden visualizar las
parametrizaciones para valores mayores de Ry y con el mismo factor de escala para el vector
propio. Es interesante notar que, debido a que la parametrizacion es de alto orden, ésta puede
describir buena parte (que precisaremos mas adelante) de las trayectorias heteroclinicas, las
cuales se completaron con integracion numérica. Si recordamos que los puntos de equilibrio
tienden a alejarse conforme aumentamos el valor de R, entonces las respectivas trayectorias
heteroclinicas son mas extensas, no obstante, la parametrizacién parece no ser afectada por
este hecho. Inclusive, se puede observar que el decaimiento de los coeficientes se acelera
conforme Ry crece.

En este punto es importante precisar lo que significa que la parametrizacion cubra buena
parte de las trayectorias heteroclinicas. Recuerde que la parametrizacién se busca en forma
de series de potencia lo que implica que tiene un radio de convergencia para su variable 6,
dicho radio de convergencia determina el denominado dominio fundamental donde la pa-
rametrizaciéon aproxima una variedad con una tolerancia dada. Si bien es cierto que dicho
radio de convergencia puede ser estimado analizando los coeficientes de las series, preferimos
ofrecer una medida cualitativa del dominio fundamental considerando los valores méaximos
de 6 donde la variedad comienza a separarse de la trayectoria heteroclinica aproximada
numéricamente. De hecho, para variedades de dimensiones mayores esta estrategia de medir
la maxima separacion entre la parametrizacion y las trayectorias integradas numéricamente
con un método de alto orden proporciona una medida del dominio fundamental. El lector
interesado puede consultar el libro [I] para una discusién més detallada. Cabe mencionar
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pi 2 vy

n
0
1
2
3
4
5
6
7
8

Ne)

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

1.00000000 x 1019 (0.00000000 x 107%°  0.00000000 x 1010
—3.13018141 x 10792 8.31749941 x 1079  7.88205247 x 1079
0.98802024 x 1079 —2.86085034 x 1072 —2.59051985 x 1093
—3.08945491 x 1079 9.46240200 x 10~%  8.20347856 x 10794
9.39359683 x 10794 —3.05573337 x 107% —2.54100136 x 10~
—2.82536262 x 107%  9.70547043 x 1079 7.75396170 x 10~%
8.43510813 x 1079 —3.04464472 x 10~% —2.34061687 x 1079
—2.50477662 x 10~%  9.45907835 x 107  7.00726609 x 10~%
7.40763686 x 1079  —2.91581208 x 1079 —2.08420555 x 109
—2.18377904 x 1079 8.93000372 x 1077  6.16665065 x 1097
6.42137312 x 10797 —2.71996238 x 10797 —1.81667412 x 10797
—1.88423530 x 10797  8.24578491 x 1079  5.33248978 x 10~
5.51922713 x 10798  —2.48958734 x 10~ %% —1.56044166 x 1098
—1.61424871 x 10798 7.48972618 x 107  4.55428189 x 109
4.71519876 x 1079  —2.24608389 x 10~ —1.32617603 x 10~
—1.37574241 x 1079  6.71670045 x 10719  3.85405315 x 1010
4.00994548 x 10719 —2.00346240 x 10710 —1.11808394 x 10~10
—1.16775149 x 10710 596222439 x 10~ 3.23861518 x 10~ 1
3.39790706 x 10~  —1.77063516 x 10~  —9.36800400 x 1012
—0.87993201 x 10712 5.24835262 x 10712 2.70645756 x 1012
2.87081497 x 10712 —1.55295724 x 10712 —7.81045888 x 1013

Tabla 2: Coeficientes utilizando un vector propio escalado.
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® Endemic Equilibrium ® Endemic Equilibrium

Ro=6 — Runge-Kutta order 8 Ro=15 — Runge-Kutta order 8
w=0.0027 —— Parameterization order 20 w=0.0027 —— Parameterization order 20
6€1[0,40] 6€10,50]

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

0.30
0.25
0.20
0.15

0.10

0.05
0.00

Figura 4: Variedad inestable de dimensién uno (en rojo) calculada con el PM de orden 20 y
con valores de los pardmetros: o = 1/14, v = 1/14, and b = (16,/100)/365.

que en [I8] se realizaron implementaciones detalladas del MP en los modelos SIR clasicos
que son m4s sencillos pero, no menos importantes. En la figura [5] mostramos algunas separa-
ciones entre las parametrizaciones y trayectorias numéricas lo cual proporciona una medida
cualitativa del radio de convergencia de las series.

5. Conclusiones y perspectivas

Hemos extendido un modelo SEIRS al introducir dindmica de poblaciéon para considerar
escenarios donde los nacimientos y muertes no estan en equilibrio. Se realizé6 un estudio
exhaustivo de la estabilidad de los puntos de equilibrio para todos los valores admisibles de
los parametros del sistema y se describi6 a detalle la geometria local de dichos puntos. Con este
analisis demostramos de manera rigurosa que el punto de equilibrio Xppg es inestable para
todos los valores de los parametros que satisfagan Ry > 1; ademas usando el resultado que
afirma que el espacio inestable del punto X ppg esta contenido en la region de interés D més el
resultado que establece que el punto Xgp es asintéticamente estable para éstos valores de Ry,
tenemos garantizada la existencia de dérbitas heterdclinicas que hemos explorado de manera
local implementando el MP obteniendo expresiones explicitas para las series de potencias que
las describen.

Los estimados cuantitativos y cualitativos acerca de la estabilidad del punto de equilibrio
Xpgp proveen regiones para el espacio de pardmetros para los cuales aparecen las llamadas
olas de infeccion de una enfermedad, como las que estamos experimentando actualmente
con la propagacién de COVID 19. La obtenciéon de expresiones explicitas para las érbitas
heteroclinicas locales podrian ser usadas para el estimado de los parametros del sistema
al considerar datos observados para una enfermedad y técnicas clasicas de estimacion de
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® Endemic Equilibrium

® Endemic Equilibrium
Ro=1.5 _ Runge-KutFa o.rder 8 Ro=2.5 _ Runge-KutFa olrder 8
w=0.0027 —— Parameterization order 20 w=0.0027 —— Parameterization order 20
e€lo, 6€lo,

® Endemic Equilibrium

® Endemic Equilibrium
Ro=1.5 —_— Runge-KutFa order 8 Ro=2.5 — Runge-KutFa olrder 8
w=0.0027 —— Parameterization order 20 w=0.0027 —— Parameterization order 20
XS] 6€[0,30]
0.200
0.175

0.2

0.3
04 4 0.075 €
06 07 0.050
s 0.8 0.025

09, ,0.000

1.0 0.00

Figura 5: Variedades inestables de dimensién uno (en rojo) calculada con el MP de orden 20
con valores de los pardmetros: 0 = 1/7, v =1/14 y b = (16/100)/365.
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parametros como minimos cuadrados o maxima verosimilitud. Creemos que esta motivacion
practica junto con la importancia que tienen las variedades invariantes para separar las
regiones en el espacio fase hacen que implementar el MP en sistemas epidemioldgicos con
dindmica méas complicada sea un siguiente paso que vale la pena dar.
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1. Detalles algebraicos de la prueba del teorema

En la prueba del teorema necesitamos verificar la condicion ajas > as, o equivalente-
mente, necesitamos verificar la desigualdad

A[B+C+<ROQ_1)(B+O—I—W)} {A<1+ROQ_1>+B+O} >

Ro_l) (1+ B),

(11)

ACw (

Si, por el contrario, suponemos que la desigualdad no se cumple, entonces, expandiendo
el lado izquierdo de , nos lleva a considerar la desigualdad

Ry —1
Q

1+ A2B (Mf + AB2 (RO —1
\—

)+ABQ+ABC+A2C+A2(J( )+AB(J+AC2

Ry—1
cape (%o=1)

Q Q

() ()
+A%C <R° — 1) + A%C (RO — 1) + ABC (R 5
(a)

1) + AC?
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si ponemos todos los términos de en el lado izquierdo obtenemos

Ry—1 Ry—1

Q
Ry —1 Ry — 1\ Ry —1 Ry —1

2 0 2 0 2 0 0
e (B e (T ) g (B ) g ()
Ry —1 Ry —1\? Ry —1 Ry —1

2 0 2 0 2 0 2 0
+AO( a >+A(J( 3 )+AC< a )+Aw( 9 )

—1\? —1 —1 1
~|—A2w<ROQ )+ABW(ROQ >+ABC<ROQ )—ABCW(ROQ >§0.

A2B+AQB< )+ABQ+ABC+AQC’+AQC’( )+ABC+AC2

Asociando términos de manera conveniente, obtenemos la desigualdad

Ry—1 Ry—1

Q

Ry —1 Ry —1\2 Ry — 1 Ry — 1
2 0 2 0 2 0 0
e () e (B 1) s ape (Bt s apc (Tor)

Ry —1 Ry —1\? Ry —1 Ry —1
2 0 2 0 2 0 2 0
+AC( a >+A(J( g )+AC< a )+Aw( 9 )

2
+ A% (RO - 1) + ABw (RO - 1) + ABC (RO _ 1) (1-w) <0,

A2B+AQB< )+ABQ+ABC+AQC’+AQC’( )+ABC+AC2

Q Q Q

Como todos los parametros son no negativos tenemos que A, B and C son cantidades
positivas; y también Ry > 1y (1 —w) > 0 por hipédtesis, lo que nos lleva a una contradiccién.
Por lo tanto, ayas > as se debe cumplir.

2. Prueba de la proposicion

Recordemos que \; = —A es un valor propio, entonces, por medio de una divisién de
polinomios obtenemos la factorizacién

Pore(\) = (A + A) (A2 + (B + C)A + Bo(Ry* — 1)),

y usando la relacién BC — Bo = Bo(R,* — 1) obtenemos que la raices restantes son

A2=%<—(B+C’)+\/5) Agz—%<B+O+\/ﬁ).

Desde luego, A3 < 0 lo que lleva a que Ay sea positiva por la regla de los signos de
Descartes. Los vectores propios asociados con Ay se obtienen al resolver el sistema

(J(lv 07 O) - )‘213) X = 07
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donde x = (z1, 72, 23)7 y 0 = (0,0,0)”. Un célculo directo nos muestra que, en particular,
debemos resolver el subsistema

—(B 4+ X2)xs + Bas =0, (12)

oxy — (C'+ Ag)xs =0
cuyo determinante es cero y en consecuencia tiene infinitas soluciones dadas por las expre-
siones

1
rg=a, z3=—(C+N)a, aeclR
o

La componente z; se obtiene al resolver la ecuacién — (A 4+ Xg) 1 — wre — (w + B)ag = 0.
Como A > 0 y considerando a > 0, tenemos que la segunda y tercera componentes de
vy son positivas y en consecuencia el vector apunta hacia la regiéon D. Por otro lado, una
manipulacién andloga muestra que para el vector propio A3 obtenemos un subsistema similar
a . En consecuencia, trabajando con la segunda ecuacién de tenemos que si A\3+C > 0
entonces C' — B > /D lo que conduce a la desigualdad (C' — B)? > D la que su vez implica
que 0 > 480, lo que es una contradiccion. Por lo tanto, A3 + C' < 0 y asi la componente x3
de v3 apunta hacia el eje e negativo. Recordando que v; = (1,0,0)7 nos lleva a concluir que
el subespacio generado por v; y vz estd contenido en D¢.

3. Prueba de corolario

Definamos el polinomio Pgg(A, €) como una forma perturbativa de Pgg(\) dada por la
expresion

€.

PEE()‘76):/\3+(A+B+O+36> /\2+A(B+C+—(B+C+w)€>/\+ACW(1+B)

Q
(13)

Es facil verificar que las raices para e = 0 son
AN=0, X=-A and N =-(B+C0C).

Como A2 y A3 son negativos, por el teorema de la funcién implicita sera suficiente mostrar
que dichas raices no son puntos criticos del polinomio. Un célculo directo muestra que las
derivadas evaluadas en cada raiz son de la forma

que son diferentes de cero por hipétesis. El siguiente paso es calcular los primeros coeficientes
de las series para cada \;. Para esto, debemos considerar expresiones de la forma

i = ia%e”, 2= ib%e", A= icﬁle”, (14)
n=0 n=0 n=0
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con ¢ = 1,2, 3. La parte crucial, desde el punto de vista operativo, es calcular los coeficientes
b, y ¢, de manera efectiva a todo orden. Para esto, consideramos el producto de Cauchy para
series infinitas. En consecuencia,

n n

i i i i i i

by = g a, pQp, Choi= g ar b, (15)
k=0 k=0

donde los primeros coeficientes son: b = (af)?, ¢ = (ah)?3, b, = 2ata} y ¢ = ai (b + 2(af)?).
Sustituyendo las expresiones en e igualando potencias obtenemos para n = 1

. . . A . .
¢+ (A+ B+ Oy + @l A(B+C) = =5 (b + (B+C +wlap + Cw(l+ B).  (16)

Sustituyendo los primeros términos de en esta igualdad nos permite obtener una expre-
sién general para a}

; A ( (ap)* + (B+C+w)ay + Cw(l+ B)
ol )

T \B@)2r2ai(A+ B+ C)+ AB + C)

de donde se puede obtener facilmente las expresiones que menciona el corolario para cada a’.
Ahora, paran > 2

3 <c; +(A+ B+ O+ bf;_lé +al A(B+C) + A5 +QC - w)afH) € =0. (17)
n=1

Poniendo los términos con indice n a la izquierda, y lo términos con indice n — 1 a la derecha,
obtenemos la siguiente expresion

240 ahal + AQY(B + C +w)al + p—1al (b +abal) + (A+ B+ C) S0  dl_dl,
" 3(af)? +2ai(A+ B+ C)+ AB+C)

la cual puede ser simplificada para n = 2 y obtener

oo 2A4aiQ07al + AQH (B + C +w)al + 3ai(a})? + (A + B + C)(a})?
2 3(ad)? + 2aj(A+ B+ C) + A(B + C) '

De estas expresiones tenemos que a y a; son negativos. Por lo tanto, \; es negativo para
e suficientemente pequeno.
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