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Resumen

El objetivo principal de este articulo es describir la estabilidad de sistemas lineales posi-
tivos mediante politopos invariantes en el espacio de estados, de forma que a cada sistema
estable le corresponde una familia de politopos invariantes. Ademds, para el caso del plano,
presentamos una manera de estabilizar sistemas lineales positivos mediante el diseno de con-
troles lineales.

Palabras Clave: Sistemas Positivos, Politopo Convexo, Invarianza Positiva.
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Recibido: 10 de marzo de 2023
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1. Introduccidon

Los sistemas positivos se caracterizan por la invariancia del ortante positivo R’} en el
espacio de estados, y se usan para representar dinamicas en: economia, modelos comparti-
mentales, poblaciones, mezclas de sustancias quimicas, ver los trabajos [6, 10, 13 [14] 18, 19].
El objetivo principal de este trabajo es abordar la estabilizacién asintdtica global (GAS) de
sistemas positivos a través de la invariancia de conjuntos politépicos P, con 0 € int P, defi-
nido como curvas de nivel de funciones lineales por partes V(x) = mdx{v{z, ...,v} 2}, donde
vl representa el vector transpuesto v;. A través de la invariancia de conjuntos convexos en el
espacio de estados, podemos describir el comportamiento de soluciones de sistemas lineales
positivos. Como V' no es diferenciable, para cada solucién x(¢) de un sistema lineal, es posible
demostrar que la funcién compuesta V (x(t)) es decreciente para concluir que el origen z = 0
es asintéticamente estable, segtin el Teorema 2.7.20 en [4] y el Teorema 6.2 en [I].

La investigacién de propiedades y soluciones para sistemas positivos es motivado por la
capacidad de representacion y prediccién que estos sistemas tienen en varias y distintas apli-
caciones. En [8, [15], se presentan las condiciones para la existencia de un politopo invariante
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y la estabilidad del sistema lineal positivo bajo perturbaciones especificas. En [2] se trabajé
la estabilizacién de sistemas lineales invariantes en el tiempo con criterios algebraicos. En
cambio, en este articulo consideramos una funciéon de Lyapunov lineal por partes, de modo
que obtenemos la invariancia positiva de los conjuntos de tipo simplex S contenidos en el
ortante positivo, que involucra a la estabilidad asintética de las soluciones del sistema po-
sitivo. Adicionalmente, dichos resultados disenan controles estabilizadores que preservan la
positividad del sistema.

Las propiedades de las matrices de Metzler describen las caracteristicas de las soluciones
de sistemas lineales positivos auténomos. Considere el sistema lineal

T = Az, (1)

donde z € R} y A € R™" es una matriz Metzler, es decir, una matriz cuyas entradas fuera
de la diagonal son no negativas. En [I1] se prueba que el caso lineal es un sistema positivo si
y s6lo si la matriz A es Metzler. Es conocido que el punto de equilibrio x = 0 es globalmente
asintoticamente estable bajo si y sélo si la matriz A es Hurwitz, esto es que todos sus
valores propios tienen parte real negativa (o(A) C int C~). También, las propiedades de las
matrices Metzler permiten describir el comportamiento de las soluciones del sistema , en
particular mediante el teorema de Perron—Frobenius y la Proposicién 1 de [19]. Mediante una
Proposicién para sistemas lineales, establecemos condiciones suficientes para la invariancia
de una familia de politopos (n-octaedros y n-simplex) bajo el sistema lineal positivo . De
acuerdo con la Proposicién 1 de [19], se prueba que A es también una matriz Hurwitz si
y solo si existe L € R™ tal que L > 0y LTA < 0, ver por ejemplo [3, 5, 19]. Dada una
matriz Metzler y Hurwitz A en , sea L, la familia de vectores positivos que satisface la
desigualdad LgA < 0. Ademss, a cada matriz A € R™*" Metzler y Hurwitz le corresponde
un cono convexo abierto C4 C intR’}, cuya amplitud estd relacionada con la robustez del
sistema lineal positivo definido por la matriz A.

Determinaremos dos tipos de politopos para describir la estabilidad, definimos los poli-
topos P y S; el politopo P C R"™, que es un n-octaedro (también conocido como politopo
cruzado) con centro en el origen y 2n vértices. En cambio, el politopo S es un n-simplex con
el origen en uno de sus n + 1 vértices, tal que S = P NR’}. Ambos politopos se definen con
un vector positivo L, = —¢" A~ € Cy4 C int R}, donde ¢ € R™ es positivo y si A es matriz
Metzler y Hurwitz, entonces la matriz —A~! es una matriz no-negativa, esto est4 demostrado
en el Teorema 6.5.3, pagina 206 en [16]. Para este caso de sistemas lineales positivos, inclui-
mos una demostracion de la invariancia de una familia de politopos S explicitamente dados,
segun la Proposicion 2.1 de [7].

Como se dijo anteriormente, con el fin de mostrar la robustez del sistema lineal con
matriz A Metzler y Hurwitz, definimos un cono abierto n-dimensional C'4, de manera que
cada elemento L € C4 genera politopos invariantes bajo el sistema lineal , de forma que
es posible establecer un vinculo entre las propiedades estables de tales politopos inavariantes
y las propiedades del intervalo de matrices Metzler estables definidas en [5].
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2. Preliminares y la formulacién del problema

2.1. Notacién

Se dice que una matriz A es positiva si todas sus entradas a;; son positivas.
Para las matrices A = [a;;] y B = [b;j], con A # B, usamos la siguiente notacion

A > B significa que a;; > b;;, para toda 1, j.

A > B significa que a;; > b;;, para toda i, j.

» AT es la transpuesta de la matriz A.

» A~! es la inversa de la matriz A.

= R, es el conjunto de niimeros reales no negativos.

» R? es llamado el ortante positivo de R”, dado por {z € R" : x > 0}.

» Para un vector x € R", |z| € R™ representa un vector con componentes |z;]|.

» 27y denota el producto interior de los vectores z, y € R".

2.2. Politopos

En la literatura se manejan basicamente dos maneras de representar politopos, una es
llamada H-representacion, que consiste en una interseccién acotada de un numero finito de
semiespacios (desigualdades lineales) ver [20]. Otra manera de definir un politopo es mediante
el envolvente convexo de un conjunto finito de puntos, conocida como la V-representacion
mediante vértices. Con el objetivo de estudiar la estabilidad del sistema lineal positivo, con-
sideramos también las siguientes representaciones del octaedro n-dimensional (ver [22]), con
el vector L = (ly,1y,...,1,)" que resulta de la Proposicién 1, caso(1.3) de [19]. Es conoci-
da la equivalencia de tales representaciones, demostrada en [20]. En particular, el octaedro
n-dimensional o hiperoctaedro P con 2n vértices y 2" caras, podemos representarlo de las
siguientes formas

P ={x e R"| Lz < p}, (2)

donde £ € R*™" con k = 2" y p = (1,1,...,1)T € R*, los renglones de la matriz £
representan los gradientes L; de los hiperplanos que definen las caras del hiperoctaedro. Otra
representacion es de la forma de un envolvente convexo de los 2n vértices que se obtienen al

. , . 1 1
permutar el signo en los vectores de la base candnica il—el, il—eg, e il—en con [; > 0,
1 2 n
para toda i = 1,...,n, lo escribimos como
1 1 1
P =conv { +—e;,+—e€y,...,+—e, ¢ CR", (3)
Iy Iy I,

JO,ON 3
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con la base canénica {ej, eg,...,e,}.
En [22] se muestra la siguiente representacion para el hiperoctaedro

P={zeR |Zir11axk{sz}_ 1} con k =27,

donde L; es el gradiente de i-ésima cara del politopo.
También consideramos una forma equivalente a la H-representacion

P={zeR"|L"|z] <1}, (4)
donde L = (I1,...,1,)" es el gradiente la cara principal, es decir, de la cara en el ortante
positivo R? y |z| = (Ja1|, |2al, . . ., [z.])T.

Igualmente, la equivalencia de estas tltimas representaciones se muestra en [20]. En este
trabajo no hacemos distincién, de manera que pasaremos de una representacion a otra segiin
convenga.

Consideremos el siguiente par de definiciones (ver definiciones 2 y 5 en [I7]):

Definicién 1. Una funcion politépica es una funcion positiva definida la cual es definida de
la forma
V(z) = méx {v!z}, (5)

i=1,...,

donde los vectores vy, Vg, ..., v € R™ son diferentes de cero.

Definicién 2. Una curva de nivel de una funcion positiva definida V : R™ — R es definida
por numeros reales co > c1 > 0 como

V_l[cl,cﬂ ={zeR" : ¢ <V(z) <c}.

Entonces, para cada politopo convexo P C R", con 0 € int P, existen vectores {vy, vo, ..., v;} €
R™, tal que, mediante la funcion politépica , podemos representar P como

P:={zeR" : V(x) <1}, (6)

donde V : R — R, es una funcién convexa y positivamente homogénea, es decir, V (rz) =
rV (z) para cualquier nimero real r > 0, para la representacién —@ de un politopo ver el
Teorema 1.1 en [22] y p. 174 en [20]; en particular, P de la definicién (6)) viene dado por la
curva de nivel {x € R" : V(z) = 1}. Supondremos que el conjunto P C R" es compacto y
convexo con 0 € intP.

De acuerdo a los resultados de invariancia que se presentan en [12], para el caso de los
politopos,

P ={zx e R"|Gx <b},

donde G € R™*"™ b € R™. Consideramos la presentacién del siguiente Lema que describe
como se puede justificar la invariancia en términos de los vértices del politopo.
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Lema 3. El politopo P es un conjunto invariante para el sistema continuo sty solo si se
cumple la siguiente desigualdad

GiAv; <0, fori=1,2,....m, j=1,...,1;

donde G; es el i-ésimo renglon de G y v; son los vértices del politopo P, para j =1,2,...,1;,
donde l; es la i-ésima cara del politopo.

Demostracién. Segin la demostracion del Lema 3.5 en [12], para tener la nueva equivalencia
basta con considerar que cualquier punto x € OP (tal que, G;x = b;) se puede escribir como
una suma convexa de vértices {vi,vq, ..., v, } de la i-ésima cara que corresponde, de modo
que
T = MU+ AU + - + Nvy,,  where 0 <\ <1, with Z)‘i =1,
J
por lo tanto
GIA[E == Z )\jGZ‘AUj S O,

J

ya que G;Av; <0 para j =1,2,...,1l; y para toda i =1,...,m. O
Observacién 4. Segun el Lema@ si el politopo P = conv{vy, va, ..., v} es invariante bajo el
sistema lineal , entonces el politopo cP = conv{cvy, cvs, ..., cv.}, para cualquier cualquier

escalar ¢ > 0, también es invariante bajo el sistema .

Ejemplo 5. Dado el sistema lineal inestable a lazo abierto

.jfl . 2 1 T + 1 u

9 ) \ =1 0 T 0
donde el polinomio caracteristico de la matriz es (A — 1)2. Con el control lineal u = kyx1+koxo
y considerando el vector renglon k = (k1, ks), obtenemos el sistema de realimentacion

(21 1 24k 14k
A+bk:_(_1 0)+(0)(k1k2)_< A )

Usando los vectores
_ _ (-1 _( 3 _( 1
wy = 3 Wy = 1 ) w3 = _% y Wy = -1 )

la funcién no negativa V(z) = max;—;,_p{wlz} es equivalente a

W00 =

(1
V (1, 22) = max {§|x1 + x|, | — x2|} ,

consideremos el cuadrildtero

P = {(ZEhJIQ) S R2 | V(Il,l’g) < 1},

JO,ON 5
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de manera similar

pamfin (1) (3)on () - (2)}

Con el fin de obtener la invariancia de P bajo el sistema de realimentacion, es suficiente que

Gi(A+bk)v; < 0paraj=1,2
Gy (A+bk)v; < 0 paraj=2,3
Gs(A+bk)v; < 0 paraj=3,4 (7)
Gy (A+bk)v; < 0paraj=4,1
donde
G, 1 1
G | -1 1
C=lea |7 21 21 |
Gy 1 -1
por simetria del politopo P, es suficiente que
Gy (A+bk)v; < 0paraj=1,2
Gy (A+bk)v; < 0 paraj=2,3
entonces, con los valores kg = —2 — %kl y kv < —2 las cuatro desigualdades anteriores se

satisfacen. El cuadrildtero P es invariante bajo el sistema lineal , con

2+k —1-3k

A+bk:< i ;

1
) con det(A+bk) = —(1+§k1) >0 ytr(A+bk) =k +2<0.

Las desigualdades (7) implican que la funcién V(x(t)) es decreciente bajo la soluciones x(t)
del sistema de realimentacion.

3. Resultados principales

Para abordar el problema de estabilizaciéon de un sistema lineal positivo, consideramos
una funcién de Lyapunov con peso L’ dada por

Vig) =3 il = LT Ja], ®

tal que V() es decreciente, para concluir que el origen x = 0 es un equilibrio globalmente
asintoticamente estable para el sistema lineal positivo.

Considerando el politopo como el conjunto convexo y cerrado dado por , para probar
la estabilidad con la funcién V(z) dada por (8), haremos uso del siguiente Teorema donde
identificamos X como R" y a M con el equilibrio = = 0.

JO,ON 6
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Teorema 6. (Ver Teorema 2.7.20 in [4])
Un conjunto compacto M C X es asintoticamente globalmente estable si y solo si existe una
funcién uniformemente continua y no acotada V(z) definida en X tal que

i) Ve)=0size M yV(z)>0siz ¢ M.
i1) V(x(t,zo)) < V(zo) para xog ¢ M yt > 0.

En (1.3) de la Proposicién 1 de [19], para la familia de matrices Metzler A, se demuestra
que la equivalencia entre ser A matriz Hurwitz y la existencia de un vector positivo L > 0
tal que LT A < 0. En el siguiente Lema mostramos la familia de vectores positivos L > 0.

Lema 7. Sea A una matriz Metzler y Hurwitz, tal que el vector LT := —qT A, para cualquier
vector positivo q, entonces LT A < 0.

Demostracién. Segin el Teorema 3 de la seccion 6.5 de [16], la matriz — A~ es no-negativa
st y solo si A es la matriz Hurwitz, tal que

L"A=—¢"A'A=—¢" <.
O

Teorema 8. St A es una matriz Metzler y Hurwitz, entonces el politopo convexo P dado por
es invartante con respecto al sistema lineal .

Demostracién. Primero se prueba que la funcion V(z(t)) = LT |z(t)| es decreciente. Sea
xr € R", tal que la vecindad N, para x no contenga puntos en los ejes, de modo que las
entradas x; del vector x no cambian de signo. Sea LT := —q" A™L, para q cualquier vector
positivo, tal que al derivar la funcion

V(z) = L"|z|
= sz + lasawo + -+ - + [,8,7p,
donde s; = sign(x;), i =1,...,n, con la funcién signo
g Yoodey; | -1 osioxp<0
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obtenemos
T —a A1n T
Vo= (l4s1,...,1nsn) = (1181, -+, lnSn)
j:n Qn1 —0Qnn T,
= I (—l1a1181 -+ l2a2182 + -+ lnanlsn) + -
_’_xn (llalnsl + l2a2n32 +---+ ln—lan—lnsn—l - lnannsn)

S2

] (-
o (

S.
como — < 1, entonces

Sj
|z, Zl aw

i#£]

1

l

t ) (

1#£1

de aqui tenemos que

(—liagis; + > Liaijs:)

i#]

donde A; es the j—ésima columna

1%

donde

.

Ahora, consideremos el caso xg €
lineal (l/ Sean p1, pa € R”\E tal

l1a11 + lzagls— +

S1 52
nQin— + l2a2n_ + -
Sn S

11041 -+ Zl (lll—

Sn
._|_lnan1_) + ...
51

Sn—1
+ln 10p—1n— _l ann)
Sn

n

) e (_

< |%|Zlam para j=1,2,....n,
i#£]
= |z;j| (=lay; —i—Zl azj
i#£]
< gl (=lag; + Zli%‘) = |z, LT A,
i#£]j

de la matriz A. Por lo tanto

(ly81, .., lnsp) Az
LT A|z|
—q" AT A ||

—¢" x| <0 VzeR"E,

} |

E, con la solucién correspondiente ¢(t,xy) del sistema
que el segmento lineal p1py que intersecta al conjunto E

reR" | ﬁxi:O

=1

en g, se sabe que el conjunto epipy es un segmento lineal para cadat > 0, asi que V(pl) <0

y tV(py) <0, por lo que la funcion
t > 0. Concluimos que V(x(t)) es d

V(z(t)) es decreciente en xy : V(gp(t,xo)) < V(o) para
ecreciente en R"™. De acuerdo al Teorema 2.7.20 de [}, el

politopo convexo P es invariante con respecto al sistema lineal © = Ax, por lo que el origen

x = 0 es asintdticamente estable.

O

JO,ON
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Resumiendo, para cada matriz Metzler y Hurwitz A existe una correspondiente familia
de politopos P que son invariantes con respecto al sistema lineal .

Ejemplo 9. Este ejemplo estd tomado de [§]. Dada la matriz A Metzler y Hurwitz y el vector
positivo L:

-3 1 2
A= 1 =6 1 | yL" = (5¢ 4 10g; + 20,10q; + 13¢5 + 12, 51 + 17¢2 + 13),
1 4 —4

cada par de valores (q1,qz) definen un politopo P invariante con respecto al sistema lineal
T = Ax.
3.1. El cono de una matriz Metzler
Dada una matriz A € R™*" Metzler y Hurwitz, definimos el cono convezo C4 C R’} como
Cy:= {LERi:LTA<O},

por los Teoremas para matrices Metzler y Hurwitz dados en [I5], tenemos que C'4 no es un
conjunto vacio bajo las condiciones dadas en dichos Teoremas. Mediante el Lema [7] represen-
tamos a cualquier elemento del cono C'4 con el vector L.

Lema 10. El cono C4 contiene n vectores linealmente independentes.

Demostracién. Por (1.3) de la Proposicion 1 de [19], existe un vectorl = (Iy,la, ..., 1,) > 0,
tal que [A < 0.

Mostraremos que los vectores Cy, Cy, ..., C,, € Cy, definidos como C; = [ +eel, cone > 0
y {ei}r_, como la base candnica de R™, son linealmente independientes.
Es suficiente demostrar que
) e "
det : = det 1 ’ .3
Cn ll ln + e
= "+l +l+-+ 1) > 0.
OJ

El siguiente Teorema establece una relacién entre los conos de un intervalo de matrices
Metzler. Segin la definicién 12.2 de intervalo de matrices, de la pagina 529 de [5], denotado
por [A, B] tal que B — A > 0, considere el siguiente intervalo de matrices:

A = {A = [ay] € R™™ 1 a;; < aj; < a;;, para toda i,j} ,

donde azg son entradas de AT.
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Teorema 11. Si A € A, entonces Cy+ C Cy C Cy-.

Demostracién. Para el caso A < AT demostraremos que si L € Cy+, entonces L € C4.
Sea B > 0 la matriz tal que
A+B=A",

y sea LT € Cy+ C R%, entonces
LT(A+B)=LTA+ LB <0.

Como LB > 0, se sigue que LT A < 0. Esto es LT € Cy4. Concluimos que Cn+ C Cy. El
caso A~ < A es similar, por lo tanto

Cyar C Oy CCy-.
O

El resultado muestra que si la robustez paramétrica (con respecto a las variaciones de
las entradas de la matriz) de la estabilidad del sistema & = ATz es grande, la robustez del
sistema & = Az también es grande.

Considere el sistema

T = Ax + bu, (9)

donde x € R%, b € R, con 4 > 0. Sea A € R™" matriz Metzler y Hurwitz, tenemos un

equilibrio positivo  dado por:
T=—A"bu>0.
Para un punto z € R”, definimos el conjunto de (adicion de Minkowski) como
T+ P:={r+uz|x€ P} (10)

La siguiente Proposicién es una consecuencia inmediata del Teorema

Proposicion 12. Si A es una matriz Metzler y Hurwitz, entonces el politopo convexo T + P
dado por @ es invariante con respecto al sistema (@

Demostracion. Sea y(t) = z(t) — z, entonces el sistema (9) y y = Ay son equivalentes. Por
lo tanto, el Teoremal[d implica que x(t) € T + P para toda t > 0. O

Ejemplo 13. Consideremos el sistema (@ con

()05 ) ()0 )e my

con u > 0 constante, tal que esto genera el equilibrio positivo :

)

JO,OF 10
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T=—-A1bu= <
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Para cualquier escalar m > 0, consideremos el vector positivo q© = (m, 1), para definir el
vector L'':
L"=—¢"A"=(2m+2% 2m+1), (12)

asi que considerando también la funcion no negativa

4 3 3 4
LT |z| = (§m+ ;) 1| + (?m+ ;) |2l ,

definimos los cuadrildteros invariantes
P,={rcR*: L' |z| <c¢, ¢>0}.

De acuerdo con la Proposicién[13, tenemos que el politopo T+ P, es positivamente invariante
bajo el sistema .

Observaciéon 14. Si establecemos el valor uw > 0, con k > m, entonces P, C P,,, de modo
que lim,, o P,, = {0} .

En particular, para el valor u = 2, con m > %, tenemos que T + P, C R, ver la figura

M

Ejemplo 15. Consideremos un sistema lineal que pueda representar los subsistemas para la
concentracion de insulina plasmdtica descritos en [18, (21,

i = Az + bii, (13)

donde las variables de estado x = (x1, 9, X3, T4, T5, Tg, T7) TEpresentan la concentracion de
insulina en los principales drganos del cuerpo humano (cerebro, corazén, pulmones, higado,
estomago, rinones y piel). El sistema de control propuesto en [15] considera el valor u =
23.349 y el vector no negativo b = (0,0,0,0,0,1.418,0), con el equilibrio correspondiente
T =—A"1bu;

21379 21379 21379 12789 16439 4019 14483
1000 > 1000~ 1000 > 1000 ~ 1000~ 125" 1000 ) °

Sea g7 = (q1, G2, 3, q4, G5, @6, G7) cualquier vector positivo, para definir el vector LT = —qT A™1,
el cual nos permite definir la funcion no negativa

LT |z = qu|oy| + qo |wo| + -+ - + g7 |21]
y definimos el politopo convexo
H={zeR":L"|z| <1},
con una traslacion obtenemos el politovo T + H, el cual podemos representar también como
T+H={recR : L'z -7 <1}

Podemos ver que si ¢; > 1,1 =1,2,...,7, entonces sucede que T + H C Rl.
De acuerdo con la Proposicion [13, tenemos que el politopo T + H es positivamente inva-
riante con respecto al sistema .

JO,OF 11
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X,

! i I ! X

Figura 1: Para (3m + 2) |21 — 2| + (2m + 2) |22 — 2| = 1, el rombo en linea dorada es para
m = % y el rombo mas pequeno y el mas grande son para m = 3 y m = 0 respectivamente.

Proposicion 16. Si A es una matriz Metzler y Hurwitz, entonces el politopo convexo S es
wmwvariante con respecto al sistema lineal .

Demostracién. Podemos ver esta Proposicion como un corolario de la Proposicion[8, para
el caso |x| =z, ya que V : R? — R,. O

Una forma de probar la invariancia del n-Simplex S = PNR’} es mediante la Proposicién
2.1 de [7] para el sistema lineal , para cualquier matriz A € R™", también para esto se
puede consultar el Teorema 1.1 en [22] y p. 174 en [20].

Proposicién 17. (Ver la Proposicion 2.1 en [7]) Cualquier politopo convexo no vacio P C R"
es un conjunto positivamente invariante del sistema st y solo si existe una matriz Metzler
N € R™", tal que:

I
o

(14)
(15)

QA—-NQ
Nw

IA
o

donde
P ={z € R"Qz < w}.

JO,OF 12
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La siguiente proposicion se refiere a la invariancia de la familia de n-Simplex S.

Proposiciéon 18. Si A es una matriz Metzler y Hurwitz y L € R™, L > 0 un vector que
satisface LT A < 0, entonces el politopo convexo S es invariante con respecto al sistema lineal
, donde S estd definido por n + 1 desigualdades lineales (una H-representacion de un
politopo)

S={zreR}:Qr<w}

Demostracién. Consideremos la matriz Metzler M € RUHDx0+D - qada por

o A On><1
M= ( ~LTA 0 )

y representemos el politopo S como
S={zeR"| Qr <w},

con

—eT g 0
Q —6;15 LT 0
LT 1

donde e; € R™ es el 1-ésimo vector canonico. Entonces

0 0
Mw = ( —LTA 0 ) ol | ol
1 0
esto satisface de la Proposicion . Ademds
—A -1 —A
QA= o= ( _fry o) = ,
LTA LT LTA
entonces
QA—MQ =0
y esto satisface de la Proposicion . 0
En nuestro caso particular, asumimos que A € R™*™ es una matriz Metzler y Hurwitz, y
definimos el vector positivo LT := —¢" A~! € R", para cualquier vector ¢ > 0, ademds

S={reR}:Qr<w},
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con matriz Q € R"Dx" v vector @ dado por

I, —_ |
Q_(LT> y w= 0 9
1

y la invariancia de S con respecto a (1) con A matriz Metzler estd demostrada por la matriz

M € R(+D)x(+1) dada por
o A On><1
M= ( —q 0 ) ’

donde M es parametrizada por el vector positivo q.
De acuerdo con la Proposicién 1 de [19], podemos observar la siguiente generalizacion.

Observacion 19. Si el sistema lineal es positivo, sea D la matriz tal que det DA # 0.
Sea ademds el vector LT = —q"(DA)™!, con cualquier vector q > 0. Entonces, considerando
el sistema lineal

= DAz,

tenemos la equivalencia
LT <0 & DA es Hurwitz

FEsta doble implicacion es inmediata por el Teorema 2.7.20 en [§)], por la invariancia del
politopo P y por el Teorema 3 de la seccion 6.5 de [10].

Para una aplicacion de la Observacién anterior véase [9].

Ejemplo 20. Lo siguiente es un ejemplo para la Observacion[19

4 3 3 2 6 1
(5 A) e (B5) = e (S,

ast que el vector LT = —q"(DA)™' <0, con cualquier vector ¢ > 0, y ya que —(DA)™! =
( _1 B = 3—15 (13 é >, entonces para el sistema @ = DAx+bu, conb = (by, by)T

Oyu>0 tenemos el equiltbrio x:

. u [ 6by+D
—(DA)! u 1+ 02
(DA)~bu 35(bl+ﬁb2 ,

asi que, st bu > 0, entonces T > 0.
De acuerdo con el Lema@ dada una matriz Metzler y Hurwitz A € R™*", consideramos

LT = g7 A
donde el vector positivo q es arbitrario, y definimos la familia de politopos

U:={zeR}: L'z, < L'z < L"%,},

JO,OF 14
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donde T1 < T < X, tal que la frontera OU de U es formada por los n + 2 segmentos de
hiperplano de dimension n — 1; luego los n segmentos pertenecen a la frontera OR y dos
segmentos de hiperplanos r1 y ro pueden ser representados por

ri={zeR:L"(x—z;)=0}, i=1,2
Proposicion 21. FEl politopo U es invariante con respecto al sistema lineal (@
Demostracion. Debido a que es un sistema positivo, es suficiente demostrar que

L% >0 para x €

LT% < 0 para x € rs.
donde

LT = L"(Az + bu) = —¢" A" (Az + bu) = —¢"v + ¢"2 = —¢" (z — 7).
Con cualquier vector positivo q tal que q* (x—z) = 0, se cumplen las siguientes desigualdades
¢ (x—21)>0>q" (z — 7o),

tal que para x € ry, tenemos
Yy para T € ry tenemos

OJ

Por ejemplo, consideremos el sistema con , tal que genera el equilibrio positivo
T =—-A"bu = (u, '&)T, entonces para constantes @ = 1,2,3, los equilibrios 7; = (1,1)7,
Ty = (2,2)7, 73 = (3,3)T son generados.
Para cualquier escalar m > 0, considere el vector positivo ¢ = (m, 1), para definir el
vector LT:
LT = A" = (im+ ),

~lw

3
=m +

I

tal que podemos definir el cuadrilatero

4 3 3 4
U:z{xERi:erlSa:l <§m+?>+x2 (?m—i—?) < 3m+ 3}.

Concluimos que para el valor u = 2 y cualquier valor m > 0, el cuadrilatero U es invariante
con respecto al sistema lineal .
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3.2. Diseno de una funcién de retroalimentacion lineal para la es-
tabilizacion de un sistema lineal positivo

Consideremos un sistema lineal positivo con entrada escalar positiva u, dado por
T = Az + bu, (16)

de modo que, nos acercamos al siguiente problema de diseno:
Dado un sistema lineal positivo del tipo inestable a lazo abierto, proponemos encon-
trar los vectores LT > 0 y K para que tengamos la desigualdad

LT (A4 bK)x <0 para toda z € R?\{0}. (17)

Para cualquier vector positivo ¢ > 0, definimos el vector LT = —¢? A~!, y establecemos
el objetivo de disenar el vector K para que satisfaga (17)).

Ejemplo 22. Considérese (16) definido por

() ()
as —ay 0

con constantes positivas a;, i = 1,2,3,4. Vemos que la matriz A es una matriz Metzler pero
no una matriz Hurwitz. Ahora, considerando |A| = —(aya4 + aza3) < 0 y encontrando un
vector renglon K = (ky1, ko), tal que la matriz

a; + k; a2+1€2)

as —ay

A—i—bK—(

es Metzler y satisface la desigualdad (17). Con

1 a a
A—l - 4 2 )
Al < ag —ap )’

tal que
-1 . 10 _L Qy (05} 1
rea = (0 7) g —al)(o)“fhf@>
% (’A‘ a4k1) ‘1|a4k2
‘A‘agk}l % (|A| — (13]6’2)
Y
4 A| —(14161) a4k2
L"(A+bK) = —¢"(I+A'EK) = —(qu, il o
( + ) q ( + ) (ql QQ> ( |A|(l3]€1 %(|A| _a3k2)

1 1
= (\A[ (askiq2 — |Alq1 + askr1q1), W(%sz — |Alg2 + &4k2Q1)) ;

con ki = —2a; y ke =0,

LT(A+bK) = (|—z|(a3(—2a1)(11—!A|Q1+a4(—2a1)6h) ’L( |AW2))

1
= (—m (|Alq1 + 2a1a3q2 + 2a1a4q1) —Q2> <0.

JO,OF 16
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4. Conclusiones

Hemos presentado resultados que permiten describir la geometria de la estabilidad para
una familia de sistemas lineales positivos. Se describe también la estabilidad de sistemas po-
sitivos bajo la invariancia de una familia de n-octaedros y n-Simplex. Tal familia de politopos
se define como conjunto de nivel de funciones lineales por partes. Para el caso general, el Le-
ma 3| establece condiciones necesarias y suficientes sobre los vértices para tener la invariancia
de un politopo, de manera que puedan servir para disenar un estabilizador lineal, damos un
ejemplo en el plano para mostrar el estabilizador disenado.

Para el caso de sistemas lineales positivos, donde la matriz A es Metzler y Hurwitz, se
define un cono convexo C4, cuyos elementos vectores L configuran hiperoctaedros P que son
positivamente invariantes con respecto al sistema lineal . Con el Teorema |11| mostramos
el vinculo entre el tamano del cono Cy y la robustez del sistema lineal . También para
sistemas positivos, mediante la Proposicion 16| mostramos la invariancia de una familia de
conjuntos n-Simplex S, delimitada por los ejes y el hiperplano definido por los vectores
L € Cy. Damos ejemplos en el plano para mostrar los politopos invariantes y la estabilizacién
de un sistema.

Para los sistemas no lineales auténomos & = f(z), con campo vectorial f(z) de clase C?,
hay resultados parciales sobre condiciones suficientes para la existencia, unicidad y estabilidad
de los equilibrios positivos. En general, los resultados recientes consideran casos especiales

de f(x).
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Resumen

En esta trabajo se hace una exposicion del Método de Soluciones Fundamentales (MFS,
por sus siglas en inglés), el cual es un método numérico utilizado para resolver ecuaciones
diferenciales parciales elipticas con condiciones en la frontera. La exposicion se concentra
en el caso particular del operador de Laplace, se presentan ademadas ejemplos de prueba para
tal operador con condiciones en la frontera del tipo Dirichlet sobre dominios circulares con
variantes en cuanto a la configuracion, como lo son la eleccion de diferentes fronteras virtuales
y la variacion en la distribucion tanto de los puntos de colocacion como de las ubicaciones de
las fuentes puntuales. Se obtuvieron datos con el propdsito de observar el impacto que cada
configuracion tuvo en la exactitud y en la estabilidad numérica del método.

Palabras Clave: Condicién Dirichlet, condiciones en la frontera, estabilidad numérica del
método, exactitud, Método de Soluciones Fundamentales, MFS, operador de Laplace,
operador eliptico.
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Introduccion

“El método de soluciones fundamentales (MFS por sus siglas en inglés) es una
técnica para la solucién numérica de ciertos problemas elipticos con valores en la
frontera que pertenece a la clase de métodos conocida generalmente como métodos
de frontera.”

[Fairweather & Karageorghis, 1998| p. 69].

Entre los antecedentes del MFS se pueden mencionar los llamados métodos de Trefftz,
en los cuales, dado una ecuacion diferencial parcial eliptica con condiciones en la frontera,
la solucién se aproxima a través de combinaciones lineales de soluciones particulares de la
ecuacion dada, todo lo anterior suponiendo que dichas combinaciones lineales son densas en
el espacio de soluciones. Esta manera de abordar los problemas elipticos fue presentada por
Erich Trefftz en el ano 1926. Posteriormente Mergelyan demostré en 1952 que funciones ho-
lomorfas en dominios acotados simplemente conexos en C pueden ser aproximadas mediante
polinomios, mientras que si los dominios son multiplemente conexos (i. e. conexos pero no
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simplemente conexos) entonces las funciones se pueden aproximar usando funciones raciona-
les. El trabajo de Mergelyan fue la culminacién de los avances realizados por Runge, Walsh,
Lavrent’ev y Keldysh en el tema de aproximaciones polinémicas y racionales desde finales
del siglo XIX. El Método de Soluciones Fundamentales representa una continuacién de toda
la labor mencionada, ya que las soluciones particulares de la ecuacién diferencial parcial ba-
jo consideracién son las soluciones fundamentales, denotadas por ¢(z,s), con x,s € R™ del
correspondiente operador diferencial [Smyrlis, 2009].

Definicién 1. Si £ denota un operador diferencial parcial en 2 C R™ y tenemos la ecuacion
Lu =0 en €2, decimos que una solucion fundamental de dicha ecuacién diferencial es una
funcién ¢(z, s) [esta notacién se usard de aqui en adelante] tal que:

L.+, 8) = 0s, s e R"” (1)

donde L,¢ indica que la funcién ¢ se deriva con respecto a x y &5 es la medida de Dirac con
masa unitaria en s.

Notese que la funcion ¢ esta definida en todas partes, excepto cuando x = s, donde es
singular. Por lo tanto se dice que s es la singularidad de la solucién fundamental.

En particular, si £ es eliptico con coeficientes constantes, entonces ¢(-, s) es real-analitica
en R"\ {s} y satisface que L,¢(z,s) = 0 para todo x en R"™\ {s} (para la justificacién de
estos hechos, véase [Rudin, 1973 pp. 201 - 204]). Felix Browder demostré en 1962 que las
soluciones fundamentales de operadores elipticos con singularidades en un conjunto abierto
arbitrario U fuera de un dominio conexo €, son densas, en el sentido de la norma uniforme,
en el espacio X = {u € C™(Q) : Lu = 0 en Q}C(Q). Posteriormente Weinstock amplié los
resultados de Browder a dominios acotados que satisfacen una condicion de regularidad mas
débil, a saber, la condicién de segmento. Por lo mencionado acerca de la naturaleza de los
operadores elipticos y que, a diferencia de otras clases de operadores, ha permitido avances
importantes en el andlisis teérico de sus soluciones fundamentales, se explica que el MF'S esté
tan enfocado en la resolucién de problemas del tipo eliptico.

En el Método de Soluciones Fundamentales, las singularidades de las soluciones funda-
mentales son ubicadas fuera del dominio €2, debido a lo cual debe recalcarse lo siguiente: la
combinacién lineal de soluciones fundamentales que se usa en el MF'S es solucién
exacta de la ecuacién diferencial en consideraciéon, en el dominio (); cuando se
habla de una solucién aproximada se esta haciendo referencia al problema con
condiciones en la frontera, es decir, a la ecuacion acompanada de las condiciones
de frontera estipuladas. Cabe mencionar que las soluciones fundamentales fueron introdu-
cidas por Laurent Schwartz, mientras que los autores Malgrange y Ehrenpreis demostraron la
existencia de dicho tipo de soluciones para operadores diferenciales parciales con coeficientes
constantes [Smyrlis, 2009]. E1 MFS fue introducido por Kupradze y Aleksidze en 1963 e ini-
cialmente se conocié como Método de series generalizadas de Fourier. En esta versién inicial
del método, para la soluciéon de problemas de Laplace, como el siguiente

Au =0 en )
u=f sobre 0f)

JO,OF 21
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con condiciones tipo Dirichlet en un dominio acotado 2 C R", n = 2,3, sin agujeros, las
singularidades eran colocadas sobre una frontera virtual, es decir, una frontera prescrita 0
de un dominio €', satisfaciendo que Q2 C €. La funcién ¢(z,y) = e;(z — y), donde

log|z| L
— sin=2
eil(xr) = ~n 2
(@) { S i sin>2 @)

(2—n)wn—1’

es una solucién fundamental del operador Laplaciano (més precisamente de —A\, el cual es
un operador eliptico de acuerdo a la definicién), donde w,_1 es el drea de la superficie de la
esfera unitaria S"! en R" y |-| es la norma euclidiana en R".

Las primeras innovaciones técnicas realizadas al MFS fueron llevadas a cabo por Mathon
y Johnston en 1977. En el tratamiento que realizaron dichos autores los coeficientes de la
combinacion lineal que sirve como aproximacién a la solucion se elegian de manera tal que se
minimizara la distancia (L?) de la solucién aproximada a los datos de frontera. La ubicacién de
las singularidades no era preestablecida, sino que también se determinaba a través del proceso
de minimizacion, esto implicaba que se tuviera que resolver un problema de optimizacion no
lineal.

En las décadas mas recientes se han formulado varias maneras de implementar el MF'S,
pero hay dos que son las de uso mas extendido:

= En la primera version las singularidades se ubican en una superficie fija. Esto da origen
a la necesidad de resolver un sistema lineal. Fsta es la version que se utiliza en el
presente trabajo.

= En la versién alternativa la ubicacion de las singularidades se determina como parte de
la solucién del problema discreto. Esto conduce a un proceso de optimizacion no lineal.
[Smyrlis, 2009].

“Los primeros usos del método fueron para la solucién de varios problemas de
potencial lineal en dos y tres variables espaciales. Desde entonces ha sido aplicado
a una variedad de problemas mas complicados tales como problemas de potencial
plano involucrando condiciones en la frontera no lineales tipo radiacién, problemas
de frontera libre, problemas biarmoénicos, problemas elastostaticos y problemas
de dispersién de ondas.” [Fairweather & Karageorghis, 1998| p. 71].

El Método de Soluciones Fundamentales se ha convertido, por su relativa facilidad de
implementacién, en una opcién viable ante otros métodos clasicos, como lo son: el método de
diferencias finitas (FDM), el método de elemento finito (FEM), el método de volumen finito
(FVM) y el método de elemento de frontera (BEM). Todos estos métodos son conocidos
como métodos ‘dependientes de malla’, mientras que el MFS pertenece a los métodos ‘libres
de malla’. [Tsai et al., 2006].
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Planteamiento

En la formulaciéon del MFS que se usa en la presente investigacion, los coeficientes, c¢;,
de la combinacién lineal de soluciones fundamentales, que representa la aproximacién a la
solucién del problema dado, se obtienen por medio de la colocacion de los datos de frontera.
En el caso de un problema con condiciéon Dirichlet, lo anterior se realiza al elegir M puntos
{s;}}L, sobre 9’ (la frontera virtual), en los cuales se ubican las llamadas fuentes puntuales
(singularidades); y N puntos {z3}1_,, los puntos de colocacidn, sobre la frontera real 99, y
se requiere que la solucién aproximada wuy, y satisfaga:

M:

cid(zk, s5) = f(zr), k=1,...,.N (3)

Up,N xk,
j=1

donde los ¢ = {¢;}}L;, son los coeficientes por determinar y f(x)) es la condicién de
frontera evaluada en el punto zy. La igualdad (3] . determina un sistema lineal no homogéneo
M x N. Si se cumple que M = N, el sistema tiene soluciéon tnica si la matriz del sistema no es
singular. En esta investigacion el MFS se implementard usando el mismo niimero de fuentes
puntuales, s;, que de puntos de colocacién xy, por consecuencia la matriz del sistema serd
siempre una matriz cuadrada, y por ello en lo subsecuente se denotara con uy a la solucion
aproximada.

Es importante mencionar que, teéricamente, el hecho de ubicar las fuentes puntuales ‘mas
lejos’ del dominio, €2, nos da como resultado un peor condicionamiento, es decir, la estabi-
lidad del problema se ve disminuida; sin embargo la exactitud de la solucién aproximada se
incrementa. La cuestion relacionada con el condicionamiento tiene importancia significativa,
ya que si se quiere sacrificar estabilidad con el objetivo de aumentar la exactitud, entonces
se deben tomar en cuenta otros factores tales como la precision de la computadora en la cual
realicemos los calculos.

“Bogomolny (1985) mejord los fundamentos tedricos del MFS cuando se con-
sideran ubicaciones a priori de las fuentes puntuales. Como resultado, el MFS
se vuelve mas facil y mas eficiente en implementaciones practicas. Sin embargo,
el mal condicionamiento y la ubicacién de las fuentes puntuales son cuestiones
probleméticas desde el punto de vista numérico.” [Tsai et al., 2006, p. 103].

Sin embargo,para el orden del error, se cuenta con resultados para ciertas configuraciones
[Fairweather & Karageorghis, 1998|, pdg. 5], por ejemplo: para los dominios circulares de radio
r, con frontera virtual igualmente circular, de radio R, en los que tanto las singularidades
como los puntos de colocacién sean distribuidos uniformemente, se sabe que:

suppea [u(P) = un(P)| = O ((5)") (4)
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Planteamiento del problema eliptico

Se considera ahora el problema eliptico:

Lu =0, en {2 (5)
Bu = f, sobre 0f)

donde L es un operador diferencial parcial eliptico, u es la variable dependiente por ser
determinada, €2 es un subconjunto abierto acotado en R™, B es el operador diferencial asociado
con la funcion f de la condicién de frontera y 02 denota la frontera del dominio 2. La forma
del operador B que especifica la condicion de frontera se expresa a través de:

a(z) + u(z), x € 0§; (condicién tipo Dirichlet),
: x € 0¥y (condicién tipo Neumann), (6)
a(z) + b(z)u(z) + c(z) §4(x), x € 093 (condicién tipo Robin),

donde a, b y ¢ son funciones prescritas, y 092 = 9Q;(J0Q| JO23. El objetivo del Método de
Soluciones Fundamentales es aproximar la solucion a a través de una funciéon que tiene
la forma:

N
uy(x;c) = chgb(x, 55)
j=1
es decir, una funcién que es combinacién lineal de soluciones fundamentales ¢(z,s;) de la
ecuacion diferencial dada, donde las s; son las ubicaciones de las singularidades de dichas
funciones.

El presente trabajo de investigacion se basa fundamentalmente en el analisis tedrico pre-
sentado por Yiorgos Smyrlis [Smyrlis, 2009], ya que en su propuesta se estudia la aproxima-
cién a través de soluciones fundamentales usando normas mas adecuadas, como lo son las
normas de los espacios C*(Q). Tales normas corresponden a las formulaciones clésicas de los
problemas elipticos con valores en la frontera. Otra ventaja es que los dominios incluidos en
las justificaciones pueden poseer agujeros.

Metodologia

Antes de exponer los pasos que se seguiran en la implementacion del MF'S, cabe mencionar
que Bogomolny (1985) propuso ubicar a las fuentes puntuales, i. e. las singularidades de las
soluciones fundamentales, uniformemente distribuidas sobre la frontera de un circulo que
abarque al dominio computacional €. Por otro lado Heise (1976) propone ubicarlas sobre
una frontera virtual, denotada por 0, que sea equidistante de la frontera real, 0f). El
autor Tsai (véase [Tsai et al., 2006]) sugiere seguir el método de Heise, que generalmente
proporciona mejores resultados en dominios con formas bésicas; de manera que, siguiendo
tal recomendacién, el procedimiento para ubicar a las fuentes puntuales que se siguié en
los primeros experimentos numéricos en esta investigacion es el siguiente: considerando el
dominio computacional en cuestion, €2, y siendo 02 su frontera, entonces:
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1. Los puntos de colocacién se distribuyen uniformemente sobre 0S2.

1. Se localiza el centro geométrico, x., del dominio Q (el centro geométrico también es
conocido como centroide).

1. Las fuentes puntuales se ubican de acuerdo a la ecuacién siguiente
s =z + NMxg — z.) (7)

donde s; y x5 son las coordenadas de las ubicaciones de las fuentes puntuales y de
los puntos de colocacién, respectivamente; A es un parametro escalar que determina la
‘cercania’ de las fuentes puntuales, s;, a la frontera real, 0f2.

La figura (1] muestra de manera esquemadtica el resultado de aplicar el procedimiento
anterior a cierto dominio (en este caso un dominio rectangular):

Frontera real

#  Centroide del dominio
®  Punto de colocacién
O Fuente puntual

Figura 1: Esquema del procedimiento de ubicacion de las fuentes puntuales

Sin embargo, uno de los propdsitos de este trabajo es explorar distintas variantes en
cuanto a las configuraciones de las fronteras virtuales, de manera que cuando se usé una
frontera virtual de distinta forma a la de la frontera real, se uso el procedimiento siguiente:

I. Los puntos de colocacion se distribuyen uniformemente sobre 0f).
1. Se localiza el centro geométrico, ., del dominio €.

1. Las fuentes puntuales no se obtienen a través de una transformacién homotética sino
de una transformacion proyectiva de los puntos de colocacién, con z. como foco de la
proyeccion y con A > 1; de manera que la ecuacion @ sigue siendo valida para cada
una de las fuentes puntuales consideradas de manera individual.
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Una vez que fueron realizados los experimentos con distribucion uniforme de los puntos
de colocacién, se procedié al uso de distribuciones no uniformes. La distribucién en estos
casos se baso en el concepto de "nodos de Chebyshev”. El lector puede encontrar una breve
explicacion al respecto en la siguiente seccion. El procedimiento que se siguio fue el siguiente:

I.

II.

Los puntos de colocacién se distribuyen uniformemente sobre 92 (o en funcién del
experimento, la distribucién uniforme se realiza sobre la frontera virtual).

Las fuentes puntuales se distribuyen de forma no uniforme, basados en el concepto de
nodos de Chebyshev (o dependiendo del experimento, se usa la distribucién no uniforme
de los puntos de colocacién). Cabe destacar que en este caso la ecuacién @ deja de ser
vélida (4. e. un punto de colocacién especifico no se encuentra sobre el mismo radio-
vector que su correspondiente fuente puntual).

Una vez explicada la metodologia seguida para ubicar a las fuentes puntuales, ahora
se contintia con la exposicién de los pasos por seguir en la implementacion del Método de
Soluciones Fundamentales. A grandes rasgos la implementacién numérica del MFS consiste

en:

Si la ecuacién diferencial correspondiente a nuestro problema es Lu = 0 en 2, determi-
nar una funcién, ¢(z, s), tal que L,¢(+,s) = ds, con s € R™ (i. e. determinar la solucién
fundamental para la ecuacién dada).

Seleccionar {x}_, de puntos sobre Q (frontera real). Estos son los puntos de colo-
cacion.

. De acuerdo a la configuracién especifica del experimento, determinar la ubicacion de

las fuentes puntuales {sj}év:l usando alguno de los procedimientos de los péarrafos in-
mediatos anteriores de esta misma seccion.

Se toma una de las s; y se obtiene ¢(z,s;); el resultado de dicha sustituciéon debe
ser acompanado por un coeficiente ¢; que queda por determinar. Se realiza el mismo
procedimiento para las demds s; y finalmente se obtiene w(x) := Zjvzl cjo(x, s;).

. Se toma uno de los x (ver el paso 2) y se sustituye en la condicién de frontera, se

obtiene después w(xy) y se establece una ecuacién entre los resultados correspondientes.
Se realiza el mismo procedimiento para las deméas xj. De esta manera, se obtiene el

sistema lineal .

Se soluciona el sistema lineal , obtenido en el paso 5. De esta manera quedan deter-

minados los coeficientes ¢; de la combinacion lineal del paso 4; dicha combinacién lineal
N

de soluciones fundamentales es la aproximacion, uy(z;c) = E cjo(x, s;), a la solucién
J=1
del problema que esta en cuestion.
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En el presente trabajo se analizara la exactitud del MF'S,; asi como su estabilidad numérica;
para ello se seleccionaran ejemplos de prueba, es decir, problemas con soluciones exactas
conocidas [dichas soluciones se denominaran soluciones de prueba], se aplicard el método, se
tomardn puntos en el dominio del problema [denominados de aqui en adelante como puntos
de prueba], se evaluard tanto la aproximacién como la solucién exacta en dichos puntos y se
determinara el error relativo y el niimero de condicion de la matriz del sistema. De esta
manera se pretende observar como varia la exactitud y la estabilidad numérica del método
con respecto a los siguientes factores: la distancia de la frontera virtual, 9€)’, al dominio del
problema (2), la cantidad de términos, N, usados en la aproximacion, la configuracién de
la frontera virtual usada y la manera en que se distribuyen los puntos de colocacion y las
fuentes puntuales.

Ejemplos de prueba y resultados

Operador Laplaciano

Denotemos por € un dominio plano (i. e. un conjunto abierto, conexo y no vacio en R?).
La ecuacién de Laplace se expresa de la forma siguiente:

AU = Uyy + 1y, = 0, (x,y) € Q. (8)

Una funcién u € C?*(Q2) que satisfaga (8) es llamada funcién armdnica en Q [Pinchover, 2005].

Para el operador Laplaciano la solucién aproximada al problema con valores en la fronte-
ra, expresada como combinacién lineal de soluciones fundamentales (ver [Tsai et al., 20006],
[Smyrlis, 2009]), es de la forma:

un (3 ) :iq {;—;m (%)} R>0, z€0 (9)

i=1

donde N es el nimero de puntos de colocacién usados (que en este trabajo coincide con
el nimero de fuentes puntuales); los ¢; son los coeficientes por determinar, y los s; son las
ubicaciones de las fuentes puntuales, determinadas a partir de las directivas expuestas en la
seccion de Metodologia.

Problemas con condicién en la frontera tipo Dirichlet

El problema de Laplace con condicién en la frontera tipo Dirichlet es de la forma:

{ AU = Uyy + Uy = 0, (x,y) € Q (10)
w(z,y) =g(z,y),  (2,y) € 0Q
Para la implementaciéon numérica se requiere tener los valores de la funciéon desconocida
u en N puntos diferentes ubicados en la frontera 0f).
En los ejemplos de prueba siguientes se usa el procedimiento expuesto en la Metodologia,
en la implementacion del MFS.
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Nodos de Chebyshev

Cuando se quiere aproximar una funcién, f(z), a través del uso de una interpolacién
polinomial, dentro de un intervalo [a, b], y se usan nodos uniformemente espaciados dentro de
dicho intervalo, se observa un fenémeno conocido como fenémeno de Runge. Este fenémeno
consiste en la presencia de grandes oscilaciones cerca de los extremos del intervalo. Si la
cantidad de nodos es aumentada, entonces las oscilaciones incrementan atiin mas su amplitud.
Este fenémeno es indeseado ya que significa una sensible disminucién de la exactitud de la
aproximacién en las regiones cercanas a los extremos del intervalo.

Al usar nodos de Chebyshev para construir un polinomio de interpolacion, el error debido
al fenémeno de Runge es mucho mas pequeno. Bajo la condicién de usar nodos de Chebyshev,
el error de hecho tendera a ser cero conforme aumenta el niimero de nodos usados. Los nodos
de Chebyshev, en el intervalo [—1, 1], son los valores de abscisas que se obtienen al aplicar
la siguiente férmula

2k +1
T = COS ((2#)%) , parak=0,1,...n—1
n

donde n es la cantidad de nodos deseados. [Mathews & Fink, 1999 pp. 232 - 240].
Si se quiere obtener los nodos de Chebyshev en el intervalo [a, b], lo que se hace es aplicar
una transformacion afin a las abscisas obtenidas mediante la férmula anterior, de manera que

b—a (2 + 1)) | atb
T T 9% om 2

Tk, , parak=0,1,...n—1

ésta es la formula que se usé en los ejemplos de prueba de este seccion, pero se usé para
determinar los valores del parametro ¢ que determinan la ubicacion de los puntos de coloca-
cion, de acuerdo a las ecuaciones paramétricas que generan las respectivas fronteras de los
dominios.

Dominio circular

OBSERVACIONES PRELIMINARES:

1. Los dominios utilizados en la presente investigacién son todos circulares; bibliografia,
resultados numéricos y tedricos para otro tipo de dominios pueden encontrarse en
[Smyrlis, 2009 pag. 1402 y 1403].

2. En los experimentos se calcula en unos casos, el error relativo cuando la distancia de
las singularidades al dominio se deja fija y lo que cambia es la cantidad de puntos
utilizados; en otros casos se calcula el error relativo que se obtiene al variar la distancia
de las singularidades al dominio, dejando fija la cantidad de puntos usados. Esto tiene
como finalidad comparar el efecto por separado de ambos factores y reportarlo en las
conclusiones.

» Solucién de prueba: f(z,y) =z +y+3
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» O ={(z,y) eR*: 2? +1? < 2}

Esquemas de las configuraciones usadas en los experimentos

Figura 2: Distribucion de los puntos de colocacion y de las fuentes puntuales al usar distri-
buciones uniformes. Dominio circular con frontera virtual circular.
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Figura 3: Distribucién de los puntos de colocacion y de las fuentes puntuales al usar distri-
buciones uniformes . Dominio circular con frontera virtual cuadrada.

Comportamiento del error relativo al interior del dominio

Experimento 0.0a

Se usaron en el experimento los valores de N = 10, 15, 20, 25 y 30 términos en la solucion
aproximada; en todos los casos se mantuvo el pardmetro A (el pardmetro que determina la
ubicacion de la frontera virtual) en un valor A = 1,2, lo que implica que las fuentes puntuales
se ubicaron sobre una circunferencia de radio 2,4 (2 x 1,2 = 2,4). Se presenta en la figura
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Figura 4: Distribucién de los puntos de colocacion y de las fuentes puntuales al usar NODOS
DE CHEBYSHEV. Dominio circular con frontera virtual circular.
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Figura 5: Distribucién de los puntos de colocacion y de las fuentes puntuales al usar NODOS
DE CHEBYSHEV. Dominio circular (distribucién uniforme) con frontera virtual circular
(distribucién no uniforme simétrica).

el comportamiento del error relativo méaximo en funcién de la distancia de los puntos de
prueba al centroide del dominio:

Se observa que el error disminuye al incrementarse el nimero de términos incluidos en
la aproximacion; de hecho, al tomarse el valor maximo de error relativo en cada una de
las graficas y calcular la variacion porcentual entre dos valores consecutivos, se observaron
disminuciones alrededor del 70 % por cada incremento de 5 términos usados en la solucién
aproximada [véase el cuadro [1].

Experimento 0.0c

En el experimento se usaron los valores A = 1,2,1,3,1,4,1,5 y 1,6; en todos los casos
se mantuvo la cantidad de términos usados en la aproximaciéon en 10. Entonces en este
experimento el objetivo fue observar el comportamiento del error al cambiar la distancia de
la frontera virtual con respecto al dominio del problema, manteniendo fija la cantidad de
términos en la combinacién lineal de soluciones fundamentales. Se presenta en la figura [J el
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Figura 6: Distribucién de los puntos de colocacion y de las fuentes puntuales al usar NODOS
DE CHEBYSHEV. Dominio circular (distribucién no uniforme simétrica) con frontera virtual
circular (distribucién uniforme).

Figura 7: Distribucién de los puntos de colocacion y de las fuentes puntuales al usar NODOS
DE CHEBYSHEV. Dominio circular con frontera virtual cuadrada.

Grafica (A =1,2) | Valor maximo de error | Variacién porcentual
relativo sobre la grafica

10 términos 0.0362493251182666

15 términos 0.00953803573420945 -73.6876874173774

20 términos 0.00284544375165032 -70.1674031116831

25 términos 0.000912127443548269 -67.9442813438415

30 términos 0.000305176460177167 -66.5423442375552

Cuadro 1: Experimento 0.0a. Cuadro comparativo. Dominio circular

comportamiento del error relativo maximo en funcién de la distancia de los puntos de prueba
al centroide del dominio:

Se observa que el error disminuye al incrementarse el valor del parametro A. De igual
manera que en el primer experimento, se tomo el maximo valor de error relativo en cada una
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COMPORTAMIENTO DEL ERROR MFS
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Figura 8: Experimento 0.0a. Comportamiento del error relativo maximo en funcion de la
distancia de los puntos de prueba al centroide del dominio. Operador Laplaciano, condi-
cion Dirichlet, dominio circular. Frontera virtual: circunferencia. Nimero de términos en la
solucion aproximada: 10, 15, 20, 25 y 30. Lambda= 1.2
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Distancia de los puntos de prueba al centroide del dominio

Figura 9: Experimento 0.0c. Comportamiento del error relativo maximo en funcion de la
distancia de los puntos de prueba al centroide del dominio. Operador Laplaciano, condicién
Dirichlet, dominio circular. Frontera virtual: circunferencia. Valores de lambda: 1.2, 1.3, 1.4,
1.5 y 1.6. Nimero de términos en la aproximacion: 10

de las graficas, observdndose una disminucién porcentual, en tal valor, de alrededor del 50 %,
en el paso de A = 1,2 a A = 1,3, sin embargo, la disminucion fue decreciendo hasta llegar a
un valor de aproximadamente 6.3 %, en el paso de A = 1,5 a A = 1,6 [véase el cuadro .

Experimento 0.1a
En el experimento, se tuvo como objetivo observar el comportamiento del error rela-
tivo maximo, pero esta vez utilizando una frontera virtual de forma cuadrada. Se usaron
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Gréfica (10 términos) | Valor maximo de error | Variacién porcentual
relativo sobre la grafica

A=1.2 0.0362493251182666

A=13 0.0182478238784219 -49.6602383109568

A=14 0.0100611333666954 -44.8639277004821

A=15 0.00647995374155604 -35.5941969420052

A=1,6 0.00606802537479935 -6.35696462021003

Cuadro 2: Experimento 0.0c. Cuadro comparativo. Dominio circular

10,15,20,25 y 30 términos en la solucién aproximada; en todos los casos se mantuvo el
pardmetro A (el pardmetro que determina la ubicacién de la frontera virtual) en un valor
A = 1,2, lo que implica que las fuentes puntuales se ubicaron sobre un cuadrado de lado 4,8
(4 x 1,2 = 4,8). Se presenta en la figura [10| el comportamiento del error relativo maximo en
funcién de la distancia de los puntos de prueba al centroide del dominio:

COMPORTAMIENTO DEL ERROR MFS
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Figura 10: Experimento 0.1a. Comportamiento del error relativo maximo en funcién de la
distancia de los puntos de prueba al centroide del dominio. Operador Laplaciano, condicion
Dirichlet, dominio circular, frontera virtual cuadrada. Nimero de términos en la solucion
aproximada: 10, 15, 20, 25 y 30. Lambda= 1.2

Se observa que el error disminuye al incrementarse el nimero de términos incluidos en la
aproximacion; en este experimento la disminucién porcentual entre dos valores consecutivos
de error relativo méximo se encuentra alrededor del 65 %, como puede verse en el cuadro [3]

Experimento 0.1c

En el experimento se usé el parametro lambda (el pardmetro que determina la ubicacién
de la frontera virtual) con valores de 1,2,1,3,1,4,1,5 y 1,6 ; en todos los casos se mantuvo
el nimero de términos en la soluciéon aproximada en un valor de 10. Se presenta en la figura
el comportamiento del error relativo maximo en funcién de la distancia de los puntos de
prueba al centroide del dominio:
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Grafica (A =1,2)

Valor maximo de error
relativo sobre la grafica

Variacion porcentual

10 términos

0.0190122256152687

15 términos

0.00518781446479891

-72.7132710826208

20 términos

0.00164807593008317

-68.2317873689214

25 términos

0.000567637420719408

-65.5575686557863

30 términos

0.000208801864135600

-63.2156273504713

Cuadro 3: Experimento 0.1a. Cuadro comparativo. Dominio circular
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Figura 11: Experimento 0.1c. Comportamiento del error relativo méaximo en funcién de la
distancia de los puntos de prueba al centroide del dominio. Operador Laplaciano, condicion
Dirichlet, dominio circular, frontera virtual cuadrada. Nimero de términos en la solucién
aproximada: 10. Lambda= 1.2, 1.3, 1.4, 1.5y 1.6

Se observa que en general el error disminuye al incrementarse el parametro lambda; sin
embargo, las disminuciones porcentuales en los valores consecutivos maximos de error relativo
son menores, en comparacion con los experimentos anteriores. Tales disminuciones van desde
un valor de 38.6 %, en el paso de A = 1,2 a A = 1,3, hasta incluso un aumento de 15.35% en
el error, esto al pasar de A = 1,5 a un valor de A = 1,6 [véase el cuadro .

Gréfica (10 términos) | Valor méaximo de error | Variacién porcentual
relativo sobre la grafica

A=12 0.0190122256152687

A=13 0.0116608238349425 -38.6667080913574

A=14 0.00960607295190737 -17.6209752597230

A=15 0.00895814247293495 -6.74500893566266

A=16 0.0103339560910179 15.3582466704413

Cuadro 4: Experimento 0.1c. Cuadro comparativo. Dominio circular
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Variacion porcentual del error relativo
Experimento 0.0b

En el experimento, el propdsito consistio en repetir el esquema del experimento 0.0a
(manteniendo A = 1,2 fijo), pero explorando el comportamiento de la variacién porcentual
del error relativo maximo entre los valores maximos de 2 graficas consecutivas para valores
mayores de N. La figura [12] muestra el resultado de este experimento. El dato a destacar es
que el ultimo punto en el cual la variacién porcentual fue negativa se obtuvo con un N = 175
y una disminucién porcentual de 9.719 %.
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Figura 12: Experimento 0.0b. Comportamiento de la variacion porcentual del error relati-
vo maximo en funcién de N. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual: circunferencia. Lambda= 1.2

Experimento 0.0d

En el experimento, el propdsito consistio en repetir el esquema del experimento 0.0c
(dejando N = 10 fijo), pero explorando el comportamiento de la variacién porcentual del error
relativo maximo entre los valores maximos de 2 graficas consecutivas para valores mayores
de . La figura muestra el resultado de este experimento. El dato a destacar es que el
ultimo punto en el cual la variacién porcentual fue negativa se obtuvo con un A = 1,65 y una
disminucién porcentual de 0.841 %.

Experimento 0.0u

En este experimento se utilizé la configuracién de fronteras mostrada en la figura [4] con
nodos de Chebyshev en ambas fronteras. Se mantuvo el valor A = 1,2 fijo y se varié el valor
de N. Se observé que la ultima variacién porcentual negativa fue de 38.75% usando 235
términos en la aproximacion al problema con valores en la frontera.

Experimento 0.0v
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Figura 13: Experimento 0.0d. Comportamiento de la variaciéon porcentual del error relativo

maximo en funcién de lambda. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet,

Frontera virtual: circunferencia. N= 10
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Figura 14: Experimento 0.0u. Comportamiento de la variacion porcentual del error relati-
vo maximo en funcién de N. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.

Frontera virtual: circunferencia. NODOS DE CHEBYSHEV. Lambda= 1.2

En este experimento se utiliz6 la configuracion de fronteras mostrada en la figura {4} con
nodos de Chebyshev en ambas fronteras. Se mantuvo el valor N = 10 fijo y se varid el
valor de \. Se observé que la ultima variacién porcentual negativa fue de 0.5742 % usando el
parametro lambda con un valor de 1.5.

Experimento 0.0w
En este experimento se utilizé la configuracion de fronteras mostrada en la figura [5|, con
nodos de Chebyshev sélo en la frontera virtual. Se mantuvo el valor A = 1,2 fijo y se varié el
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VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXIMO
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Figura 15: Experimento 0.0v. Comportamiento de la variaciéon porcentual del error relativo
maximo en funciéon de lambda. Operador Laplaciano, condiciéon Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual: circunferencia. NODOS DE CHEBYSHEV. N= 10

valor de N. Se observé que la tltima variacion porcentual negativa fue de 98.66 % usando 66
términos en la aproximacion al problema con valores en la frontera. Se destaca la inestabilidad
observada en el comportamiento de la variacién porcentual del error relativo maximo.

VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXIMO
200 T T T

150 (—

50— : : : : : B

Variacion del error relativo méaximo ()

200 I I I I I I I I
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Figura 16: Experimento 0.0w. Comportamiento de la variacién porcentual del error relati-
vo maximo en funcién de N. Operador Laplaciano, condiciéon Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual: circunferencia. NODOS DE CHEBYSHEV. Lambda= 1.2

Experimento 0.0x
En este experimento se utiliz6 la configuracién de fronteras mostrada en la figura [5
con nodos de Chebyshev sélo en la frontera virtual. Se mantuvo el valor N = 10 fijo y se
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varié el valor de A. Se observéd que la tltima variacién porcentual negativa fue de 43.72 %
usando el parametro lambda con un valor de 1.1. Se destaca la inestabilidad observada en el
comportamiento de la variacién porcentual del error relativo maximo.

VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXIMO
200
T T T T

o
150 | : B - : : 4

ion del error relativo méximo (%)

Variaci
°
T

100 i i i i i i i i
11 115 12 125 13 135 14 145 15 155
Valor del parametro LAMBDA

Figura 17: Experimento 0.0x. Comportamiento de la variacion porcentual del error relativo
maximo en funcién de lambda. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual: circunferencia. NODOS DE CHEBYSHEV. N= 10

Experimento 0.0y

En este experimento se utilizé la configuracién de fronteras mostrada en la figura [6] con
nodos de Chebyshev sélo en la frontera real. Se mantuvo el valor A = 1,2 fijo y se vario
el valor de N. Se observé que la tltima variacion porcentual negativa se obtuvo al usar 36
términos en la aproximacién al problema con valores en la frontera.

Experimento 0.0z

En este experimento se utiliz6 la configuracién de fronteras mostrada en la figura [6]
con nodos de Chebyshev sélo en la frontera real. Se mantuvo el valor N = 10 fijo y se
vari6 el valor de A. Se observé que la tltima variacién porcentual negativa fue de 44.06 %
usando el pardmetro lambda con un valor de 1.2. Se destaca la inestabilidad observada en el
comportamiento de la variacién porcentual del error relativo maximo.

Experimento 0.1b

En el experimento, el propdsito consistio en repetir el esquema del experimento 0.la
(dejando A = 1,2 fijo), pero explorando el comportamiento de la variacién porcentual del error
relativo maximo entre los valores maximos de 2 graficas consecutivas para valores mayores
de N. La figura muestra el resultado de este experimento. El dato a destacar es que el
ultimo punto en el cual la variacién porcentual fue negativa se obtuvo con un N = 155 y una
disminucién porcentual de 56.28 %.
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VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXIMO
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Figura 18: Experimento 0.0y. Comportamiento de la variacién porcentual del error relati-
vo maximo en funcién de N. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual: circunferencia. NODOS DE CHEBYSHEV. Lambda= 1.2
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Figura 19: Experimento 0.0z. Comportamiento de la variacién porcentual del error relativo
maximo en funcién de lambda. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual: circunferencia. NODOS DE CHEBYSHEV. N= 10

Experimento 0.1d

En el experimento, el propdsito consistio en repetir el esquema del experimento 0.1c
(dejando N = 10 fijo), pero explorando el comportamiento de la variacién porcentual del error
relativo maximo entre los valores maximos de 2 graficas consecutivas para valores mayores
de \. La figura muestra el resultado de este experimento. El dato a destacar es que el
ultimo punto en el cual la variacién porcentual fue negativa se obtuvo con un A = 1,5 y una
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'VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXIMO
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Figura 20: Experimento 0.1b. Comportamiento de la variacién porcentual del error relati-
vo maximo en funcién de N. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual cuadrada. Lambda= 1.2

disminucién porcentual de 1.602 %.

VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXIMO
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Figura 21: Experimento 0.1d. Comportamiento de la variacién porcentual del error relativo
maximo en funciéon de lambda. Operador Laplaciano, condiciéon Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual cuadrada. N= 10

Experimento 0.1x

En este experimento se utilizé la configuracién de fronteras mostrada en la figura [7], con
nodos de Chebyshev en ambas fronteras. Se mantuvo el valor A = 1,2 fijo y se vari6 el valor
de N. Se observé que la ultima variacién porcentual negativa fue de 25.92% usando 150
términos en la aproximacion al problema con valores en la frontera.
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VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXIMO
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Figura 22: Experimento 0.1x. Comportamiento de la variacién porcentual del error relati-
vo maximo en funcién de N. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual cuadrada. NODOS DE CHEBYSHEV. Lambda= 1.2

Experimento 0.1y

En este experimento se utilizé la configuracion de fronteras mostrada en la figura |7, con
nodos de Chebyshev en ambas fronteras. Se mantuvo el valor N = 10 fijo y se vari6 el
valor de A. Se observé que la tltima variacién porcentual negativa fue de 0.7143 % usando el
parametro lambda con un valor de 1.35.

VARIACION PORCENTUAL DEL ERROR RELATIVO MAXMO
300
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Figura 23: Experimento 0.1y. Comportamiento de la variacién porcentual del error relativo
maximo en funcién de lambda. Operador Laplaciano, condicién Dirichlet, dominio circular.
Frontera virtual cuadrada. NODOS DE CHEBYSHEV. N= 10

Comportamiento del error relativo con variacion conjunta de N y de A
Experimento 0.0e
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Este experimento consistié en tomar puntos de prueba en el interior del dominio (2,
ubicados justo a la mitad de la distancia entre el centroide del dominio y la frontera 0€2;
se dej6 fijo el valor de A y se vari6 N, obteniendo el error relativo maximo sobre tales
puntos; después se usaron otros valores fijos de A, variando N para obtener otras curvas del
comportamiento del error relativo maximo.

CCOMPORTAMIENTO DEL ERROR MFS x 10" CCOMPORTAMIENTO DEL ERROR MFS
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Figura 24: Experimento 0.0e. Comportamiento del error relativo maximo en funcién del
nimero de términos usados en la solucién aproximada (N). Operador Laplaciano, condi-
ci6n Dirichlet, dominio circular. Frontera virtual: circunferencia. Razén de homotecia= 1/2.
Lambda= 1.2, 1.22, 1.24, 1.26 y 1.28

Experimento 0.1e

Este experimento consistié en tomar puntos de prueba en el interior del dominio 2,
ubicados justo a la mitad de la distancia entre el centroide del dominio y la frontera 0€2;
se dej6 fijo el valor de \ y se vari6 N, obteniendo el error relativo maximo sobre tales
puntos; después se usaron otros valores fijos de A\, variando N para obtener otras curvas del
comportamiento del error relativo maximo. La diferencia entre este experimento y el anterior
(0.0e), es que en este caso la frontera virtual es un cuadrado.
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CCOMPORTAMIENTO DEL ERROR MFS x10° CCOMPORTAMIENTO DEL ERROR MFS
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Figura 25: Experimento 0.le. Comportamiento del error relativo maximo en funcién del
numero de términos usados en la solucién aproximada (N). Operador Laplaciano, condi-
cién Dirichlet, dominio circular. Frontera virtual CUADRADA. Razén de homotecia= 1/2.
Lambda= 1.2, 1.22, 1.24, 1.26 y 1.28

Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos en los experimentos numéricos que se presentan en
el capitulo de ejemplos de prueba, se puede concluir lo siguiente:

1. El comportamiento del error relativo en el Método de Soluciones Fundamentales (MFS)
al interior del dominio computacional €2, cualitativamente no presenta variaciones, in-
dependientemente de la configuraciéon utilizada, el error relativo presenta un incremento
gradual a partir del centroide del dominio, alcanzando un méaximo y después disminuye
de manera pronunciada al considerar puntos de prueba maés cercanos a la frontera del
dominio, 0f2.

2. Al examinar la variacién porcentual del error relativo, se observo que la variacion
porcentual es mas estable en las configuraciones en las cuales se dejo fijo el pardmetro A,
mientras que el valor de NV, 7. e. el nimero de términos usados en la solucién aproximada,
se incrementa. En cualquier caso, después de un intervalo de valores (ya sea de NV o de
A) en el cual la variacién porcentual del error relativo es negativa, se presenta un punto
a partir del cual la variacién puede ser cero e incluso positiva, esto se debe a peores
niveles en el condicionamiento de la matriz del sistema y al limite de precision de la
computadora.

3. Los experimentos mostraron que el error relativo disminuye al incrementar N y al incre-
mentar el valor de A, lo que es consistente con los resultados de los trabajos publicados
por otros autores con respecto al uso del Método de Soluciones Fundamentales.
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4. Para finalizar; en el cuadro [5se presentan los valores de N, error relativo y ntimero de
condicion para dos configuraciones con dominio circular y utilizando una circunferencia
como frontera virtual en ambos casos, teniendo como variante en las configuraciones el
hecho de que en una de ellas las distribuciones de las fuentes puntuales y de los puntos
de colocacién son uniformes, mientras que en el otro caso se utiliza la distribucion de
Chebyshev, tanto de las fuentes puntuales como de los puntos de colocacion.

DISTRIBUCION UNIFORME || DISTRIBUCION CHEBYSHEV
N | Error relativo | Nam. de condicion || Error relativo | Nuam. de condicion
10 0.0362493251182666 6.20400984003610 0.0835586293179330 24.6137972334419
20 0.00284544375165032 31.4331409849893 0.0136138210545008 1720.00718582358
30 0.000305176460177167 117.921033125207 0.00298299971027662 151727.592011873
4:0 3.69921115493869e-05 391.600765933839 0.000702064377755314 16074630.6281557
50 5.16279218030927e-06 1218.23141373402 0.000180391851476531 1902780913.43487
60 7.49824821836914e-07 3637.71769353108 4.72634794804972e-05 242360540849.190
70 1.15652029677408e-07 10560.4870877230 1.29020026750458e-05 32496278216458.8
80 1.75908129253443e-08 30031.8748261809 3.54929366726821e-06 4.20780718692759e+15
90 2.65362735507691e-09 84070.0391751296 9.99772892000442e-07 1.54868089879080e+18
100 3.99120369157408e-10 232436.848845377 2.83071678517915e-07 1.55395852536464e+17

Cuadro 5: Cuadro resumen 1. Dominio circular. Lambda= 1.2 en todos los casos

Se observa en el cuadro [5| que los mejores niveles, tanto de error relativo como de nimero
de condicion, fueron obtenidos al usar la configuracién con distribucién uniforme de los puntos
de colocacion y de las fuentes puntuales.
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