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Resumen

La curvatura es uno de los conceptos mds importantes en geometria diferencial. En es-
te articulo daremos un recorrido por las ideas detrds de este concepto. Veremos diferentes
maneras de definir la curvatura de curvas y diferentes tipos de curvaturas para superficies y
variedades de dimensiones superiores.

Palabras Clave: Curvatura normal, curvaturas principales, curvatura Gaussiana,
curvatura media, curvatura seccional, curvatura escalar, Teorema Egregio de Gauss,
Teorema de Gauss-Bonnet.
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1. Introduccidon

El objetivo de este articulo es presentar diferentes nociones de curvatura en geometria
diferencial a partir de su significado geométrico en ejemplos, asi como la expresion analitica
de dichos conceptos. Es una introduccién a la geometria diferencial, dirigido a estudiantes
de ciencias e ingenierias quienes hayan cursado calculo de varias variables. Comenzando
con la idea intuitiva de que una linea recta no se curva, y de que una circunferencia de
radio pequeno se curva mas que una circunferencia de radio mayor, se definird de manera
geométrica y analitica la curvatura de curvas planas y en el espacio. Posteriormente, usando la
curvatura de curvas planas, introduciremos las curvaturas normales de una superficie, y entre
ellas, especificaremos a las curvaturas principales. A partir de éstas 1ltimas, presentaremos la
curvatura Gaussiana y la curvatura media de una superficie. Definiremos curvaturas anélogas
para el caso de hipersuperficies y finalmente definiremos la curvatura seccional y la curvatura
escalar de una variedad Riemanniana. Terminamos enunciando algunos teoremas clasicos que
involucran a las curvaturas Gaussiana y media de una superficie. Dado que nuestro objetivo
es concentrarnos en el aspecto geométrico de la curvatura, no mencionaremos nada acerca
de su desarrollo histérico, lo cual también es un tema apasionante,para ello recomendamos
el articulo (Naveira, 2007).

ISSN 2448 5365 Los contenidos de este articulo estdn bajo una licencia de Creative @@@@
Universidad de Sonora Commons Atribucién No Comercial - Sin Obra Derivada 4.0 Internacional BY NC ND
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2. Motivacion

Podemos comprobar empiricamente que a partir de una hoja de papel se pueden formar
un cono o un cilindro. Pero es imposible obtener un pedazo de esfera, sin doblar, estirar o
cortar la hoja. La razon de esto es que un plano, un cono y un cilindro tienen la misma
“curvatura Gaussiana”, mientras que en un plano y una esfera dicha curvatura es diferente.
Es por esto que es imposible construir el mapa perfecto, es decir, al representar a la superficie
de la Tierra en un plano, siempre habra distorsiones en las distancias. Es posible construir
mapas que preserven los angulos de las trayectorias recorridas, como el Mapa de Mercator, o
mapas que preserven las areas, pero no se puede construir un mapa que preserve todas estas
propiedades, ni que preserve todas las distancias.!

(a) Cilindro (b) Cono (c) Esfera

3. Curvas en el plano

Comenzaremos considerando curvas en el plano Euclidiano R2. Recordemos que R? con-
siste de todas las parejas ordenadas de niimeros reales R? = { (z,y) | z,y € R}.

Sea I = [0,1]. Una funcién a: I — R? es de la forma a(t) = (z(t),y(t)), donde las
funciones x: R — R y y: R — R son llamadas las funciones coordenadas de «. La funcion «
es diferenciable cuando todas sus funciones coordenadas son diferenciables.

Una curva parametrizada diferenciable en R? es una funcién diferenciable a: I — R2. A su
imagen a(I) C R? se le denomina la traza de a. Podemos pensar a una curva parametrizada
como una particula moviéndose a lo largo de la traza de «, tal que al tiempo ¢ se encuentra
en el punto a(t). El vector tangente o vector velocidad de la curva « en el punto «(t),
denotado por o/(t), es el vector dado por las derivadas de las funciones coordenadas, es decir
a'(t) = (2/(t),y/(t)). Una curva parametrizada diferenciable es regular si el vector tangente
es distinto del vector cero para toda t € I.

Dadas una funcién diferenciable h: I — I tal que h'(t) > 0 para toda ¢t € I y una curva
parametrizada diferenciable regular a: I — R?, la composicién B(t) = a(h(t)) es otra curva
parametrizada regular. Decimos que (3 es una reparametrizacion de a.

IPara saber mds sobre las matemdticas involucradas al hacer mapas, recomiendo el video Mapas, de
la serie Aventuras Matemdticas del Instituto de Matematicas de la UNAM https://www.matem.unam.mx/
~video/mapas/map.html.
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Figura 1: Curva parametrizada y vector tangente.

Dada una curva parametrizada diferenciable regular a: R — R?, siempre es posible en-
contrar una reparametrizacion [ tal que la norma del vector velocidad es 1 en todo punto,
es decir, ||5'(t)|| = 1 para toda ¢t € I (ver (do Carmo, 1994, §1.5, Observacién 2)). En este
caso decimos que 3 esta parametrizada por longitud de arco, ya que el parametro nos da la
longitud recorrida.

Figura 2: Curva parametrizada por longitud de arco.

3.1. Curvatura

El problema que nos planteamos es el siguiente:
Dada una curva parametrizada diferenciable regular a: I — R?,

., Cémo podemos medir qué tanto se curva?

Daremos dos respuestas, una geométrica y una analitica.

Respuesta geométrica

Partimos de dos ideas intuitivas:
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1. Una recta no se curva. Entonces diremos que una recta tiene curvatura cero.

2. Sean C), y C,, dos circunferencias de radios ry y 9 respectivamente. Sir; < rg, entonces
Cy, se curva mdas que C,,.

)

Es decir, la curvatura de una circunferencia es inversamente proporcional a su radio.
Entonces diremos que la curvatura de la circunferencia C, de radio r es % Esto es
compatible con el inciso 1, si consideramos a las rectas como circunferencias de radio
infinito.

Dada una curva a:: I — R? parametrizada regular, es decir, con o/ (t) # 0 para toda t € I,
queremos asociarle una funcién x: I — R que en cada punto «(t) la cantidad x(t) indique
“cuanto se curva la curva en dicho punto”. La idea es encontrar la circunferencia que mejor
aprozima a la curva « en el punto P = a(tg). Tomamos dos puntos @ = «a(t1) y R = a(ts)
cercanos al punto P = «a(ty) y trazamos la circunferencia que pasa por @, Py R.

Hacemos tender ¢, y t5 a tg, es decir hacemos tender los puntos ) y R al punto P.
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Si a”(tg) # 0, en el limite, obtenemos una circunferencia de radio 7p la cual es llamada
circulo osculador a o en P, para una demostracion ver (Spivak, 1979, Chapter 1, Theorem 1).
Entonces definimos la curvatura de la curva « en el punto P = a(ty) por k(tg) = % Si
o (to) = 0 definimos k() = 0.

A esta nociéon de curvatura podemos asignar un signo que indica la direcciéon en que se
desvia la curva. Asignamos el signo positivo cuando el centro del circulo osculador queda a
la izquierda de la direccion de avance de la curva, y negativo en el caso contrario.

Respuesta analitica

Fijemos una recta en el plano, digamos el eje x. Dada una curva a: I — R? regular
parametrizada por longitud de arco, sea 0(t) el angulo entre el vector tangente o/(t) a la
curva « en el punto a(t) y el eje z.
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Intuitivamente, si la trayectoria es una recta, el angulo no cambia y se mantiene constante.
Por otro lado, si la trayectoria se curva mucho, el angulo cambia muy rdapido. Por lo tanto,
definimos la curvatura como la razén de cambio del angulo:

(t) = (o).

Esta definicién no sélo nos da una magnitud, que mide la razon de la desviacién de la
curva de una recta, sino también un signo el cual indica la direccion de la desviacion. El
signo de la curvatura en un punto es:

Positivo si a partir de dicho punto la curva continta hacia el lado izquierdo de la recta
tangente que pasa por dicho punto, como se ilustra en la Figuras 3.

Figura 3: Curvatura positiva.

Negativo si a partir de dicho punto la curva contintia hacia el lado derecho de la recta
tangente que pasa por dicho punto, como se muestra en la Figura 4.

Figura 4: Curvatura negativa.
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Las dos nociones de curvatura coinciden si asignamos un signo a la nocién geométrica
como se indicé.

4. Curvas en el espacio

Ahora consideraremos curvas en el espacio Euclidiano R?® = { (z,y,2) | 7,y,2 € R} y
definiremos su curvatura de manera analitica.

Sea a: I — R? una curva diferenciable regular dada por «(t) = (z(t), y(t), 2(¢)). Supon-
gamos ademds que la curva « estd parametrizada por longitud de arco, es decir, ||o/(¢)|| =1
para toda t € I. Como ejemplo, en la Figura 5 se muestra la curva en el espacio llamada
hélice dada por a(t) = (acost,asint,bt), donde pedimos que a? + b*> = 1 para que esté
parametrizada por longitud de arco.

Figura 5: Curva en el espacio: Hélice.

Denotemos por T'(t) = o/(t) al vector tangente. Como || T(t)|| = [|/(t)|| = 1 es constante,
T'(t) mide la razén de cambio del dngulo que las tangentes cercanas hacen con la tangente
en t. Por lo tanto definimos la curvatura de « en el punto «(t) por

k() = IT"@)N = lla"(®)].
Si la curva yace en un plano, las dos definiciones de curvatura coinciden salvo signo, es decir:
k(t) = |k(1)].

El vector o(t) es ortogonal al vector tangente o/(t), por esta razoén, al vector unitario n(t)
en la direccién del vector o’(t) se le llama el vector normal a la curva « en el punto a(t).
Ademés tenemos que o’ (t) = k(t)n(t).

5. Superficies

El siguiente paso es estudiar superficies en el espacio Euclidiano R3?. Asi como en las
secciones anteriores trabajamos con curvas parametrizadas regulares, que son curvas que en

JOO8 7
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cada punto tienen un vector tangente no cero, ahora trabajaremos con superficies regulares,
que son aquellas que tienen en cada punto un plano tangente bien definido.

Asf como definimos una curva en R? como una funcién de una variable real cuya imagen
es un conjunto de R3, para definir una superficie es razonable considerar ahora funciones de
dos variables reales F': R? — R?. Entonces F' se puede escribir como una terna de funciones
coordenadas, es decir

F(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)).

Como pedimos que F sea diferenciable, todas y cada una de sus funciones coordenadas son
diferenciables, es decir, las derivadas parciales de todos los 6rdenes existen. Entonces podemos
definir la derivada parcial ‘g—f de F' con respecto a u, también denotada por F,,, por

oF Ox dy 0z
%(u,v) = F,(u,v) = <%(u, v), %(u,v), %(u, v))

Anélogamente podemos definir las restantes derivadas parciales de F: %—f = F, PF Fo,

? Ou?
% = F,,, etc.

Una superficie parametrizada diferenciable reqular en R3 es una funcién diferenciable
F: U — R3, con U un conjunto abierto de R?, tal que los dos vectores dados por las derivadas
parciales F,(u,v) y F,(u,v) son linealmente independientes para todo punto (u,v) en U, o

equivalentemente, que la matriz Jacobiana DFj de F', dada por

%(q) %(q)
DF, = g—i(q) Wig) | = (Fule) Ful9),

tenga rango 2 para toda ¢ = (u,v) en U. A su vez, esto es equivalente a que el producto cruz
F,(u,v) x F,(u,v) sea distinto de cero, es decir, que haya un vector normal bien definido en
el punto p = F(u,v). La traza de F es el conjunto imagen S = F(U). El plano tangente T,S
a la superficie F' en el punto p = F(u,v) es el plano generado por los vectores F,(u,v) y
F,(u,v).

En general, si A es un subconjunto arbitrario de R?, se dice que una aplicacién F': A — R3
es una superficie parametrizada, si F' puede ser extendida a una aplicacién diferenciable de
U en R3, siendo U un subconjunto abierto de R? que contiene a A.

Ejemplo 1 (Coordenadas esféricas en la esfera.). Usando las coordenadas esféricas podemos
ver a la esfera de radio a > 0 como una superficie parametrizada regular dada por la aplicacién
F:[0,27] x (—7/2,7/2) — R3 definida por

F(¢,0) = (acosf cos ¢, acosfsin g, asinb).

Las lineas ¢ = constante son llamadas meridianos y las lineas # = constante son llamadas
paralelos o circulos de latitud. El circulo 8 = 0 tambien es llamado ecuador; este es el tinico
circulo méaximo, de entre todos los paralelos. Todos los meridianos son circulos maximos.

JOO8 8
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Figura 6: Coordenadas esféricas en la esfera.

Observaciones 1. La superficie parametrizada F del Ejemplo 1 estd definida sobre el
rectdangulo cerrado [0,27] x (—7/2,7/2), la cual admite una extensién diferenciable a un
conjunto abierto de R? que contiene a [0,27] X (—7/2,7/2). Sin embargo, cualquier exten-
sion recubrird mas de una vez partes substanciales de la esfera, en tanto que F' solamente
cubre dos veces a una semicircunferencia que va desde el polo norte al polo sur.

Existen ciertos subconjuntos de R? a los que quisiéramos denominar superficies, pero
que no encajan dentro del contexto de las superficies parametrizadas regulares descritas
anteriormente. Tales subconjuntos no pueden ser descritos como la imagen biyectiva de una
sola superficie parametrizada regular definida sobre un conjunto abierto de R?; como vimos,
la esfera es un ejemplo de esto.

Introduciremos el concepto de superficie regular; intuitivamente se combinan convenien-
temente varias superficies parametrizadas para describir a ciertos subconjuntos de R? que
son los que queremos definir como superficies. La definicion de superficie regular es un poco
mas complicada, pero es la que se generaliza a dimensiones superiores para dar el concepto
de variedad diferenciable.

Definicién 1. Un subconjunto S C R? es una superficie reqular si para cada p € S, existe
una vecindad V en R? y una aplicacién F': U — V N S de un subconjunto abierto U de R?
sobre V N S C R3, llamada parametrizacion de S, tal que

1. La aplicacién F' es diferenciable.

2. La aplicacién F' es un homeomorfismo: F es continua (por la condicién 1) y admite una
inversa F~': VNS — U que es continua.

3. Cada aplicacién F': U — S es una superficie parametrizada regular.
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Ejemplo 2. La esfera unitaria S* = {(z,y,2) € R® | 22 +y? + 22 = 1}, es una superficie
regular. Podemos cubrir a la esfera mediante seis superficies parametrizadas regulares cuyas

trazas son hemisferios: Fj: U C R?> = R3 con i = 1,...,6, dadas por
Fi(z,y) = (z,y,+V/1 = (22 +9?),  (z,9) €U, {(z,y) e R? [ 2” +¢* <1},
Fy(z,y) = (2,5, =1 = (22 +42),  (z,9) €U, {(z,y) eR* | 2® +y* <1},
Fi(z,2) = (z,+v1 — (2% + 22), 2), (,2) €U, U={(z,2)eR?|2*+2*<1},
Fy(x,z) = (z,—/1 — (22 4 22), 2), (,2) €U, U={(2,2) eR?|2*+2* <1},
Fi(y,2) = (+V1 = (2 +22),0,2),  (y,2) €U, U={(y,2) eR*|y* + 2> <1},
Fo(y,2) = (V1= (y* +22),9,2),  (y,2) €U, U={(y,2) eR*|y*+2"<1}.

Hay otra manera més practica de obtener superficies regulares en R?, para ello necesitamos
algunas definiciones.

Definicién 2. Sea f: R® — R una funcién diferenciable. El gradiente de f en el punto
(z,y, 2z), denotado por Vf(x,y, z) se define como

of

0 0
Vf($7yvz): <a—£(x7yaz)aa—y f

x,y,2), =—(x,y,2) ).

(2,9:2). 5o(2.9,2))

Un punto (z,y,2) € R3 es un punto critico de f si Vf(z,y,2) = 0. La imagen f(z,y,2) € R
de un punto critico es llamado un wvalor critico de f. Un punto a € R que no es un valor
critico es llamado un wvalor reqular de f.

Teorema 1. Si f: R — R es una funcion diferenciable y a € R es un valor reqular de f,
entonces f~1(a) es una superficie regular en R3.

Para una demostracién ver (do Carmo, 1994, §2.2, Proposition 2).

Ejemplo 3. Consideremos la funcién f: R® — R dada por f(z,y,2) = 22 + 3> + 2% El
gradiente estd dado por Vf(x,y, z) = (2z,2y,2z). Es facil ver que 1 € R es un valor regular
de f y por el Teorema 1 el conjunto

1) ={(z,y,2) eR® | f(z,y,2) =2 +y* + 22 =1}
es una superficie regular que es precisamente la esfera unitaria S2.

De ahora en adelante, en vez de decir superficie regular, solamente diremos superficie.

Usando el hecho de que sabemos calcular curvatura de curvas planas, definiremos las
curvaturas normales en un punto de una superficie en R3. Entre las curvaturas normales
definiremos las curvaturas principales, y con ellas, otros dos tipos de curvaturas: la curvatura
Gaussiana y la curvatura media.
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5.1. Curvatura normal

Describiremos el proceso para definir las curvaturas normales de una superficie arbitraria
S y lo iremos ilustrando en el ejemplo de la superficie conocida como paraboloide hiperbélico
o silla de montar, la cual esta dada por

{(2,y,2) €R? | 2 —a® + 47 = 0}.

Sea S una superficie y sea p € S.

Tomemos el plano tangente 7,5 a S en p.

Tomemos un vector unitario normal N a T},S.

JO, O 11
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Sea v en T),S y P, el plano normal a S generado por N y v.

La interseccion P, NS es una curva plana «, contenida en S.

La curvatura normal de S en p en la direccién de v es
Ky = curvatura de «, en el tiempo tg, tal que a(ty) = p.

Con signo positivo (+) si a/(to) tiene el mismo sentido que N, es decir, (a/'(tg), N) > 0, y
signo negativo (—) si o (ty) tiene el sentido opuesto que N, es decir, (o (o), N) < 0.

Si tomamos vectores tangentes v en 7,5 distintos obtenemos curvaturas normales distintas
como se muestra en la Figura 7:

Figura 7: Otras dos curvaturas normales de S en el punto p.

JO,ON 12
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5.2. Curvatura normal y curvatura geodésica

En la literatura a veces se da una definiciéon alternativa de la curvatura normal, por
ejemplo en (do Carmo, 1994, §3.2, Definicién 3). Sea S una superficie, p € S'y N un vector
unitario normal a S en p. Sea C' una curva regular en S que pasa por p, parametrizada por
a(s), donde s es la longitud de arco de C'y a(0) = p. Sea n el vector normal a C en p y
6 el angulo entre los vectores N y n. Sea k = ||o”(0)|| la curvatura de C' en p. El niimero
ke = kcosf se denomina la curvatura normal de C' C S en p. Es decir, k¢ es la longitud de
la proyeccién u del vector kn = «”(0) sobre la recta determinada por el vector normal N,
esto se muestra en la Figura 8.

Figura 8: Curvaturas normal y geodésica.

Si C' es una curva que pasa por p obtenida por la interseccion de S con un plano normal,
tenemos que € es cero y la curvatura normal de C' coincide con la curvatura k£ de C, como en
nuestra primera definicion de curvatura normal. De hecho, se puede demostrar que todas las
curvas contenidas en S que tienen en un punto dado p € S la misma recta tangente, tienen
en ese punto la misma curvatura normal (do Carmo, 1994, §3.2, Proposicién 2). Por lo tanto,
las dos definiciones de curvatura normal son equivalentes.

Por otro lado, consideremos la proyeccién w del vector kn = «”(0) sobre el espacio
tangente 7,5 (ver Figura 8), a la longitud de w se le denota por &, y se le llama la curvatura
geodésica de C' en p, es decir, k, = ksenf. Por lo tanto tenemos que k* = k% + /4;3.

5.3. Curvaturas principales

A cada vector unitario v € 7,5 le asociamos la curvatura normal x, de S en p en la
direccién de v. Esto nos da una funcién continua (en la seccién 5.5 se explica porqué es
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continua)
k:S'—R

V> Ky,

(1)

donde S' es la circunferencia unitaria en T,S. El maximo k; y el minimo x5 de las curvaturas
normales son llamadas las curvaturas principales de S en p. Los vectores unitarios e; y e en
cuyas direcciones se alcanzan x; y ko son llamados las direcciones principales en p.

En el ejemplo de la silla de montar las curvaturas principales se muestran en la Figura 9:

Figura 9: Curvaturas principales.

5.4. Curvatura media y curvatura Gaussiana

A partir de las curvaturas principales definimos:

Curvatura Gaussiana: La curvatura Gaussiana K(p) de una superficie S en un punto
p € S es el producto de las curvaturas principales de S en p:

K = kiko.

Curvatura media La curvatura media H(p) de una superficie S en un punto p € S es el
promedio de las curvaturas principales de S en p:
K1+ Ko

H = .
2

La curvatura Gaussiana define diferentes tipos de puntos en una superficie.

Punto silla o punto hiperbdlico. Un punto p en una superficie S es un punto hiperbdlico
si K(p) < 0. Esto es equivalente a que las curvaturas principales k; y k2 en p tienen
signos opuestos, y a su vez esto implica que S cruza el plano tangente en cualquier
vecindad de p.
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Figura 10: Punto hiperbdlico.

Punto plano o punto parabdlico. Un punto p en una superficie S es un punto parabdlico
si K(p) = 0. Esto es equivalente a que alguna curvatura principal k1, k2 (o ambas) sea

Ccero.

Figura 11: Punto parabdlico.

Punto eliptico. Un punto p en una superficie S es un punto eliptico si K(p) > 0. Esto es
equivalente a que las curvaturas principales k1 y ko tengan el mismo signo, y a su vez
esto implica que S estd en un lado del plano tangente a p, del mismo lado que n si

k1, kg > 0, del lado opuesto que n si k1, kg < 0.

Figura 12: Punto eliptico.

Hay superficies que tienen los tres tipos de puntos. Por ejemplo el toro! dado por la
parametrizacién F': [0, 27] x [0, 27]

F(u,v) = ((2 4 cosu) cosv, (2 + cosu) sinv, sinu).
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mmmmmmm FUNtos elipticos

£

mmmmmmm  Puntos hiperbdlicos

Emmmmm Puntos parabolicos

5.5. Las aplicaciones de Gauss y Weingarten

Ahora presentaremos una manera analitica de obtener la curvatura Gaussiana y la cur-
vatura media.

Sea S una superficie en R®. Sea p € Sy V una vecindad abierta de p en S. La aplicacion
de Gauss N:V — S? es una aplicacién diferenciable que asocia a cada punto p € V. C S un
vector normal unitario como se ilustra en la Figura 132

N
N,(®) o I
SZ

Figura 13: Aplicacién de Gauss.

Una manera de dar la aplicacién de Gauss es la siguiente. Sea F: U — S C R? una
parametrizacién de S, con U un abierto de R? y la traza de F es V = F(U). Sean ¢ € U
vy p = F(q), entonces la aplicacién de Gauss estd dada por el producto cruz en R? de las
derivadas parciales de F' normalizado:

_ _Fulg) X Fi(q)
1F.(q) x Fy(q)l

La diferencial de la aplicacién de Gauss, conocida como aplicacion de Weingarten, es
una aplicacién lineal dN,: T,S — TN(p)SQ. Como T,S y TN(p)SQ son planos paralelos, dV,
puede verse como una aplicacién lineal de 7,,S en si mismo dN,: T,S — T,S. Una propiedad
muy importante de la aplicacion de Weingarten es que es autoadjunta, es decir, satisface la
siguiente igualdad (do Carmo, 1994, Seccién 3.2, Proposicién 1)

(dNy(v1),v2) = (v1,dNy(ve)), para todo vy,vs € 1,5,

N(p)
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donde ( , ) es el producto interior en R? restringido a 7},S. Esto implica (ver (do Carmo,
1994, Teorema, Apéndice del Capitulo 3)) que existe una base ortonormal {ej,e;} de 7,5,
que corresponde a las direcciones principales, tal que

dNy(e;) = —kie;, coni=1,2,

es decir, las direcciones principales son vectores propios de dN, con valor propio —r;. Por lo

tanto, e; y es forman una base ortonormal que diagonaliza a dN,. Entonces dN,, = (_('fl _?{2 )

y
1
K = detdN,, H = —3 traza dN).

Podemos definir una forma cuadratica ): 7,5 — R mediante Q(v) = —(dN,(v),v), la
cual restringida a la circunferencia unitaria en 7,,S da la funcién k: S' — R definida en (1),
es decir, k(v) = Q|g: (v) = Ky, y por esta razén la funcién k es continua.

5.6. Superficies orientables y no orientables

Como vimos en la Subseccién 5.5, dada una parametrizacién F': U — S C R?® de una
superficie S, con U un abierto de R?, la aplicacién de Gauss asocia a cada punto p = F(q)
en la imagen de F' el vector normal dado por el producto cruz de las derivadas parciales de
F| es decir, N(p) = % para toda ¢ € V. En otras palabras, la aplicacion de Gauss
define un campo vectorial normal diferenciable sobre el subconjunto abierto V = F(U) de S.
Un hecho sorprendente es que no todas las superficies admiten un campo vectorial normal
diferenciable definido globalmente sobre toda la superficie. Un ejemplo de dichas superficies
son la banda de Mobius® y la botella de Klein* mostradas en la Figura 14. Diremos que dichas

superficies son no orientables.

(a) Banda de Mobius (b) Botella de
Klein

Figura 14: Superficies no orientables.

Por otro lado, diremos que una superficie S es orientable si admite un campo vectorial
normal diferenciable N definido en toda la superficie. La eleccién de dicho campo N es
llamada una orientacién de S. Ejemplos de superficies orientables son la esfera® y el toro®
mostrados en la Figura 15.
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TE 44 .A‘ 44
.S:wy‘ 47 .
TR a2

Figura 15: Superficies orientables.

Por lo tanto, si S es una superficie orientable, escoger una orientacion es equivalente a dar
una aplicacién de Gauss global, es decir, definida sobre toda la superficie N: S — S? C R3.
En este caso, la curvaturas de Gauss K: S — R y media H: S — R también estan bien
definidas sobre toda la superficie.

6. Dimensiones superiores: variedades Riemannianas

Como mencionamos en la Seccion 5, el concepto de superficie regular se puede generalizar
a dimensiones superiores para obtener subconjuntos de R"™ tales que en cada punto tengan
bien definido un espacio tangente, el cual es un subespacio de R™ de dimension k < n.

Definicion 3. Un subconjunto M C R"™ es una variedad diferenciable de dimension 0 < k <
n si para cada p € M, existe una vecindad V' en R" y una aplicacién F': U — V N M de un
subconjunto abierto U de R* sobre V N M C R" de la forma

F(uy,...,ug) = (x1(ug, .. sug), oo (g, ..o ug))
tal que
1. La aplicacion F' es diferenciable.
2. La aplicacién F' es un homeomorfismo.
3. Cada aplicacion F': U — M tiene matriz Jacobiana
) - 5=(g)
DF,=| : . i |=(Fule ... F,.(0),
Safg) ... %=(q)

de rango k para todo punto q = (uy,...,u;) € U C R*.
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Como en el caso de las superficies regulares, la condicién 3 es equivalente a que los k
vectores en R™ dados por las derivadas parciales F,,(q) con ¢ = 1,..., k, sean linealmente in-
dependientes. El espacio tangente T, M a la variedad M en el punto p = F(q) es el subespacio
generado por los vectores Fy,(q), ..., Fy,(¢). Como T,M es un subespacio de R", podemos
dotar a T,M de un producto interior restringiendo el producto interior estandar de R". Una
variedad diferenciable M dotada de un producto interior en cada espacio tangente 7),M que
varia diferenciablemente es llamada una variedad Riemanniana.

En el plano R?, dados dos puntos, la linea de menor longitud que los une es el segmento de
recta que pasa por ambos puntos. Analogamente, dados dos puntos en el espacio Euclidiano
de dimensién n la linea de menor longitud que los une es una recta. En general, dada una
variedad Riemanniana de dimensién k£ en R", existen curvas de menor longitud que unen dos
puntos las cuales son llamadas geodésicas. En una superficie S, una curva C' es una geodésica
si la curvatura geodésica k, de C' en todo punto es cero. Por ejemplo, en la esfera S? las
geodésicas son los circulos maximos, como los meridianos o el ecuador en el Ejemplo 1. Esto
es facil de ver, pues los circulos maximos se obtienen de intersectar a la esfera con planos
que pasan por el centro de la esfera, dichos planos son planos normales a la esfera, por lo
tanto, la curvatura geodésica de los circulos maximos es cero. Para saber mas sobre geodésicas
recomiendo el articulo (Simanca, 2002).

7. Hipersuperficies en R"

Una hipersuperficie en R" es una variedad diferenciable de dimensién n — 1 (codimensién
1). Sea S C R™ una hipersuperficie. Podemos definir curvaturas normales como en el caso de
superficies en R3. Sean p € S, un vector normal unitario N en p y un vector tangente unitario
v € T,,S. La interseccién del plano generado por N y vy S es una curva, cuya curvatura x, es
la curvatura normal de S en p en la direccién de v. La aplicacién v — &, es la restriccion a la
esfera unitaria de una forma cuadratica @ en 7,,S. Existe una base ortonormal {ei,...,e,_1}
de T,S que diagonaliza a (). Las direcciones ey,...,e,_; son llamadas las direcciones de
curvatura principales en p y las cantidades correspondientes

K1 = Keyy ooy bn = Ke,_,

son las curvaturas principales de S en p.
Como en R3 podemos considerar la aplicacion de Gauss

N:S— st

cuya diferencial
dN,: T,S — TnpS" ' =2 1,8
satisface las ecuaciones
de(ei) = —HR;€;, 1= 1,...,n— 1.

Definimos la curvatura media

1
H = Ry ) = —
n—l(ﬁl—i- + K 1) n—1
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y la curvatura de Gauss-Kronecker
Ri1...Kp—1 — (_1)71—1 det(de)

Ademas, tenemos las otras funciones simétricas elementales de las curvaturas principales,
llamadas curvaturas medias de orden superior. Denotemos por H; a la curvatura media de
orden j-ésimo, normalizada tal que

n—1 n—1
[T+ ) Z(n_l)Hﬂ
j=1 Jj=

Entonces H, = H, la curvatura media y H,_1 es la curvatura de Gauss-Kronecker.

En dimensiones superiores tenemos curvaturas intermedias. Entre ellas Hs juega un papel
importante. Salvo por una constante, Hy es igual a la curvatura escalar, la cual definiremos
en la siguiente seccion.

8. Curvatura seccional y curvatura escalar

Sea M una variedad Riemanniana de dimensién £ en R™. Riemann definié en cada punto
p € M las curvaturas seccionales: sean v,w € T,M linealmente independientes. Para todo
vector unitario

U= \v+ pw

existe una tnica geodésica en M que empieza en p con vector tangente u (ver (do Carmo,
1992, Ch. 3, Proposition 2.7)).

Dichas geodésicas, al variar u generan una superficie cuya curvatura Gaussiana en p es
llamada la curvatura seccional K, = K|[v,w] del plano 7 generado por v y w.

Sea 8 = {e1,...,ex} una base ortonormal de 7,M. Entonces la cantidad
s=2 Z les, €]
1<i<j<k

es independiente de 5 (ver (do Carmo, 1992, §4.4)), llamada la curvatura escalar de M en p.
Si M es una hipersuperfice en R™ podemos considerar a e; como las direcciones principales
en p. Entonces K|e;, e;] = k;k; por lo que

Z Kikj, 0o Ss=(n—1)(n—2)H,.

1<i<j<k

9. Resultados clasicos sobre curvatura

Ya que hemos visto diferentes tipos de curvaturas, en esta seccién enunciaremos algunos
resultados clasicos que las involucran. Para ver mas resultados relacionados con curvaturas
recomiendo el articulo panoramico de Osserman (Osserman, 1990) el cual en parte motivé al
presente articulo.
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9.1. Cantidades intrinsecas y extrinsecas

Sea M C R™ una variedad Riemanniana. Las cantidades intrinsecas de M son determina-
das mediante mediciones sobre M misma. Las cantidades extrinsecas dependen del encaje de
M en R”, es decir, de “cémo estd metida” M en R"™. Para S C R? las curvaturas principales
y la curvatura media son extrinsecas: enrollar una hoja en un cilindro las cambia, pero no
cambian las distancias a lo largo de S. Sorprendentemente, el Teorema Egregio de Gauss
(do Carmo, 1994, §4-3) dice que la Curvatura Gaussiana K = Kiky es intrinseca. Para una
discusion sobre porpiedades intrinsecas vs. extrinsecas recomiendo el articulo (Palmas, 2020).

9.2. Teorema de Gauss-Bonnet

Antes de poder enunciar el Teorema de Gauss-Bonnet necesitamos dar algunas definicio-
nes.

Una superficie es compacta si es compacta como espacio topolédgico (cerrado y acotado
como subespacio de R?). Algunas superficies tienen frontera, como la banda de Mobius. Una
superficie cerrada es una superficie compacta y sin frontera. Ejemplos de superficies cerradas
son: la esfera, el toro y la botella de Klein.

Recordemos que dos espacios topoldgicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo
entre ellos, es decir, una aplicacién biyectiva continua cuya inversa también es continua. En
topologia dos espacios homeomorfos son considerados equivalentes.

El Teorema de clasificacion de superficies (ver por ejemplo (S. William Massey, 1967))
nos dice que toda superficie cerrada orientada es homeomorfa a una superficie de la siguiente
lista: la esfera, el toro, el toro con dos hoyos, etc., como se muestra en la Figura 167.

(a) Género 0 (b) Género 1 (c) Género 2

Figura 16: Superficies cerradas orientadas

Distinguimos las superficies de la lista anterior por que tienen diferente género, que in-
tuitivamente corresponde al “ntimero de hoyos”.

A toda superficie cerrada orientada S podemos asociarle un nimero entero x(S) llamado
la caracteristica de Fuler-Poincaré de S. Una manera de calcular a x(5) es la siguiente. Un
resultado muy importante en topologia es que las superficies compactas se pueden triangular
(ver (Doyle and Moran, 1968)), es decir, podemos encontrar un poliedro P que sea homeo-
morfo a una superficie S dada. En la Figura 17 se muestran triangulaciones de la esfera® y
del toro:
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Figura 17: Triangulaciones de la esfera y el toro.

La caracteristica de Euler-Poincaré de la superficie S se define como x(S) =V — A+ C,
donde V' es el nimero de vértices, A el de aristas y C' el de caras de una triangulacién P, y
no depende de la triangulacion, por lo que es un invariante topologico, el cual es completo, es
decir: dos superficies cerradas orientadas S y S’ son homeomorfas si y sélo si x(5) = x(5).
Por ejemplo, la esfera tiene caracteristica de Euler-Poincaré igual a 2 (un tetraedro es una
triangulacién de la esfera y ahi es facil calcularla), por lo tanto, toda superficie cerrada y
orientada S con x(S) = 2 es homeomorfa a la esfera. Si denotamos por T, a la superficie de
género g (toro con g hoyos) tenemos que x(7,) = 2 — 2g, por lo tanto, la tnica superficie
cerrada y orientada con caracteristica de Euler-Poincaré positiva es la esfera.

Sea S una superficie orientada. Una curva parametrizada reqular a trozos cerrada y simple
a: I — S es una curva cerrada, sin autointersecciones, cuya recta tangente no esta definida
sélamente en un numero finito de puntos t,...,t; € I, los puntos «(t;), ¢ = 1,...,k, son
llamados los vértices de « y las trazas a([t;, t;11]) son los arcos regulares de a. En cada
vértice a(t;) definimos el dngulo exterior 8; como el dngulo formado por los limites izquierdo
y derecho respectivamente cuando ¢ — ¢;, de los vectores tangentes o(t) con t € [t;_1,1;]
y t € [t;, t;1] respectivamente. El signo del dngulo 6; estd dado por la orientacién de S. El
dngulo interior n; en el vértice a(t;) estd dado por n; = 7 — 6;.

Figura 18: Angulos exteriores e interiores de una curva parametrizada regular a trozos.

Sea S una superficie orientada. Una subconjunto R de S es una region simple si R es
homeomorfa a un disco y la frontera OR de R es una curva parametrizada regular a trozos
cerrada y simple a: I — S. Intuitivamente la frontera a esta orientada positivamente si al
caminar sobre la curva en la direccién positiva, con la cabeza apuntando en la direccién del
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vector normal N que da la orientacién a S, la region R queda a la izquierda. Llamaremos
tridngulo a una regién simple con sélo tres vértices como la mostrada en la Figura 19.

Figura 19: Regién simple (tridngulo) en una superficie.

Decimos que una regiéon R C S es reqular si R es compacta y su frontera OR es la
union de un numero finito de curvas regulares a trozos, cerradas y simples que no se cortan.
Consideraremos a una superficie cerrada como una region regular sin frontera.

Ahora podemos enunciar el Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 2 (Teorema de Gauss-Bonnet(do Carmo, 1994, §4.5)). Sea R una region reqular
de una superficie orientada y sean C1, ..., C, las curvas requlares a trozos cerradas y simples
que forman la frontera OR de R. Supongamos que cada C; estd orientada positivamente y
sean 01,...0, el conjunto de todos los dngulos externos de las curvas C4, ..., C,. Entonces

il/c /s;g(s)dsvt//RKdvol—i—éHl:27TX(R)_ 2)

donde s denota la longitud de arco de C; y la integral sobre C; significa la suma de las
integrales que corresponden a los arcos requlares de C;.

Si consideramos a una superficie cerrada como una regién regular sin frontera, en la
férmula no hay contribucuén por la frontera ni por angulos exteriores obteniendo el siguiente
corolario.

Corolario 1 (Teorema de Gauss-Bonnet(do Carmo, 1994, §4-5)). Sea S una superficie ce-
rrada, conexa y orientada. Entonces

//SKdvol = 2mx(95),

con x(S) la caracteristica de Euler-Poincaré.

Este teorema relaciona fuertemente la geometria y topologia de la superficie. Por ejemplo,
si la curvatura K de S es estrictamente positiva, entonces la integral es estrictamente positiva,
lo que implica que x(S) > 0. Como vimos, la esfera es la tinica superficie cerrada orientada
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con caracteristica de Euler-Poincaré positiva. Por lo tanto, la curvatura impone restricciones
a la topologia de la superficie.

Ahora consideremos un triangulo geodésico T en una superficie S, es decir, una region
simple con sélo tres vértices, tal que los arcos regulares de su frontera sean geodésicas de S.
Como una regioén simple es homeomorfa a un disco, tenemos que x(7") = 1 y como la frontera
esta formada por geodésicas, la curvatura geodésica es cero, por lo tanto, en la féormula la
primera integral es cero. Expresando a los dngulos exteriores en términos de los dngulos
interiores obtenemos.

Corolario 2. Sea T un triangulo geodésico en una superficie orientada S. Entonces

//KdVOl:U1+772+773—7T7
R

donde n;, 1 = 1,2,3, son los dngulos interiores de T'.

Si S es el plano euclidiano, T" es un triangulo euclidiano, cuyos lados son segmentos de
recta (geodésicas en el plano), tenemos K = 0, la integral es cero y obtenemos el conocido
resultado de geometria euclidiana que la suma de los angulos interiores de T es igual a 7.
Si S es la esfera unitaria, 7' es un tridangulo esférico, cuyos lados son segmentos de circulos
maximos, tenemos K = 1, la integral es estrictamente positiva y obtenemos que la suma de
los angulos interiores de T' es mayor a m, esto corresponde a la geometria eliptica. Si S es el
plano hiperbdlico, tenemos K = —1, la integral es estrictamente negativa y obtenemos que la
suma de los angulos interiores de T" es menor a 7, esto corresponde a la geometria hiperbdlica.

Un espacio de Alexandrof (X, d) es un espacio métricos geodésico con una nocién sintética
de curvatura acotada inferiormente, la cual se define comparando triangulos geodésicos en X
con triangulos euclidianos, elipticos o hiperbdlicos. Los espacios de Alexandrof es un area muy
activa de investigacién actual, para saber mds al respecto recomiendo el articulo (Moguel,
2021).

En 1944 Chern (Chern, 1944) generaliz6 el Teorema de Gauss-Bonnet para variedades
diferenciables cerradas orientadas de dimensién 2n, expresando la caracteristica de Euler-
Poincaré como la integral de cierto polinomio de su forma de curvatura.

9.3. Superficies minimas

Una superficie S es minima si localmente minimiza su drea. Una superficie S es minima si
y sélo si su curvatura media es cero (H = 0) (do Carmo, 1994, §3-5). Ejemplos de superficies
minimas son las formadas por peliculas de jabén como la mostrada en la Figura 20'°.
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Figura 20: Superficie minima de Costa.

Si el lector desea saber més sobre las superficies minimas recomiendo el articulo (Galaz-
Garcia, 2004).

10. Regresando a la motivacion

Regresando a la motivacién inicial del articulo, dado un plano P en R® y un punto p en
P, si tomamos cualquier otro plano () perpendicular a P que pase por p, tenemos que la
interseccion de P y () es una recta que pasa por p. Entonces todas las curvaturas normales
de P en p son cero, y por lo tanto, la curvatura Gaussiana de un plano en todo punto es cero.

Por otro lado, consideremos la esfera unitaria S? en R?® y un punto p € S?. Si tomamos
un plano Q ortogonal a la esfera que pase por p, la interseccién de ) con S? es un circulo
méaximo, el cual tiene curvatura 1. Entonces, todas las curvaturas normales de S? en p son 1
y por lo tanto, la curvatura Gaussiana de la esfera es 1.

Como el plano y la esfera tienen diferente curvatura Gaussiana no podemos obtener un
pedazo de esfera sin doblar, estirar o cortar una hoja de papel. Es por esto, que no podemos
obtener un mapa perfecto.

11. Para saber mas

Al lector interesado en saber mas sobre las diferentes nociones de curvatura y de geometria
Riemanniana en general, recomiendo el articulo (Rio, 2002) y el libro (Munoz, 2009). Para
un estudio méas formal, recomiendo los textos clasicos (do Carmo, 1992, 1994) y para una
visién panoramica de la geometria Riemanniana el libro (Berger, 2003).
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Resumen

Mostramos que, bajo ciertas hipdotesis, las cuddricas en el espacio euclideano 3—dimensional
ayudan a describir una clase importante de transformaciones que actian sobre corchetes de
Poisson definidas en este espacio, llamadas transformaciones gauge.
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1. Introduccidon

Resolver, o estudiar, un problema reduciéndolo a otro mas sencillo de tratar es quiza de
las ideas méas antiguas y fundamentales en Matematicas, y en la ciencia en general. Bajo esta
idea, presentamos en este articulo una manera de reducir un problema de interés en Geo-
metria de Poisson, una rama de la Geometria Diferencial, al estudio de cuadricas, objetos
bien conocidos y estudiados en Geometria Analitica, Algebra Lineal y Calculo, por ejemplo.
Concretamente, mostramos que el estudio de una clase de transformaciones que actian sobre
los denominados corchetes de Poisson, llamadas transformaciones gauge, se puede reducir
bajo ciertas hipétesis al estudio de cuddricas en el espacio euclideano de dimensién tres, R?.
Uno de los principales resultados obtenidos es el Teorema 1:

Teorema 1 La transformacion gauge de un corchete de Poisson lineal en R? mediante un
campo vectorial afin estd definida en R? salvo una cuddrica, pudiendo ser ésta imaginaria o
degenerada.

Luego, en el contexto de este resultado, para transformaciones gauge del llamado cor-
chete de Poisson del cuerpo rigido obtenemos el Teorema 3, en el cual se presentan algunas
condiciones para determinar las cuadricas mencionadas en el teorema anterior. Ain mas, en
Observaciones 11 se presenta una version mas general del Teorema 1 que involucra la nocion
de variedad algebraica en sentido clésico.

ISSN 2448 5365 Los contenidos de este articulo estdn bajo una licencia de Creative @@@@
Universidad de Sonora Commons Atribucién No Comercial - Sin Obra Derivada 4.0 Internacional BY NC ND



Giottonini-Maldonado y Ruiz—Pantaleén Cuédricas en R3

La Geometria de Poisson trata del estudio (de la geometria) de los denominados corchetes
de Poisson en variedades diferenciales (Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengoux et al., 2013),
cuyo origen, como objetos algebraicos, se remonta al trabajo de Siméon Denis Poisson en 1809
(Poisson, 1809) en el que aborda un andlisis de ciertos sistemas mecanicos. Actualmente, los
corchetes de Poisson se pueden entender como objetos que codifican la evolucion temporal
de sistemas mecanicos (cldsicos y/o cuanticos) y que dotan de una geometria especial a las
mismas (Lichnerowicz, 1977; Weinstein, 1983). Este contexto geométrico proporciona una
manera de describir la dinamica hamiltoniana de forma rigurosa y cuyas aplicaciones, como
es sabido, son casi omnipresentes en todos los ambitos cientificos. Un ejemplo casico es el
llamado cuerpo rigido (Marsden and Ratiu, 1999). El estudio de los corchetes de Poisson ha
tomado cada vez mas relavancia en las ultimas décadas por las multiples conexiones que se
han encontrado con otras areas de la matematica y de la fisica.

En Geometria de Poisson se plantea de manera natural la pregunta de si es posible trans-
formar un corchete de Poisson y obtener otro. La respuesta en general es que no. Sin embargo,
existe un tipo especial de transformaciones, que se llaman transformaciones gauge (Severa
and Weinstein, 2001; Bursztyn, 2005; Evangelista-Alvarado et al., 2021), con la propiedad
de transformar corchetes de Poisson en corchetes de Poisson. No solamente esto, ya que en
general tales transformaciones estan asociadas a una clase especial de 2-formas diferenciales,
preservan en cierto sentido la geometria generada por los corchetes de Poisson. Esto tltimo
solo es el reflejo de un hecho mas profundo: las transformaciones gauge estan fuertemente
relacionadas con el concepto de simetria. Concepto que ha jugado un rol central en el desa-
rrollo de la fisica moderna. Por ejemplo, en Teoria Cuantica de Campos. Un tratamiento de
las transformaciones gauge desde esta perspectiva y sus implicaciones en fisica queda fuera
del alcance de este articulo. Sin embargo, no solo lo mencionamos para dejar entrever la rela-
vancia de las transformaciones gauge sino porque es un tema de investigacién actual, incluso
en el espacio R? para el estudio del cuerpo rigido (de la Cruz et al., 2017).

En este articulo, nos centramos en el estudio de las transformaciones gauge de corchetes
de Poisson en R3. Entre las ventajas de trabajar en este espacio se encuentra que los corchetes
de Poisson estan completamente caracterizados por campos vectoriales y matriciales “espe-
ciales” (Lema 1). Esto permite utilizar herramientas del calculo vectorial y matricial para
estudiar ciertas propiedades y transformaciones de los corchetes de Poisson. En particular,
las mencionadas transformaciones gauge, las cuales se corresponden con campos vectoriales
que hacen que se satisfaga una condicién de invertibilidad (Definicién 1). Un primer resul-
tado obtenido es la Proposicion 1, en la cual se describe el dominio de definicién y se da
una férmula explicita de las transformaciones gauge de corchetes de Poisson en R?. Como
consecuencia, en el Corolario 1 se presenta una clase de transformaciones gauge definidas
en todo el espacio R?® que dejan invariante a los corchetes de Poisson. Luego, utilizando la
Proposicion 1 y otros resultados auxiliares, se deduce el Teorema 1 mencionado previamente.
Finalmente, aplicando estos resultados al corchete de Poisson del cuerpo rigido obtenemos el
Teorema 3 descrito en lineas anteriores.

Observaciones 1. Presentamos una idea intuitiva del porqué las transformaciones gauge
estan relacionadas con el concepto de simetria (interna): en un racimo de uvas perfectamen-
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te esféricas, si cada una de las uvas es rotada respecto a algun eje de simetria (distinto, en
general), es claro que el racimo permanece sin cambios. Aun mds, si cada una de las uvas
es de un solo color, desde una perspectiva externa pareceria que no hay ningun tipo de “mo-
vimiento” o “accion” sobre el racimo. Notemos que una rotacion no deforma, no cambia de
posicion y tampoco destruye las wvas. Si pensamos en la accion de rotar cada wva (simetria
interna) como una transformacidn sobre todo el racimo, esta transformacion es lo que enten-
deriamos como una transformacion gauge del racimo. Para el caso de un corchete de Poisson
en una variedad diferencial M, en particular en R3, el racimo vendria a ser M vy cada una
de las uwvas subvariedades (puntos y superficies en el caso de R?) generadas de alguna ma-
nera por el corchete de Poisson y que constituyen a M. Una transformacion gauge sobre el
corchete de Poisson seria equivalente a una “transformacion” sobre las subvariedades que no
las deforma, no las “cambia de posicion” y tampoco las destruye, y que ademds da lugar a
un, posiblemente diferente, corchete de Poisson en M.

2. Preliminares

En esta seccién se recuerdan brevemente las nociones de cuadrica, campo vectorial y
campo matricial en el espacio euclideano 3-dimensional, herramientas necesarias para el
desarrollo del presente trabajo.

Primero, en esta y en las demds secciones, se fijardn coordenadas (x,y, z) para el espacio
euclideano (real) de dimensién tres,

R*={X = (z,y,2)" |2,y,2 € R}. (1)

Ademds, se denotard por Cg5 := {f : R* — R| f es de clase C*°} al espacio de funciones sua-
ves en R? y por M3(IR?) al espacio de matrices reales de tamafio 3 x 3.

Cuddricas. Una cuddrica, o superficie cuddrica, en R? es una superficie determinada por
una ecuacién de la forma

Ar* + By* + C2* + Daxy+ Exz + Fyz + Ge + Hy + [z 4+ J =0, (2)

con A, B,...,J € R. En otras palabras, es la superficie generada por los ceros de un polinomio
de grado dos, o polinomio cuadratico, en R?.
Si no existen soluciones (reales) a la ecuacion (2), la cuddrica se dird imaginaria.

Ejemplo 1. La esfera unitaria en R? es la cuddrica determinada por la ecuacion x2 + y* +
2
z—1=0.

En notacién vectorial, la ecuacién (2) se puede escribir como

(S X +6,X)+J =0, (3)
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con X en (1), donde S, y ¢ son, respectivamente, la matriz simétrica 3 x 3 y el vector en R?
definidos por

(24 D E G
Su=5| D 2B F y t=|( H |, (4)
E F 2 I

y (, ) denota el producto escalar (punto) de vectores,
(v,w) :==v'w, v,weR>.

Si la matriz S en (24), dependiente de S, y ¢, tiene determinante cero, la correspondiente
cuadrica se dird degenerada.

La expresién en el lado izquierdo de la ecuacién (3) resulta de particular interés ya que,
como es sabido, las cuddricas se pueden clasificar en funcién de S, y ¢ (Zwillinger, 2018).
Para los propédsitos de este articulo, referimos a la clasificacién presentada en el Apéndice A.

Observaciones 2. La ecuacion de una cuddrica en R™ se escribe de manera andlaga a la
ecuacion (3).

Campos Vectoriales. Un campo vectorial suave en R? es una funcién vectorial
PR — R3
(.I',y,25> '—>¢(%Z/az) = (¢1,¢27¢3)T; wizwi(x7y7z))

tal que ¢; € CF5, con @ = 1,2, 3. Es decir, tal que cada una de las funciones ;, llamadas las
componentes del campo vectorial v, son funciones suaves en R3.

Si todas las componentes de un campo vectorial son funciones polinomiales, se dira que el
campo vectorial es polinomial. En particular, si todas las componentes son funciones lineales,
el campo vectorial se dira lineal.

Ejemplo 2. El campo vectorial 1) = (z,y,2)" es un campo vectorial lineal en R3.

Recordamos que, ademds de las operaciones usuales (por ejemplo, el rotacional), los cam-
pos vectoriales heredan las operaciones usuales para vectores en R?, tales como el producto
escalar y vectorial. En particular, la multiplicaciéon de un campo vectorial por una funcién
escalar se define por

fd} = (f¢17f¢27f¢3)—r7 fecﬂ%%

Campos Matriciales. Un (3 X 3)-campo matricial suave en R? es una funcién matricial
M :R? — M3(R?)

i1 Hi12 H13
(x,y,2) — M(z,y,2) = | por po2 pos |, i = pij(x,y,2),
H31  H32 33

tal que p;; € Cgs, con 4,7 = 1,2,3. Es decir, tal que cada una de las funciones p;;, llamadas
las componentes del campo matricial M, son funciones suaves en R3.
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Observaciones 3. En general, un (k x l)-campo matricial en R"™ es una funcién matricial
de R™ al espacio de matrices reales de tamano k x 1. En particular, los campos vectoriales
son una clase especial de campos matriciales.

De particular interés serdn los (3 x 3)—campos matriciales antisimétricos en R?, es decir,
funciones matriciales de tipo

0 Hi2 13
M = —H12 0 o3 . (5)
—p13 —p2z 0

Para este articulo, lo importante de esta clase de campos matriciales es que estan en
biyeccién con el espacio de campos vectoriales en R®. Concretamente, cada campo vecto-
rial ¢ = (1,19,%3)" en R? induce un tnico (3 x 3)-campo matricial antisimétrico, que
denotaremos por [¢]x, definido por

0 —t¢s s
[Y]x = V3 0 —¢p |. (6)

=t P10
Reciprocamente, dado un (3 x 3)-campo matricial antisimétrico como en (5), las funciones
Wy = —o3, Vg 1= jl13 Y 3 = —i1o definen un tnico campo vectorial en R3 mediante la

férmula ¢ := (v, ¢27¢3)T-

Por tanto, en el espacio R?, los (3 x 3)—campos matriciales antisimétricos estdn parame-
trizados por campos vectoriales y podemos expresarlos (siempre) como en (6). Ademads, por
definicion, es claro que

f[d’]x:[fwx; para toda f € Cgs. (7)

Observaciones 4. En /flgebm Lineal, dado un vector v € R®, a la matriz [v]x definida de
manera idéntica a (6) se le conoce como la matriz del producto cruz por el vector v (Liu and
Trenkler, 2008). Esto se debe a que el producto (usual) de [v]x con cualquier vector w € R3
es igual al producto cruz de v y w.

3. Corchetes de Poisson en R?

En esta seccién se presenta la definicién de un corchete de Poisson en R3. Enseguida,
se muestra que estos objetos estan en correspondencia con una clase especial de campos
vectoriales y campos matriciales en R3.

Algebraicamente, un corchete de Poisson en R?* (Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengoux
et al., 2013) es una operacién binaria {, } en el espacio de funciones suaves en R3,

(L3035 x5 — O,

que satisface los siguientes axiomas:
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(a) R-linealidad,
{Cfag}:C{f,g}, ce R

(b) Antisimetria,
(c) Identidad de Jacobi,

{f g, n}} +{g,{n. f}} +{h,{f.9}} = 0.

(d) Regla de Leibniz,
{f.gh} = g{f,h} +{f. g}h.

Para cualesquiera f, g,h € Cg3.

Observaciones 5. Notemos que (a) y (b) implican que un corchete de Poisson es una ope-

racion R-bilineal: {f,cg} = —{cg, f} = —c{g, [} = { [, g}

La existencia de corchetes de Poisson se asegura notando que la operacién { f, g} = 0, para
toda f, g € Cgs, define un corchete de Poisson en R3, llamado corchete de Poisson trivial.

Ejemplo 3. La operacion binaria en el espacio Cg; dada por

_ 0 (99 09\, 0f (99 0g)\ 0f (09 9
{f’g}_ax <8y 8z)+0y (02 0x)+8z <8x 8y>

define un corchete de Poisson en R3.

Observaciones 6. Los axiomas que definen a un corchete de Poisson en R™, o de manera
mds general, en un variedad diferencial real, son idénticos a los incisos (a)—(d).

La identidad de Jacobi refleja en cierto modo la no asociatividad de los corchetes de
Poisson. En general, la no asociatividad de una operacién binaria.

Ejemplo 4. El producto vectorial (cruz) X : R® x R — R3, como operacion binaria en R3,
no es asociativa. Pero si satisface la siguiente identidad (de Jacobi): u X (v X w) +v X (w X
u) +w X (u X v) =0, para cualesquiera u,v, w € R3.

La regla de Leibniz asegura que, si fijamos una funcién H € Cg3, la operacién unaria

ady : Cgs — Cg3 definida por ady(f) := {H, f} actia como una derivada sobre el producto
(usual) de dos funciones:

adg(fg) = adu(f) g+ fadu(g), f.g€ Cgs. (8)

Observaciones 7. En un contexto mds general, la identidad (8) dice que ady es una de-
rivacion del producto puntual de funciones. Por tanto, define un campo vectorial llamado
campo hamiltoniano de H con respecto al corchete de Poisson {, } (Marsden and Ratiu,
1999; Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengouz et al., 2013).
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Si bien los corchetes de Poisson se pueden definir y estudiar en variedades diferenciales,
entre las ventajas de restringirse al espacio R? se encuentra que podemos caracterizarlos
completamente en términos de campos vectoriales y matriciales “especiales”.

Lema 1. FEuxiste una biyeccion entre:

(1) Corchetes de Poisson en R3.

(11) Campos vectoriales 1 en R® que satisfacen la ecuacion
(¥, rot ) = 0. (9)

(1) (3 x 3)-Campos matriciales antisimétricos []x en R®, ver (6), tales que el campo
vectorial 1 satisface (9).

Demostracién. Primero, probaremos que erxiste una biyeccion entre (11) y (1). Sea ¢ =
(1, 19,103) T un campo vectorial en R? que satisface (9). Entonces, la operacion binaria en
Cgs dada por

{f,9}y =, VfxVg), [ g€ Cgs; (10)

donde V denota el operador gradiente para funciones escalares, define un unico corchete de
Poisson en R®. En efecto, la R-linealidad y antisimetria se siguen directamente de las propie-
dades de V, X y (, ). La identidad de Jacobi, usando el hecho de que es suficiente verificarla
para funciones coordenadas (Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengouz et al., 20183), en este
caso (x,y,z), se sigue de

{$7 {y7 Z}w}w + {y7 {Z, 95}1/;}11; + {Zv {[L’, y}w}w = _<1/}a rot ¢> (11)

La regla de Leibniz se sigue de la iqualdad

{f,gh}y = (0, VfxV(gh)) = (¢, V[ x (gVh+hVg)) = g{tp, Vf X Vh)+h{), V[ X Vg).

Ahora, sea ) = (1;1, o, 7;3)1— otro campo vectorial en R? que satisface (9). Si {f, gty =1{f.g}v
para todo f,g € Cg3, entonces, en particular, se tiene que U = {y,2}; ={y, 2}y = ¥1. De

manera andloga se muestra que debe ser 1y = by y Y3 = 3. Lo que prueba que la asignacion
Y= {, }y esinyectiva. Ain mds, es sobreyectiva. En efecto, si{, } es un corchete de Poisson
en R3, entonces las funciones

Y = {y,z}, Yo 1= {va}v Y3 = {x,y},

determinan de manera tnica un campo vectorial 1 = (11,19,13)" en R que satisface (9)
debido a la identidad de Jacobi para {, } y a que se cumple una igualdad idéntica a (11).
Adn mds, el corchete de Poisson {, } se expresa como en (10) en términos de esta 1. Lo
que muestra la biyeccion entre (11) y (1). Finalmente, la correspondencia entre (11) y (111) se
sigue de la biyeccion entre campos vectoriales y (3 X 3 )—campos matriciales antisimétricos en
R3 dada por la férmula (6). O
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Ejemplo 5. El campo vectorial 1 = (z,y,2)" en R® del Ejemplo 2 tiene rotacional nulo,
rot ¢ = 0. Por tanto, satisface de manera automdtica la ecuacion (9). Utilizando la férmula
(10), el correspondiente corchete de Poisson estd dado por

ot (2000 0508\ | (0700 0500\, (005 070
91 Oy 0z 0z0y 0z 0x 0Ox 0z Ooxdy Oyox)

Ejemplo 6. Para el corchete de Poisson del Ejemplo 3 se tiene que {y,z} =1, {z,2} =1,
{x,y} = 1. Por tanto, induce el campo vectorial constante 1 = (1,1,1)T en R? que claramente
satisface la ecuacion (9) por tener rotacional cero.

Observaciones 8. La ecuacion (9) codifica la identidad de Jacobi para la operacion definida
en (10). En términos coordenados, esta ecuacion se traduce en un sistema sobredeterminado
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Caracterizar a los corchetes de Poisson en R? en términos de campos vectoriales permi-
te utilizar herramientas del célculo vectorial para estudiar ciertas propiedades y/u objetos
asociados. En la siguiente seccion aprovecharemos esta observacion para estudiar una clase
especial de transformaciones de los corchetes de Poisson, llamadas transformaciones gauge.

4. Transformaciones (Gauge de Corchetes de Poisson en
RB

Es usual que al tener un determinado objeto algebraico, o geométrico, surja la pregunta
de si es posible transformarlo y obtener un (otro) objeto de la misma naturaleza. Para
el caso de los corchetes de Poisson en variedades diferenciales existe un tipo especial de
transformaciones, que se llaman transformaciones gauge, con la propiedad de transformar
corchetes de Poisson en corchetes de Poisson y que en cierto modo actiian como una especie de
simetria sobre las correspondientes variedades diferenciales (ver Observaciones 1). El primer
objetivo de esta seccion es presentar una descripcién de estas transformaciones en el espacio
euclideano 3—dimensional. Luego, utilizando esta descripcion, se mostrara que el estudio de
transformaciones gauge “afines” de corchetes de Poisson lineales se reduce al estudio de
cuddricas en R3.

Antes de presentar la definicién de una transformacién gauge recordamos que, como con-
secuencia del Lema 1, el estudio de los corchetes de Poisson en R3 se reduce al estudio de
campos vectoriales que satisfacen la ecuacién (9), cuyo conjunto denotaremos por

p(R?) = {1 : R® — R? | (4, rot¢)) = 0}

Asi, para cualquier corchete de Poisson { , } en R? existe un tinico campo vectorial ¢ € Xp(R?)
tal que la actuacién de {, } es dada por la férmula (10). Por tanto, podemos considerar a los
corchetes de Poisson en R? parametrizados por la familia de campos vectoriales Xp(R3), lo
cual escribiremos por

{ ) } = { ) }1/1'
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Luego, de manera natural, una transformacién entre corchetes de Poisson se correspondera
con una transformacién entre campos vectoriales en X3(IR?), y los correspondientes campos
matriciales (ver (111) del Lema 1).

Definicién 1. Sea {, }, un corchete de Poisson en R3. Dado un campo vectorial ¢ en R3
tal que el (3 x 3)—-campo matricial

I —[¢]x []x es invertible en un abierto Uy, C R?, (12)

con I la matriz identidad, el corchete de Poisson {, }r ) correspondiente al (3 X 3)-campo
matricial antisimétrico

-1
[T (¥)] = [U]x (I = [¢lx [¢¥]x) (13)
se llama la transformacién gauge de {, }, asociada a ¢ en el abierto Ug .

Por simplicidad, nos referiremos al corchete de Poisson {, }r »(y) como la transformacion
¢-gauge de {, }y.
Observaciones 9. La antisimetria de la matriz [I'y(1)]x definida en (13) se sigue de (i)
la identidad de Weinstein—Aronszajn (Howland, 1970): sean P y @ matrices (reales) de
dimensiones adecuadas, entonces I + QP es invertible si y sélo si I + PQ es invertible. (ii) La
igualdad P(I + QP)™' = (I + PQ)~'P. Basta con tomar P = [{]x y Q = —[é]x y calcular
[P(I+QP)~']".

Ejemplo 7. Si ¢ es el campo vectorial trivial en R®, ¢ =0, entonces la trasformacion ¢—
gauge de cualquier corchete de Poisson en R? es igual a él mismo.

Observaciones 10. En un contexto mds general, las transformaciones gauge son transfor-
maciones inducidas por una 2—forma diferencial que, en el dominio donde estdn definidas,
dejan nvariante en cierto sentido una geometria generada por los corchetes de Poisson en
variedades diferenciales. Fste estudio queda fuera del alcance de este articulo, el lector in-
teresado puede consultar (Sevem and Weinstein, 2001; Bursztyn, 2005; Evangelista-Alvarado
et al., 2021) (ver también, Observaciones 1). En particular, en (Evangelista-Alvarado et al.,
2021) se presentan formulas andlogas a (15) y (14) wvdlidas en variedades diferenciales 3-
dimensionales.

Para este articulo, lo importante de la Definicion 1 es que proporciona un mecanismo para
construir un corchete de Poisson a partir de uno dado. Sin embargo, en esencia, tal mecanismo
involucra el determinar la invertibilidad y la inversa de una matriz de tipo I + M, lo que en
general es un problema no trivial. Afortunadamente, para el caso particular (12) que ocupa a
la Definicién 1 se pueden obtener expresiones explicitas que dan lugar al siguiente resultado.

Proposicién 1. Sea {, }, un corchete de Poisson en R3. Dado un campo vectorial ¢ en R,
la transformacion ¢—gauge de {, }y estd bien definida en el abierto

Upy = {(d:9) +1#0} CR°. (14)
Ain mds, estd dada en este abierto por
1 o0
{fag}F¢(1/)) = W{f)g}wa fag S R3- (15>
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Demostracion. Sea § := (¢,9) + 1 € Cg3. Primero, por cdlculo directo, tenemos que

I— [Qb]x W’]x - 51_¢¢T-

Luego, se puede verificar que

det(0] — ') = 6%

En consecuencia, la condicion (12) equivale a pedir § # 0. Es decir, se cumple en el abierto
Usp = {0 # 0} de R®. Lo que prueba (14). Ahora, en el abierto Ug,, por la férmula de
Sherman—Morrison (Golub and Van Loan, 2013), tenemos que

(BT —wo") " =0T+ s e’ =0 I+ vo')

Luego, es claro que
W) (0T = oT) ™" = 6 ']

Por tanto, usando (7), el (3 x 3)-campo matricial antisimétrico en (13) es dado por

[To()], = 5[¥1x = [5¥] .

Lo que implica que
Ly(v) = 59
Ahora, ya querot (1) = rot  + 672 X V4, el campo vectorial T 4(v)) satisface la ecua-

cion (9), pues 1 lo hace por hipdtesis. Por lo tanto, del Lema 1, se sigue que I's(1)) induce
un corchete de Poisson que, por (10), estd definido en Uy, por

{f,9}r,) = (Lo(¥),Vf X Vg) = 30, Vf X Vg) =30, Vf X Vg) = :{f. 9}v,
para cualesquiera f,g € Cg5. Lo que prueba (15). m

En otras palabras, la Proposicién 1 nos dice que la transformacién ¢—gauge de un corchete
de Poisson {, }, en R? es un multiplo de ella misma por una funcién escalar. Lo que resuelve
el problema de determinar de manera explicita la transformacion gauge de un corchete de
Poisson dado. Aun mas, nos dice que es el corchete de Poisson parametrizado por el campo

vectorial
1

(9,9) +1

definido en el abierto Uy, en (14). En consecuencia, bajo un abuso de notacién, se tiene
inducida una transformacién Cgi-lineal T'y, : Xp(R?) — Xp(R?) entre campos vectoriales en
Xp(R?) definida por la férmula (16).

Por lo anterior, el estudio de las transformaciones gauge de corchetes de Poisson en R? se
reduce al estudio de transformaciones I'y, de campos vectoriales en X3(R?). Atin mds, por la
definiciéon de I'y, es claro que todo se reduce al estudio de la ecuacién

(¢, 0) +1=0, (17)
por ser Uy, = R3\ {(¢p,¥) +1=0}. O

Ly(y) = ¥, (16)
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Ejemplo 8. Sea {, }, un corchete de Poisson en R3. Entonces, la transformacién v -gauge
de {, }y estd bien definida en todo R® y es igual al corchete de Poisson 1/(||¢]|* +1){, }e.

Corolario 1. Sea {, }, un corchete de Poisson en R3. Si ¢ es un campo vectorial en R?
ortogonal a 1, es decir, (¢,1) =0, entonces la transformacion ¢p-gauge de {, }, estd bien
definida en todo R? y es igual {, },.

En general, dar una descripcién de la superficie (de nivel) generada por la ecuacion (17),
y por tanto del abierto Uy, en (14), es un problema complicado que depende claramente de
las propiedades de los campos vectoriales 1 y ¢. Como veremos a continuacion, para el caso
en que ¥ es un campo vectorial lineal y ¢ es un campo vectorial afin la ecuacién (17) es la
ecuacién de una cuddrica en R3.

5. Caso: Corchetes de Poisson lineales en R?

En este apartado, utilizando el estudio realizado previamente en esta seccién, se muestra
que las cuddricas en R? determinan el dominio de definicién de las transformaciones gauge
dadas por campos vectoriales afines de corchetes de Poisson lineales. Luego, aplicando este
resultado y una clasificacién conocida de cuddricas en R3, se describen para el corchete de
Poisson (lineal) del cuerpo rigido (Marsden and Ratiu, 1999) las transformaciones gauge da-
das por campos vectoriales afines y se presentan algunas condiciones que ayudan a determinar
el dominio en el que estan definidas.

Un corchete de Poisson {, }, en R? se dice lineal si 1 es un campo vectorial lineal, es
decir, si es de la forma

¢ =LX = (lnx 4 loy + lisz, lax + by + lsz, Is1z + lsoy + lssz)T, (18)

donde L = [l;;] es una matriz real de tamano 3 x 3, con l;; e Rei,5=1,2,3.
Sea ¢ un campo vectorial afin en R3, es decir, la suma de un campo vectorial lineal y uno
constante en R3:

6= MX +c (19)
= (mnl" + Mgy + M3z + C1, M1 + Mol + Ma3Z + C2, M3 T + M3l + M33z + 03)T7

donde M = [my;] es una matriz real de tamaiio 3 x 3, con m;; € R, y ¢ = (¢1,¢,¢3)" es un
campo vectorial constante (vector) en R3.
A continuacién, presentamos el resultado principal de este articulo.

Teorema 1. La transformacion gauge de un corchete de Poisson lineal en R® mediante un
campo vectorial afin estd definida en R® salvo una cuddrica, pudiendo ser ésta imaginaria
o degenerada.

La demostracion de este teorema se basa en el siguiente lema.

JO,ON 38



Giottonini-Maldonado y Ruiz—Pantaleén Cuédricas en R3

Lema 2. Si ) es un campo vectorial lineal y ¢ es un campo vectorial afin en R3, entonces
la ecuacidn (17) es la ecuacidn de una cuddrica en R3.

Demostracién. Por cdlculo directo, usando (18) y (19), tenemos que
() +1=(MX +c,LX)+1=RL M+M L)X +L"c,X)+1

Luego, la ecuacién (17) es igual a la ecuacion (3) tomando S, = $(L"M + MTL), { = L'c
y J =1. Lo que prueba la afirmacion de este lema. ]

Ahora, presentamos la demostracién del Teorema 1.

Demostracién (del Teorema 1). Sean {, }4 un corchete de Poisson lineal y ¢ un cam-
po vectorial afin en R®. Por el Lema 2, el abierto Uy en (14) en el que estd definida la
transformacion ¢-gauge de {, },, es el complemento de una cuddrica en R3. O]

En otras palabras, el Teorema 1 permite reducir el estudio de las transformaciones gauge
de corchetes de Poisson lineales en R?, mediante campos vectoriales afines, al estudio de
cuddricas en R3. El hecho de que las cuddricas puedan ser imaginarias equivale a que tales
transformaciones pueden estar definidas en todo el espacio R3. Todo esto da una respuesta
particular al problema de describir de manera explicita el abierto Uy en (14) en el que estd
definida una transformacién gauge.

A continuacion, aplicamos el Teorema 1 a un corchete de Poisson lineal bastante conocido:
el corchete de Poisson del cuerpo rigido.

Observaciones 11. De manera mds general, si ¢ y ¢ son campos vectoriales polinomiales
en R3, entonces la ecuacion (17) define una variedad algebraica en R®, en sentido cldsico.
Ast, el Teorema 1 se puede generalizar de la siguiente manera: la transformacién gauge de un
corchete de Poisson polinomial en R?* mediante un campo vectorial polinomial estd definida
en R? salvo una variedad algebraica.

Corchete de Poisson del Cuerpo Rigido. El corchete de Poisson lineal en R?

{,}rig:{’}¢

correspondiente al campo vectorial del Ejemplo 2,

Y= (z.y.2)", (20)

se llama corchete de Poisson del cuerpo rigido (Marsden and Ratiu, 1999), con expresién
explicita dada en el Ejemplo 5. Se llama asi porque codifica las ecuaciones (y la geometria)
que determinan la evolucion temporal del sistema fisico denominado cuerpo rigido. Grosso
modo, un cuerpo rigido es un cuerpo ideal que no sufre ningin tipo de deformacion bajo la
accion de una fuerza externa aplicada sobre él. En otras palabras, la distancia entre dos puntos
cualesquiera de un cuerpo rigido permanece constante en el tiempo, independientemente de
las fuerzas externas aplicadas sobre él.
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Ahora, notemos que la matriz que determina al campo vectorial lineal ¢ en (20), en el
sentido de (18), es la matriz indentidad (L = I). Luego, dado un campo vectorial afin ¢ como
en (19), por el Lema 2, la ecuacién (17) da lugar a la siguiente ecuacién de una cuddrica:

(MX +¢,X)+1=0.

De manera més explicita,

Q :=mpa® + m22y2 + mazz® + (mag + may)xy + (Mg + mg1)zz + (Mag + mag)yz
toar+oy+eaz+1=0 (21)

Asi, de la Proposicién 1 se desprende el siguiente resultado.

Teorema 2. Sea ¢ un campo vectorial afin en R® como en (19). Entonces, la transformacién
¢—gauge del corchete de Poisson del cuerpo rigido estd dada por

1
é { ) }rig7

y estd definida en el abierto
R*\ X, (22)

donde Q es el polinomio cuadrdtico en R?® definido en (21) y Xq es la cuddrica inducida por
Q via la ecuacion (21).

Por ser ¢ un campo vectorial arbitrario, para determinar completamente las transforma-
ciones gauge en este teorema solo falta describir las posibles cuddricas ¥ en (22) en términos
de la matriz M y el vector c en (19). Esto es lo que presentamos en el siguiente teorema para
el caso particular en que M es la suma de una matriz diagonal y una matriz antisimétrica,
utilizando la clasificaciéon de cuddricas en el Apéndice A.

Teorema 3. Sea ¢ un campo vectorial afin en R® como en (19) tal que M es una matriz
que satisface las siguientes condiciones:

Moy = —M2, Mgy = —Mi3 Y M3z = —Ma3. (23)

Entonces, la transformacion ¢p—gauge del corchete de Poisson del cuerpo rigido estd definida
en el abierto
R*\ X,

donde g es una cuddrica en R®. Adn mds, asumiendo (23), la Tabla 1 presenta algunas
condiciones bajo las cuales X queda determinada:
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Tabla 1: Cuadricas ¥

Yo Condiciones

_ e _ 2
Plano mas # 0,Mm11 = Mag = ¢1 = co = 0,4mg3 = c3

— — _ 2
m33—cl—0,4m22—02750

— — — 2
m33—02—0,4m11—cl7é0

Planos paralelos miy # 0,Moe = Mgz = cy = c3 = 0,4my; — & # 0

2

_ o 2
m227é0,m11—m33—01—03—0,4m22—c27é0

b

_ o 2
Mmag # 0,my1 = Moy =1 = ¢y = 0,4mgg —c5 # 0

Cilindro Parabdlico masz 7# 0, m11 = mae = 0, nonzero(cy, c) > 1

mi1, c3 7# 0,y = maz =0

Mag, c3 7# 0,my1 = mg3 =0

mi1, Co # 0,m9 = mg3 =c3 =10

Mag, €1 7# 0,m11 = mgg =c3 =0

Par de planos intersectados | ms3 = c3 = 0, mncg + mggcf =4dmyiimoy <0

Imaginaria masz = c3 = 0, M11C3 + Maact = 4myymay > 0
Cilindro hiperbélico mi1Mmeos < 0, m33 = C3 = 0, mnC% + mggc% — 4m11m22 ?é 0
Cilindro eh’ptico mi1Mog > O, M3z = C3 = 0, mllcg + mggc% — 4m11m22 7é 0

Paraboloide hiperbdlico c3 £ 0,mi1maos < 0,mzz =0

Paraboloide eliptico c3 £ 0,mi1maog > 0,mz3 =0

Demostracién (bosquejo). Por (23), el polinomio cuadrdtico @ en (21) es en este caso
wgual a
Q= m11$2 + m22y2 + m3322 4+ c1x 4+ coy + c3z + 1.

Luego, por (3) y (4), la matriz S, y el vector ¢ que determinan a @) son dados por

miq 0 0 C1
Su = 0 Mmoo 0 Yy l= C2
0 0 mas3 C2

Por lo tanto, la Tabla 1 se obtiene después de varios cdlculos siguiendo los criterios y la
clasificacion en el Apéndice A con S, como antes, { = %5 yJ=1. O]
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Cabe mencionar que en este teorema nos limitamos a matrices que satisfacen (23) porque
considerar a M de manera general no permite deducir condiciones explicitas que describan a
Yo, como en la Tabla 1, mas alla de las condiciones generales presentadas en la clasificacién
en el Apéndice A. Ademas, aclaramos que las condiciones presentadas en estas tablas no son
exhaustivas, se eligieron sélo las mas ilustrativas, a nuestro parecer.
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A. Apéndice: Clasificacién de Cudadricas en R?

Dada la ecuacién de una cuddrica en R3

A + By* + C2* + Doy + Exz + Fyz +Ge + Hy + 1z + J =0,

con A, B,...,J € R, definamos la siguiente matriz simétrica 3 x 3 y el vector en R?:
240 D F 1 G
Sy = 3 D 2B F y 0= 3 H
E F 2C I

Consideremos la matriz simétrica por bloques 4 x 4
S S, £ (24)
S\ )

p3 :=rank S,, ps:=ranksS, A:=detS

Definamos

. 1 si los valores propios no triviales de 9, tienen el mismo signo,
' 0 en otro caso.
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Cuédricas en R?

Tabla 2: Clasificaciéon de cuddricas en R3

Cudadrica Ecuacién Candnica | p3 | ps | sgn(A) | k
elipsoide (imaginario) ‘Z—i + ‘Z—z + i—; =-1 3| 4 + 1
elipsoide L+ =1 34| — |1
hiperboloide de una hoja Z’—i + Zé_j — i—j =1 3 | 4 + 0
hiperboloide de dos hojas z—i + Z—; — i—z =—-1 3| 4 — 0
paraboloide hiperbdlico z—j — Z—i =z 2 | 4 + 0
paraboloide eliptico 2—2 + ?g—i =z 2 | 4 — 1
cono eliptico (imaginario) i—; + 'g—j + i—j =0 313 1
cono eliptico z—; + z—; — ‘Z—j =0 313 0
cilindro eliptico (imaginario) ‘;—i + Z—z =-1 2 13 1
cilindro eliptico ﬁ—z + Z—j =1 213 1
cilindro hiperbdlico i—j — g—j =-—1 2|13 0
cilindro parabdlico 2% +2az =0 1] 3
par de planos intersectados (imaginario) z—z + Z—z = 2 | 2 1
par de planos intersectados 2—2 — g—z = 2| 2 0
planos paralelos (imaginario) r? = —a? 1|2
planos paralelos 22 = a? 1|2
planos coincidentes 22 =0 171
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Resumen

En la actualidad, las personas dependen en gran medida de las tecnologias de la infor-
macion para realizar su trabajo, acceder contenidos para la formacion académica o entreteni-
miento. En este contexto, los sitios web permiten compartir la informacion con una amplia
variedad de usuarios. Para lograr que los contenidos sean percibidos por todas las personas,
incluyendo aquellas que tienen alguna discapacidad, se requiere que los sitios web sean ac-
cesibles. El término accesibilidad denota el grado en el cual un sistema puede ser usado por
personas con el mds amplio rango de capacidades. El objetivo de este trabajo, por tanto, es
presentar EvA-Web (Evaluacion de la Accesibilidad-Web) como una herramienta que apoya
a los desarrolladores de software en la identificacion de las barreras a la accesibilidad que se
encuentran en los sitios web que disenan o programan. El prototipo de esta herramienta se
desarrollé tomando en cuenta las guias de accesibilidad para el contenido web (Web Content
Accessibility Guidelines) WCAG 2.0. Ademds, presentamos los resultados de la validacion
del prototipo de EvA-Web en donde se evalué un sitio web y se identificaron barreras a la
accesibilidad. La herramienta FvA-Web es uno de los productos generados de una tesis rea-
lizada por una estudiante de la licenciatura en Ciencias de la Computacion que se ofrece en
la Universidad de Sonora.

Palabras Clave: Accesibilidad, Herramienta de evaluacion, Sitios web, WCAG 2.0, Web
Content Accessibility Guidelines.
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1. Introduccidon

Muchas de las experiencias cotidianas de los individuos estan relacionadas con el acceso a
dispositivos digitales, computadoras y teléfonos celulares, en donde la web se convierte en una
via primaria para acceder a los contenidos. Desde sus inicios, la web se conceptualizé como
una herramienta de trabajo para todas las personas, cualquiera que sea su hardware, software,
lenguaje, localizacién geografica o nivel de habilidad o capacidad (Henry and McGee, 2018).
Para que la web logre su objetivo de compartir informacién entre distintas personas, ésta
debe ser accesible.

En este trabajo estamos interesados en proporcionar accesibilidad a través de la web a
todas las personas. Accesibilidad significa que los “sitios web, herramientas, y tecnologias se
disenian y desarrollan para que las personas con discapacidades las puedan usar. .. [es decir],
puedan percibir, entender, navegar, ..,[y| contribuir a la web” (W3C Working Group, 2018).
Dado que las personas que usan la web pueden tener distintos niveles de capacidades fisicas o
cognitivas, es importante considerar sus limitaciones en el diseno de sitios web. En particular,
el término “discapacidad” se refiere a deficiencias, limitaciones de actividad y restricciones
para la participacién de los individuos (World Health Organization, 2011).

Se estima que el 15% de la poblacion, conformada por personas mayores de 14 afios,
vive con alguna discapacidad (World Health Organization, 2011). De éstas, alrededor del 4 %
tienen una discapacidad grave, e.g., ceguera, depresion grave o tetraplejia. Ademas, los datos
estadisticos muestran que el nimero de personas con discapacidad estd creciendo debido
al envejecimiento de la poblaciéon y enfermedades cronicas como la diabetes, enfermedades
cardiovasculares y trastornos mentales (World Health Organization, 2011). En el caso de
México, el INEGI (Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (México), 2016) informa
que el 13% de la poblacién total tiene alguna limitacién en sus capacidades y la mitad
de ellos estan en el grupo de edad de 30 a 59 anos (p. 97). Las discapacidades de mayor
prevalencia son las motrices y visuales, las cuales fueron reportadas por mas de la mitad
de las personas con discapacidad (Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (México),
2016).

Las personas con discapacidad enfrentan varios obstaculos para valerse por si mismas
cuando necesitan acceder los contenidos digitales en la web. Entre ellos, se encuentran la
insuficiente calidad en los servicios provistos por instituciones gubernamentales y no guber-
namentales, la falta de accesibilidad a la informacion y servicios basicos como internet, la
falta de la implementacion de criterios de accesibilidad en sitios web, entre otros (Acosta
et al., 2018). Las barreras a la accesibilidad desalientan a las personas con discapacidad a
buscar trabajo, recibir atencién sanitaria o educacién (Instituto Nacional de Estadistica y
Geografia (México), 2016). La falta de acceso igualitario a los servicios en internet ha resul-
tado en la aparicion de términos relacionados con la exclusion, como infoexclusién, exclusién
digital y exclusion social (Agangiba and Kabanda, 2017). Es importante para las personas
con discapacidad estar integradas en la sociedad digital en donde ellas puedan disfrutar de
acceso igualitario a las oportunidades que ofrece la web, lo que podria contribuir a su desa-
rrollo personal al fomentar su independencia, sentimientos de pertenencia y su actualizacién
(Agangiba and Kabanda, 2017).
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Para mejorar la accesibilidad de la web, los desarrolladores de sitios y aplicaciones web
podrian aplicar un conjunto de recomendaciones para que los contenidos de las paginas web
sean facilmente codificados e interpretados por tecnologias de asistencia a la discapacidad
(e.g., lectores de pantallas). Este es un primer paso para facilitar el acceso a los contenidos
web. Para ejecutarlo, es importante conocer y aplicar las guias de accesibilidad disponibles
(e.g. Web Content Accesiblity Guidelines (WCAG 2.0)) (W3C Working Group, 2008). El
proposito de estas guias es proporcionar el control al usuario sobre los eventos que se presentan
en la pantalla y facilitarle la interaccién con los sitios web a través del uso de tecnologias de
asistencia. Aunque estas guias ya tienen algun tiempo publicadas, aun existen muchos sitios
web que presentan barreras de accesibilidad (Laitano, 2015; Power et al., 2012).

Dada la necesidad de mejorar la accesibilidad de sitios web, el objetivo de este articulo
es presentar el prototipo EvA-Web, herramienta que permite determinar en qué medida se
consideraron las técnicas para mejorar la accesibilidad de paginas web escritas en cédigo
(Hypertext Markup Language) HTML 5.0. Por tanto, la seccién 2 describe brevemente la
guia de accesibilidad WCAG 2.0 mientras que la seccién 3 presenta algunos elementos del
disenio de la herramienta EvA-Web. Ademads, la seccién 4 muestra la estrategia de validacién
del prototipo. Finalmente, en la seccién 5 presentamos las conclusiones y trabajo futuro.

2. Guias de la WCAG 2.0

La WCAG 2.0 (W3C Working Group, 2008) es un guia que permite mejorar la accesibi-
lidad del contenido y de las aplicaciones web. Ha sido desarrollada por el World Wide Web
Consortium (W3C), y se puede aplicar tanto al contenido basado en HTML como aquel ba-
sado en multimedia, JavaScript, PDF, entre otros. La WCAG 2.0 cubre un amplio rango de
caracteristicas para que el contenido web pueda ser accesible para personas con capacidades
diferentes por medio del uso de tecnologias de asistencia, tales como los lectores de pantallas
o las impresoras braille.

La guia WCAG 2.0 se estructura en los niveles jerarquicos de principios, objetivos, cri-
terios y técnicas. En el nivel mas alto de la jerarquia se encuentra los principios, los cuales
describen los fundamentos de la accesibilidad web. Los principios basicos son los de percep-
cién, operacion, comprension y robustez. El principio de percepcion se enfoca en encontrar
una forma de presentar la informacién de tal manera que sea accesible por alguno de los
sentidos del usuario. Se considera que el principio de operacién se ha aplicado en el sitio
web cuando el usuario tiene control sobre la navegacién segin sus capacidades. Cuando el
usuario comprende el contenido asi como la operacion de la interfaz de usuario, entonces se
ha aplicado el principio de comprension. Finalmente, el principio de robustez trata de que el
contenido de la pagina web sea accesible de manera confiable a través de distintas tecnologias
de asistencia, las cuales evolucionan a través del tiempo (W3C Working Group, 2008).

Cada principio esta asociado a un conjunto de objetivos que permiten crear contenido web
accesible (Figura 1). Ademads, cada objetivo estd relacionado con un conjunto de criterios
de éxito que deben ser logrados para estar en conformidad con la guia WCAG 2.0. Estos
criterios de éxito estan escritos de tal manera que pueden probarse objetivamente en distintas
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Principios Objetivos Criterios Técnicas

) z H37: Usa atributo ALT en imagenes
1. Perceptible 1.1 Alternativas textuales 1.1.1 Contenido no textual
1.2 Componentes con restriccion de tiempo 1.2.2 Subtitulo G93: Siempre proporciona subtitulos

2. Operable : : 8
° 0 o)

3. Comprensible

4. Robusto 4.1 Compatible 4.1.1 Analizar sintaxis H88: Usar HTML segun specificacion

Figura 1: Principios de la WCAG 2.0 y algunos objetivos, criterios y técnicas.

tecnologias de desarrollo de aplicaciones web. La evaluaciéon de los criterios de éxito puede
ser realizada con una herramienta de software automatizada, con la intervencion de usuarios
finales y por expertos en la accesibilidad. Para cada objetivo, la WCAG 2.0 presenta un
conjunto de précticas para evaluar el grado de accesibilidad de algin elemento de la pagina
web tomando en cuenta la tecnologia con la que fue creada (e.g., HTML, CSS, JavaScript).

Los criterios de éxito son la base para establecer la conformidad con la WCAG 2.0 de
la pagina web bajo evaluacién. La evaluacion se realiza en tres niveles A, AA y AAA. En
donde el nivel mas bajo es A, y éste considera los criterios esenciales para que una tecnologia
de asistencia pueda hacer el contenido accesible. Cada criterio de éxito tiene asociado un
conjunto de técnicas informativas que indican cémo se pueden implementar. Algunas técnicas
son especificas a la tecnologia usada para construir las paginas web (e.g., HTML).

En este trabajo nos centramos en estudiar las técnicas de accesibilidad dirigidas al codigo
HTML 5.0. El conjunto de técnicas lo denominamos técnicas H + nimero. Estas las clasi-
ficamos en ocho categorias: enlace, imagen, pagina, tablas, estructura, formulario, parrafo y
otros. Cada técnica estda documentada en la guia de la WCAG 2.0 con base en la prueba
que debe realizarse en el contenido HTML (W3C Working Group, 2012). Por ejemplo, la
técnica H37 requiere que la etiqueta IMG contenga el atributo ALT que describa en texto
la informacién relevante de la imagen (siempre que la imagen no sea sélo un adorno de la
pégina).

Para desarrollar el prototipo de la herramienta EvA-Web, revisamos articulos cientificos,
publicados en los ultimos diez anos, que sefialan las caracteristicas deseables de las herra-
mientas de evaluacion de la accesibilidad. En general, se recomienda que estas herramientas
informen de las guias, estandares o normativas de accesibilidad que han sido implementadas,
especifiquen las técnicas de accesibilidad aplicadas y sus resultados, asi como que determinen
en qué medida la pagina web evaluada alcanzé el nivel A, AA o AAA de accesibilidad. Por
otra parte, la informacién minima de entrada de estas herramientas es la direcciéon URL del
sitio web que se pretende evaluar.

Ademads, para comprender cémo se aplican las técnicas de evaluacién de accesibilidad
recomendadas por la WCAG 2.0, analizamos algunas herramientas disponibles en linea como

JO,ON 48



Garcia-Mireles et al. EvA-Web: Herramienta para evaluar sitios web

Cynthia Says (http://www.cynthiasays.com/), AChecker (https://achecker.ca/checker/
index.php), Taw (https://www.tawdis.net/), Examinator (http://examinator.ws/) y
Wave (https://wave.webaim.org/). Estas herramientas solicitan al usuario que introduzca
la URL de la pagina web y que seleccione la guia de accesibilidad por evaluar. En el caso de
los informes generados por estas herramientas, encontramos diferencias en el nivel de detalle
en que se presenta los resultados de evaluar las técnicas de accesibilidad y el grado en que
cada una de las técnicas evaluadas fue satisfecha.

Para determinar la consistencia en los informes generados por las herramientas anterior-
mente mencionadas, realizamos una evaluacién de la accesibilidad, realizada en noviembre
de 2019, para determinar en qué grado la pagina inicial del sitio web de la licenciatura en
Ciencias de la Computacién de la Universidad de Sonora (http://cc.uson.mx/) es accesible.
La razon de haber seleccionado esta pagina es que difunde informacion general sobre un pro-
grama educativo que deberia de llegar a todos los interesados en estudiar dicha licenciatura.
La Tabla 1 presenta los resultados parciales de la evaluacién, mostrando sélo cinco técnicas
de las 31 evaluadas.

Tabla 1: Resultados parciales de la evaluacion de la accesibilidad del codigo HTML con la
herramientas seleccionadas.

Técnica H Wave Taw Examinator Cynthia Says AChecker

H2 0 0 2 errores 6 errores 0

H4 0 1 advertencia 0 1 advertencia 0

H37 2 errores 0 0 2 errores 8 advertencias
H24 0 0 0 0 0

H35 0 0 0 0 0

Como se muestra en la Tabla 1, existen inconsistencias en los resultados reportados por
cada una de las herramientas. Esta variacion se debe a las diferentes implementaciones de
las técnicas H, segin el contexto de la pagina web que haya considerado el programador de
la herramienta. Como resultado, la clasificacién de los hallazgos es distinta. Algunos tipos
de errores encontrados por las herramientas estan relacionados con mas de una técnica H, y
eso complica la identificacién de la técnica a la cual pertenecen los resultados. Ademds, un
defecto comun de las herramientas, es que no reportan el niimero de renglén correcto en que
se encuentra el cédigo que la técnica evalia.

De hecho, nuestros resultados de este ejercicio de evaluacion son consistentes con otros que
reportan el desempeno de herramientas de evaluacién de accesibilidad. Por ejemplo, Vigo et
al. (Vigo et al., 2013) analizaron seis herramientas de evaluacién automatica de accesibilidad y
encontraron diferencias en cuanto a salidas correctas (66 % al 96 %), cobertura de los criterios
de éxito (menor al 50 %) y completitud de la herramienta en donde, en el mejor de los casos,
solo se identifican 4 de 10 violaciones a la accesibilidad. Se cree que estas herramientas estan
disenadas para capturar los problemas de accesibilidad mas comunes y que poco esfuerzo
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se dedica al desarrollo de componentes que identifiquen violaciones a la accesibilidad menos
frecuentes (Vigo et al., 2013).

3. Herramienta EvA-Web

Con base en el andlisis de herramientas de evaluacion automatica de la accesiblidad de
paginas web y las recomendaciones de investigadores en este campo, se decidié implementar
EvA-Web. Las técnicas para evaluar la accesibilidad de paginas web, codificadas en HTML
5.0 se clasificaron de acuerdo al elemento del lenguaje HTML que abordan. La Tabla 2
presenta las 56 técnicas implementas de la WCAG 2.0 (W3C Working Group, 2016).

La clasificacién considera las categorias enlace (link), imagen, pdginas HTML, tablas,
estructura del contenido, formulario, parrafo y otros. Aunque algunas técnicas H pueden
aplicarse a mas de un elemento HTML, se decidié en este prototipo asignarlas a una sola
categoria. Por ejemplo, en la categoria imagen se encuentran las técnicas H37 y H67. La
primera de ellas evalia que cada elemento IMG tenga el atributo ALT, y que éste describa
el contenido de la imagen. En el caso de la técnica H67, se evalia que cada elemento IMG,
que contenga una imagen decorativa, el atributo ALT debe tener valor nulo.

Tabla 2: Técnicas H clasificadas por categoria.

Categoria  Técnicas

Enlace H2, H77, H78, H79, H80, H30, H83, H59, H33, H97

Imagen H24, H37, H36, H67, H46

Péagina H25, H71, H64, H57, H58, H40, H93, H76, H60, H59, H42, H81
Tablas H39, H63, H43, H73, H51

Estructura H4, H53, H46, H70

Formulario H32, H36, H84, H44, H85, H89, HI90, HI91, H65, H35
Pérrafo H62, H28, H49, H54, H56, H34

Otros H&6, H88, HI95, HI6

3.1. Diagrama de casos de uso de EvA-Web

Los requisitos de usuario que se abordan en el prototipo de la herramienta EvA-Web se
describen a través del modelo de casos de uso (Figura 2). La herramienta estd dirigida a
desarrolladores de software y pueden ejecutar cinco funciones principales de EvA-Web. En
general, el desarrollador de software puede obtener informacion sobre la guia de accesibilidad
implementada, obtener informacion de las caracteristicas de la herramienta EvA-Web, asi
como determinar los enlaces por evaluar del sitio web, seleccionar técnicas de accesibilidad y
evaluar el sitio web.
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EvA-Web

@inﬂ)rmacién sobre la guia imple@
Describir herramienta EvA-Web

._-—-—"‘_'_H_._H_
/f :I\ = Determinar los enlaces por evaluar
Desarrollador \\
Seleccionar técnicas H

Evaluar el sitio web

Figura 2: Diagrama de casos de uso de la herramienta EvA-Web.

|\

3.2. Formularios e informes de EvA-Web

La pagina de inicio de EvA-Web (Figura 3) presenta dos tablas, una de ellas muestra los
enlaces para acceder la informacién de la guia implementada y de la herramienta Eva-Web;
y la otra, un formulario en que se introduce el enlace del sitio web que se desea evaluar.
Ademas, el desarrollador de software puede indicar si desea evaluar solo una pagina, o varias,
del sitio web.

EvA-Web: Evaluacidon de Accesibilidad Web

EvA-Web tiene implementado Iz guia universal WCAG 2.0

EvA-Web: Evaluacidn de Accesibilidad

|[Evaluacién

Sitio Web a evaluar
Enlace: [hitps://dcen. unison.mx/ Continuar
¥ Solo pagina principal.

Enlaces informativos
[wcaG 2.0/[Guia implementada ||
[EvA-web |[Informacicn de EvA-Web||

Figura 3: Pagina de inicio de EvA-Web.

En el caso que se evalie inicamente el enlace que se ha puesto en el formulario, se requiere
confirmar la casilla de verificacién “Sélo pagina principal” antes de hacer clic en el botén
“Continuar” (Figura 3). EvA-Web presenta los datos de la evaluaciéon: URL de la pagina
web que sera evaluada y el identificador de la evaluacion. Si el desarrollador decidié evaluar
mas de una pagina del sitio web, aparecera el formulario con los enlaces encontrados por
el EvA-Web Crawler (Figura 4). Este es un formulario que, para cada pagina del sitio web
recuperada, presenta una casilla de verificacién la cual permite al desarrollador seleccionar
varios paginas o todas ellas.

Tras haber seleccionado los enlaces, se eligen las técnicas H por evaluar. Se abre el ment
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Datos de la evaluacion
| Sitio web http:fji48.225.?1.8;‘cc2!|
[ID Evaluacion|[0_6_2019_335_12_2_9_51]]
Resultados del Eva web Crawler
Enlaces obtenidos | Continuar |

Todos los enlaces 24 de Junio
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=980
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=165
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=32
_ http://148.225.71.8/cc2/?page_id=26
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=114
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=177
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=358
_http://148.225.71.8/cc2/?page_id=23
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=777
http://148.225.71.8/cc2/?page_id=682
http://148.225.71.8/cc2/

Figura 4: Formulario para la seleccion de paginas web por evaluar.

de acordedn y se puede elegir una técnica al marcar la casilla de verificacién correspondiente.
Ademas, se presentan casillas de verificacién para seleccionar categorias enteras o todas las
técnicas implementadas en EvA-Web (Figura 5).

Herramienta de evaluacion de accesibilidad en linea
usa la guia universal WCAG 2.0
Datos de la evaluacidn -
[Cédigo de evaluacién|[T_5.2019_335_12 2 8 38_13]|
[sitio web Ihttp:/148.225.718/cc2/ ||

valuacion automatica

Continuar

Todas las Técnicas

Técnicas para imagenes

Todas las técnicas para imédgenes

[AJH37: Using alt attributes on img elements.

(AJH36: Using alt attributes on images used
as submit buttons.

(AJH24: Providing text alternatives for the
area elements of image maps.

(AJH45: Using longdesc.

(AJH&T: Using null alt text and no title
attribute onimg elements for images that AT
should ignore.

Técnicas para paginas o

Figura 5: Menu de acordeén para seleccionar técnicas H.

Después de elegir las técnicas, EvA-Web realiza la evaluacion de la accesibilidad del sitio
web con las técnicas seleccionadas. Se presenta un menu de acordedn, similar al de la Figura
5, en donde sélo se incluyen las categorias que tienen al menos una técnica evaluada. El
desarrollador de software puede hacer clic en alguna de las categorias para generar los informes
general y detallado de la evaluacion. Por ejemplo, al seleccionar el nombre de la categoria
imagenes se presenta un informe general similar al de la Figura 6. El informe contiene la
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informacién de las técnicas evaluadas de la categoria seleccionada (en este ejemplo es la
técnica H37 de la categoria Imagenes), la lista de enlaces evaluados, el niimero de elementos
en la pagina HTML que satisfacen el criterio de la técnica bajo evaluacion, la determinacién
de los elementos que cumplen con los requisitos de la técnicas (advertencia, pasa, no pasa),
y el nimero de renglén en donde se encuentra la etiqueta HTML bajo evaluacion. En el caso
de la evaluacion de conformidad con la técnica H37, advertencia significa que se requiere la
intervencién humana para validar que la técnica H se implementd correctamente. Es decir, la
etiqueta IMG evaluada tiene el atributo ALT con un texto asignado, el cual podria describir
el contenido de la imagen. Sin embargo, las herramientas de evaluacién de accesibilidad
automatica no pueden evaluar si dicha descripcién es apropiada para la imagen. Por otra
parte, la columna denominada “No pasa” presenta los casos encontrados de la etiqueta IMG
que no tienen atributo ALT. La columna “Pasa” presenta los resultados de aquellas técnicas
H que no requieren la intervencion humana. Por tanto, en el caso de la técnica H37 estd
reportada con el valor cero.

Categoria imagenes, informe resumido

[Técnical[Enlace |Elementos||[Advertencias |[No pasal[Pasa|[Renglones |

37 http://148.225.71.8/cc2/ 10 0 10 0 fg;}?g;ﬁ 41520119 =

[ |Inew_1.php |l4 lo |Z o ]323277197 |

| |[Lec_ss2.htmi [E o It o Js1 ]
2 | s b |nmm e
Unison_Marco_normativo.htmi||14 0 14 G [[28% 202505 S0 SR

574 581 582 583 534

i

, : . . 247 464 506 509 512 ¥
Unison_Historia_US.html 15 1 14 1] 515 518 525 526 527

244 529 532 535 538 ¥

unison_mx_numeralia.html 14 0 14 0 541 548 549 550 551 4

Figura 6: Ejemplo de informe resumido para la categoria imagenes de la pagina web evaluada.

4. Validacion de EvA-Web

Para validar el prototipo de la herramienta EvA-Web se realizaron pruebas, en el 2019,
para determinar que el prototipo identifica correctamente las técnicas H implementadas. En
la primera etapa de la validacion, el propésito fue determinar que las técnicas H implementa-
das en EvA-Web identificaran correctamente los elementos de HTML correspondientes. Para
verificar el resultado, se analizaron siete paginas web distintas y, en total, se identificaron
manualmente 6,160 elementos de HTML evaluables. La identificacién de estos elementos se
basé en los resultados de busqueda que los navegadores de paginas web ofrecen. Ademas, se
accedio al cédigo de la pagina HTML, que también proporciona el navegador web, para veri-
ficar que la técnica H es aplicable. Por su parte, los resultados de EvA-Web son consistentes
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con la evaluaciéon manual en cada una de las ocho las categorias evaluadas (mencionadas en
la Tabla 2).

En la segunda etapa de la validacion, se compararon los resultados de la evaluacién de
accesibilidad del prototipo EvA-Web con herramientas de accesibilidad en linea, Cynthia
Says y Taw. La seleccion de estas herramientas se debe a que los reportes indican el niimero
de linea del cédigo de la pagina HTML en donde aparece la inconsistencia con la técnica H
evaluada. Para realizar esta actividad, se evalu6 otra pagina web, elegida arbitrariamente,
también de la Universidad de Sonora. Esta corresponde al sitio web de la Division de Ciencias
Exactas y Naturales (https://dcen.unison.mx/). Se evaluaron unicamente las técnicas H
del nivel A de la WCAG 2.0 (W3C Working Group, 2008) dado que en este nivel se abordan
las barreras mas comunes a la accesibilidad.

Los resultados parciales de la evaluacion se presentan en la Tabla 3. Las celdas de la
tabla muestran el nimero de elementos que se encontraron para cada una de las técnicas H,
segun la herramienta de evaluacién de accesibilidad utilizada. En cuanto a los resultados de
Cynthia Says, esta herramienta no encuentra elementos HTML para evaluar la técnica H44,
la cual requiere que se use la etiqueta “label” para cada uno de los elementos que conforman
al formulario.

Tabla 3: Hallazgos de accesibilidad encontrados por las herramientas EvA-Web, Cynthia Says
y Taw.

Técnica EvA-Web Cynthia Says Taw

HO02 12 2 1

H37 12 12 4

H24 0 0 No determinado
H35 0 0 No determinado
H33 0 0 No determinado
H36 0 0 No determinado
H44 1 No encuentra 1

H45 0 0 No determinado
H46 0 0 No determinado
H53 0 0 No determinado

Las diferencias observadas en los resultados (Tabla 3) se pueden explicar por la forma en
que estan implementadas las técnicas de evaluacion de la accesibilidad y el soporte a distintos
lenguajes para el desarrollo de sitios web. De hecho, las comparaciones entre herramientas
de evaluacion de accesibilidad reportan un amplio rango de variacién en cuanto a la salidas
incorrectas de herramientas, donde algunas alcanzan alrededor del 30 % de salidas erréneas
(Vigo et al., 2013) o violaciones a la accesibilidad no dectectadas porque las herramientas
pasan por alto la implementacion de técnicas que puedan determinar el grado de implemen-
tacion de los criterios de éxito, y en promedio sélo se alcanza una cobertura del 50 % de ellos
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(Vigo et al., 2013). Mientras no existan métodos robustos para evaluar la efectividad de estas
herramientas se recomienda que el experto en accesibilidad use varias herramientas, dado que
algunas de ellas son mas efectivas cuando se analizan principios de accesibilidad especificos
(Vigo et al., 2013).

Respecto de los resultados que genera EvA-Web, ésta solo revisa el codigo HTML de la
péagina web y no toma en cuenta el codigo escrito en lenguaje CSS, JavaScript, entre otros.
Esta restriccién de capacidad podria explicar las diferencias entre resultados observados.
En particular, de las 32 técnicas evaluadas por EvA-Web, Cynthia Says reporta el mismo
resultado en 25 de ellas (78 %). Mientras que en el caso de Taw, de las diez técnicas H nivel A
que reporta, solo seis muestran el mismo resultado que EvA-Web (60 %). De hecho, el nimero
de técnicas H que reporta Taw para el nivel A de accesibilidad esta por debajo del nimero
de técnicas implementadas en EvA-Web. Por tanto, podemos senalar que los resultados de
EvA-Web son consistentes con los resultados de la comparacién de herramientas (Vigo et al.,
2013) y que existen oportunidades para mejorar el prototipo de la herramienta EvA-Web en
términos de efectividad.

En el caso concreto de las diferencias en el reporte de Cynthia Says con respecto de EvA-
Web, éstas se presentan en las técnicas: HO2, H44, H67, H42, H30 y H65. En el caso de Taw,
las diferencias se presentan en las técnicas: HO2, H37 y H30. Para entender la diferencia en
la aplicacién de estas técnicas, se revisé por separado la forma en que cada herramienta de
evaluacion de accesibilidad determina la aplicacién correcta de las recomendaciones. Como
ejemplo, presentamos el andlisis de la técnica H37.

La técnica H37 trata de mejorar la percepcion de los contenidos no textuales: “Cuando
una imagen contiene palabras que son importantes para comprender el contenido, el texto
alternativo debe incluir esas palabras. Esto permitira que el texto alternativo juegue la misma
funcién en la pdgina que la imagen” (W3C Working Group, 2012).

Para probar esta técnica (H37), el cédigo HTML de cada etiqueta IMG debe tener el
atributo ALT. En el andlisis manual de la pagina bajo estudio, se encontraron doce etiquetas
IMG. De éstas, ocho tienen atributo ALT con texto o cadena vacia. Por su parte, la evaluacién
de Cynthia Says, reporta las doce etiquetas IMG. Ademsds, el reporte indica que cuatro
etiquetas no cumplen con la técnica H37. Este resultado es consistente con la evaluacién
manual. También reporta que seis de esas etiquetas deben ser revisadas manualmente porque
el atributo ALT esta vacio. Sin embargo, reporta dos casos que corresponden a la técnica
HO02 en donde la etiqueta IMG deberia ser evaluada en el contexto de la etiqueta de enlace
(<a>..<img>..< /a>)que la contiene.

En el caso de la herramienta Taw, ésta da como resultado cuatro incidencias de errores
en el uso de la etiqueta IMG con la técnica H37 porque no contienen el atributo ALT. Por su
parte, EvA-Web detecta las doce etiquetas IMG. Al igual que Taw, EvA-Web reporta cuatro
casos en dénde la técnica no pasa (etiquetas en las lineas 145, 434, 345, 456). Los restantes
son advertencias ya que tienen el atributo ALT y el desarrollador debe verificar manualmente
su contenido en las lineas de cédigo: 281, 290, 313, 316, 319, 322, 325 y 328.
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5. Conclusiones

En este trabajo se presentaron los resultados de implementar una herramienta de evalua-
cién de accesibilidad que llamamos EvA-Web. El propdsito de esta herramienta es identificar
los sitios web que hayan implementado las recomendaciones de la WCAG 2.0 en el nivel A.
Particularmente, se implementaron las técnicas H para el lenguaje HTML 5.0. Para disenar
la herramienta, se estudi6 la guia WCAG 2.0 y las técnicas H fueron categorizadas en tablas,
formularios, paginas, parrafos, enlaces, estructura, imagenes y otros, para facilitarle al desa-
rrollador de software la seleccion de las técnicas que le interese evaluar. Ademas, se desarrolld
un web crawler para obtener varios enlaces del sitio web y evaluarlos en un solo paso.

Basandose en los resultados de otras herramientas de evaluacién de accesibilidad y las
recomendaciones de la literatura, se cred la herramienta con un informe de resultados que
identifica con claridad la técnica H evaluada, el nimero de linea en donde aparece el cédigo de
la etiqueta evaluada, y el valor de la evaluacion automatica cuando ésta es posible. Ademas,
el desarrollador de software trabaja con un conjunto muy pequeno de interfaces de usuario
con el minimo de datos de entrada. A diferencia de otras herramientas disponibles en linea de
forma gratuita, este prototipo permite la evaluacién de todas las paginas del sitio web y genera
informes en archivos HTML. La herramienta estd disponible en espanol con la intencién de
que la comunidad de desarrolladores hispanohablantes disponga de otro instrumento para
evaluar la accesibilidad.

Como trabajo futuro se tomaran en cuenta las capacidades que tienen las herramientas
evaluadas para mejorar el prototipo EvA-Web. Algunas herramientas tienen implementado
una opcion de correccién de la anomalia encontrada. Ademads, es importante proporcionar al
desarrollador de software mecanismos que le permitan verificar que la técnica H se implementé
apropiadamente. El disefio de estas dos caracteristicas requiere de la comunicacién con los
desarrolladores de sitios web para conocer las practicas que aplican para liberar sitios web
accesibles. Ademas, la construccién del prototipo de EvA-Web estd conceptualizado en el
contexto de un proyecto mayor, en donde la herramienta se podria convertir en un componente
principal en el diagnostico de barreras de accesibilidad, como apoyo a la introduccion de un
proceso de mejora de la calidad de los sitios y aplicaciones web.

A futuro se estudiaran e implementaran otras técnicas de la WCAG 2.0 orientadas a
tecnologias como CSS o JavaScript. Finalmente, el desarrollo de una herramienta robusta para
la evaluacion de la accesibilidad puede servir para que las empresas, y otras organizaciones,
analicen la accesibilidad de sus sitios web y verifiquen si sus contenidos estan llegando a todos
sus usuarios.
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