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Un recorrido por el concepto de curvatura

José Luis Cisneros Molina1
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Resumen

La curvatura es uno de los conceptos más importantes en geometŕıa diferencial. En es-
te art́ıculo daremos un recorrido por las ideas detrás de este concepto. Veremos diferentes
maneras de definir la curvatura de curvas y diferentes tipos de curvaturas para superficies y
variedades de dimensiones superiores.

Palabras Clave: Curvatura normal, curvaturas principales, curvatura Gaussiana,
curvatura media, curvatura seccional, curvatura escalar, Teorema Egregio de Gauss,
Teorema de Gauss-Bonnet.
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Recibido: 8 de julio de 2021.
Aceptado: 14 de septiembre de 2021.

1. Introducción

El objetivo de este art́ıculo es presentar diferentes nociones de curvatura en geometŕıa
diferencial a partir de su significado geométrico en ejemplos, aśı como la expresión anaĺıtica
de dichos conceptos. Es una introducción a la geometŕıa diferencial, dirigido a estudiantes
de ciencias e ingenieŕıas quienes hayan cursado cálculo de varias variables. Comenzando
con la idea intuitiva de que una ĺınea recta no se curva, y de que una circunferencia de
radio pequeño se curva más que una circunferencia de radio mayor, se definirá de manera
geométrica y anaĺıtica la curvatura de curvas planas y en el espacio. Posteriormente, usando la
curvatura de curvas planas, introduciremos las curvaturas normales de una superficie, y entre
ellas, especificaremos a las curvaturas principales. A partir de éstas últimas, presentaremos la
curvatura Gaussiana y la curvatura media de una superficie. Definiremos curvaturas análogas
para el caso de hipersuperficies y finalmente definiremos la curvatura seccional y la curvatura
escalar de una variedad Riemanniana. Terminamos enunciando algunos teoremas clásicos que
involucran a las curvaturas Gaussiana y media de una superficie. Dado que nuestro objetivo
es concentrarnos en el aspecto geométrico de la curvatura, no mencionaremos nada acerca
de su desarrollo histórico, lo cual también es un tema apasionante,para ello recomendamos
el art́ıculo (Naveira, 2007).
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José Luis Cisneros Molina Un recorrido por el concepto de curvatura

2. Motivación

Podemos comprobar emṕıricamente que a partir de una hoja de papel se pueden formar
un cono o un cilindro. Pero es imposible obtener un pedazo de esfera, sin doblar, estirar o
cortar la hoja. La razón de esto es que un plano, un cono y un cilindro tienen la misma
“curvatura Gaussiana”, mientras que en un plano y una esfera dicha curvatura es diferente.
Es por esto que es imposible construir el mapa perfecto, es decir, al representar a la superficie
de la Tierra en un plano, siempre habrá distorsiones en las distancias. Es posible construir
mapas que preserven los ángulos de las trayectorias recorridas, como el Mapa de Mercator, o
mapas que preserven las áreas, pero no se puede construir un mapa que preserve todas estas
propiedades, ni que preserve todas las distancias.1

(a) Cilindro (b) Cono (c) Esfera

3. Curvas en el plano

Comenzaremos considerando curvas en el plano Euclidiano R2. Recordemos que R2 con-
siste de todas las parejas ordenadas de números reales R2 = { (x, y) | x, y ∈ R }.

Sea I = [0, 1]. Una función α : I → R2 es de la forma α(t) = (x(t), y(t)), donde las
funciones x : R→ R y y : R→ R son llamadas las funciones coordenadas de α. La función α
es diferenciable cuando todas sus funciones coordenadas son diferenciables.

Una curva parametrizada diferenciable en R2 es una función diferenciable α : I → R2. A su
imagen α(I) ⊂ R2 se le denomina la traza de α. Podemos pensar a una curva parametrizada
como una part́ıcula moviéndose a lo largo de la traza de α, tal que al tiempo t se encuentra
en el punto α(t). El vector tangente o vector velocidad de la curva α en el punto α(t),
denotado por α′(t), es el vector dado por las derivadas de las funciones coordenadas, es decir
α′(t) = (x′(t), y′(t)). Una curva parametrizada diferenciable es regular si el vector tangente
es distinto del vector cero para toda t ∈ I.

Dadas una función diferenciable h : I → I tal que h′(t) > 0 para toda t ∈ I y una curva
parametrizada diferenciable regular α : I → R2, la composición β(t) = α(h(t)) es otra curva
parametrizada regular. Decimos que β es una reparametrización de α.

1Para saber más sobre las matemáticas involucradas al hacer mapas, recomiendo el video Mapas, de
la serie Aventuras Matemáticas del Instituto de Matemáticas de la UNAM https://www.matem.unam.mx/

~video/mapas/map.html.
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α′(t)

α(t)

Figura 1: Curva parametrizada y vector tangente.

Dada una curva parametrizada diferenciable regular α : R → R2, siempre es posible en-
contrar una reparametrización β tal que la norma del vector velocidad es 1 en todo punto,
es decir, ‖β′(t)‖ = 1 para toda t ∈ I (ver (do Carmo, 1994, §1.5, Observación 2)). En este
caso decimos que β está parametrizada por longitud de arco, ya que el parámetro nos da la
longitud recorrida.

Figura 2: Curva parametrizada por longitud de arco.

3.1. Curvatura

El problema que nos planteamos es el siguiente:
Dada una curva parametrizada diferenciable regular α : I → R2,

¿Cómo podemos medir qué tanto se curva?

Daremos dos respuestas, una geométrica y una anaĺıtica.

Respuesta geométrica

Partimos de dos ideas intuitivas:

3
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1. Una recta no se curva. Entonces diremos que una recta tiene curvatura cero.

2. Sean Cr1 y Cr2 dos circunferencias de radios r1 y r2 respectivamente. Si r1 < r2, entonces
Cr1 se curva más que Cr2 .

r2

r1

Es decir, la curvatura de una circunferencia es inversamente proporcional a su radio.
Entonces diremos que la curvatura de la circunferencia Cr de radio r es 1

r
. Esto es

compatible con el inciso 1, si consideramos a las rectas como circunferencias de radio
infinito.

Dada una curva α : I → R2 parametrizada regular, es decir, con α′(t) 6= 0 para toda t ∈ I,
queremos asociarle una función κ : I → R que en cada punto α(t) la cantidad κ(t) indique
“cuánto se curva la curva en dicho punto”. La idea es encontrar la circunferencia que mejor
aproxima a la curva α en el punto P = α(t0). Tomamos dos puntos Q = α(t1) y R = α(t2)
cercanos al punto P = α(t0) y trazamos la circunferencia que pasa por Q, P y R.

Q

R

P

Hacemos tender t1 y t2 a t0, es decir hacemos tender los puntos Q y R al punto P .

4
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Q
R

P

Si α′′(t0) 6= 0, en el ĺımite, obtenemos una circunferencia de radio rP la cual es llamada
ćırculo osculador a α en P , para una demostración ver (Spivak, 1979, Chapter 1, Theorem 1).
Entonces definimos la curvatura de la curva α en el punto P = α(t0) por κ(t0) = 1

rP
. Si

α′′(t0) = 0 definimos κ(t0) = 0.

P

A esta noción de curvatura podemos asignar un signo que indica la dirección en que se
desv́ıa la curva. Asignamos el signo positivo cuando el centro del ćırculo osculador queda a
la izquierda de la dirección de avance de la curva, y negativo en el caso contrario.

Respuesta anaĺıtica

Fijemos una recta en el plano, digamos el eje x. Dada una curva α : I → R2 regular
parametrizada por longitud de arco, sea θ(t) el ángulo entre el vector tangente α′(t) a la
curva α en el punto α(t) y el eje x.

5
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Intuitivamente, si la trayectoria es una recta, el ángulo no cambia y se mantiene constante.
Por otro lado, si la trayectoria se curva mucho, el ángulo cambia muy rápido. Por lo tanto,
definimos la curvatura como la razón de cambio del ángulo:

κ(t) =
dθ

dt
(t).

Esta definición no sólo nos da una magnitud, que mide la razón de la desviación de la
curva de una recta, sino también un signo el cual indica la dirección de la desviación. El
signo de la curvatura en un punto es:

Positivo si a partir de dicho punto la curva continúa hacia el lado izquierdo de la recta
tangente que pasa por dicho punto, como se ilustra en la Figuras 3.

Figura 3: Curvatura positiva.

Negativo si a partir de dicho punto la curva continúa hacia el lado derecho de la recta
tangente que pasa por dicho punto, como se muestra en la Figura 4.

Figura 4: Curvatura negativa.

6
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Las dos nociones de curvatura coinciden si asignamos un signo a la noción geométrica
como se indicó.

4. Curvas en el espacio

Ahora consideraremos curvas en el espacio Euclidiano R3 = { (x, y, z) | x, y, z ∈ R } y
definiremos su curvatura de manera anaĺıtica.

Sea α : I → R3 una curva diferenciable regular dada por α(t) = (x(t), y(t), z(t)). Supon-
gamos además que la curva α está parametrizada por longitud de arco, es decir, ‖α′(t)‖ = 1
para toda t ∈ I. Como ejemplo, en la Figura 5 se muestra la curva en el espacio llamada
hélice dada por α(t) = (a cos t, a sin t, bt), donde pedimos que a2 + b2 = 1 para que esté
parametrizada por longitud de arco.

y

x

z

Figura 5: Curva en el espacio: Hélice.

Denotemos por T (t) = α′(t) al vector tangente. Como ‖T (t)‖ = ‖α′(t)‖ = 1 es constante,
T ′(t) mide la razón de cambio del ángulo que las tangentes cercanas hacen con la tangente
en t. Por lo tanto definimos la curvatura de α en el punto α(t) por

k(t) = ‖T ′(t)‖ = ‖α′′(t)‖.
Si la curva yace en un plano, las dos definiciones de curvatura coinciden salvo signo, es decir:

k(t) = |κ(t)|.
El vector α′′(t) es ortogonal al vector tangente α′(t), por esta razón, al vector unitario n(t)
en la dirección del vector α′′(t) se le llama el vector normal a la curva α en el punto α(t).
Además tenemos que α′′(t) = k(t)n(t).

5. Superficies

El siguiente paso es estudiar superficies en el espacio Euclidiano R3. Aśı como en las
secciones anteriores trabajamos con curvas parametrizadas regulares, que son curvas que en

7
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cada punto tienen un vector tangente no cero, ahora trabajaremos con superficies regulares,
que son aquellas que tienen en cada punto un plano tangente bien definido.

Aśı como definimos una curva en R3 como una función de una variable real cuya imagen
es un conjunto de R3, para definir una superficie es razonable considerar ahora funciones de
dos variables reales F : R2 → R3. Entonces F se puede escribir como una terna de funciones
coordenadas, es decir

F (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Como pedimos que F sea diferenciable, todas y cada una de sus funciones coordenadas son
diferenciables, es decir, las derivadas parciales de todos los órdenes existen. Entonces podemos
definir la derivada parcial ∂F

∂u
de F con respecto a u, también denotada por Fu, por

∂F

∂u
(u, v) = Fu(u, v) =

(∂x
∂u

(u, v),
∂y

∂u
(u, v),

∂z

∂u
(u, v)

)
.

Análogamente podemos definir las restantes derivadas parciales de F : ∂F
∂v

= Fv,
∂2F
∂u2 = Fuu,

∂2F
∂u∂v

= Fuv, etc.
Una superficie parametrizada diferenciable regular en R3 es una función diferenciable

F : U → R3, con U un conjunto abierto de R2, tal que los dos vectores dados por las derivadas
parciales Fu(u, v) y Fv(u, v) son linealmente independientes para todo punto (u, v) en U , o
equivalentemente, que la matriz Jacobiana DFq de F , dada por

DFq =




∂x
∂u

(q) ∂x
∂v

(q)
∂y
∂u

(q) ∂y
∂v

(q)
∂z
∂u

(q) ∂z
∂v

(q)


 =

(
Fu(q) Fv(q)

)
,

tenga rango 2 para toda q = (u, v) en U . A su vez, esto es equivalente a que el producto cruz
Fu(u, v)× Fv(u, v) sea distinto de cero, es decir, que haya un vector normal bien definido en
el punto p = F (u, v). La traza de F es el conjunto imagen S = F (U). El plano tangente TpS
a la superficie F en el punto p = F (u, v) es el plano generado por los vectores Fu(u, v) y
Fv(u, v).

En general, si A es un subconjunto arbitrario de R2, se dice que una aplicación F : A→ R3

es una superficie parametrizada, si F puede ser extendida a una aplicación diferenciable de
U en R3, siendo U un subconjunto abierto de R2 que contiene a A.

Ejemplo 1 (Coordenadas esféricas en la esfera.). Usando las coordenadas esféricas podemos
ver a la esfera de radio a > 0 como una superficie parametrizada regular dada por la aplicación
F : [0, 2π]× (−π/2, π/2)→ R3 definida por

F (φ, θ) = (a cos θ cosφ, a cos θ sinφ, a sin θ).

Las lineas φ = constante son llamadas meridianos y las lineas θ = constante son llamadas
paralelos o ćırculos de latitud. El ćırculo θ = 0 tambien es llamado ecuador ; este es el único
ćırculo máximo, de entre todos los paralelos. Todos los meridianos son ćırculos máximos.

8
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Figura 6: Coordenadas esféricas en la esfera.

Observaciones 1. La superficie parametrizada F del Ejemplo 1 está definida sobre el
rectángulo cerrado [0, 2π] × (−π/2, π/2), la cual admite una extensión diferenciable a un
conjunto abierto de R2 que contiene a [0, 2π] × (−π/2, π/2). Sin embargo, cualquier exten-
sión recubrirá más de una vez partes substanciales de la esfera, en tanto que F solamente
cubre dos veces a una semicircunferencia que va desde el polo norte al polo sur.

Existen ciertos subconjuntos de R3 a los que quisiéramos denominar superficies, pero
que no encajan dentro del contexto de las superficies parametrizadas regulares descritas
anteriormente. Tales subconjuntos no pueden ser descritos como la imagen biyectiva de una
sola superficie parametrizada regular definida sobre un conjunto abierto de R2; como vimos,
la esfera es un ejemplo de esto.

Introduciremos el concepto de superficie regular; intuitivamente se combinan convenien-
temente varias superficies parametrizadas para describir a ciertos subconjuntos de R3 que
son los que queremos definir como superficies. La definición de superficie regular es un poco
más complicada, pero es la que se generaliza a dimensiones superiores para dar el concepto
de variedad diferenciable.

Definición 1. Un subconjunto S ⊂ R3 es una superficie regular si para cada p ∈ S, existe
una vecindad V en R3 y una aplicación F : U → V ∩ S de un subconjunto abierto U de R2

sobre V ∩ S ⊂ R3, llamada parametrización de S, tal que

1. La aplicación F es diferenciable.

2. La aplicación F es un homeomorfismo: F es continua (por la condición 1) y admite una
inversa F−1 : V ∩ S → U que es continua.

3. Cada aplicación F : U → S es una superficie parametrizada regular.

9
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Ejemplo 2. La esfera unitaria S2 = { (x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1 }, es una superficie
regular. Podemos cubrir a la esfera mediante seis superficies parametrizadas regulares cuyas
trazas son hemisferios: Fi : U ⊂ R2 → R3 con i = 1, . . . , 6, dadas por

F1(x, y) = (x, y,+
√

1− (x2 + y2)), (x, y) ∈ U, U = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1 },
F2(x, y) = (x, y,−

√
1− (x2 + y2)), (x, y) ∈ U, U = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1 },

F3(x, z) = (x,+
√

1− (x2 + z2), z), (x, z) ∈ U, U = { (x, z) ∈ R2 | x2 + z2 < 1 },
F4(x, z) = (x,−

√
1− (x2 + z2), z), (x, z) ∈ U, U = { (x, z) ∈ R2 | x2 + z2 < 1 },

F5(y, z) = (+
√

1− (y2 + z2), y, z), (y, z) ∈ U, U = { (y, z) ∈ R2 | y2 + z2 < 1 },
F6(y, z) = (−

√
1− (y2 + z2), y, z), (y, z) ∈ U, U = { (y, z) ∈ R2 | y2 + z2 < 1 }.

Hay otra manera más práctica de obtener superficies regulares en R3, para ello necesitamos
algunas definiciones.

Definición 2. Sea f : R3 → R una función diferenciable. El gradiente de f en el punto
(x, y, z), denotado por ∇f(x, y, z) se define como

∇f(x, y, z) =
(∂f
∂x

(x, y, z),
∂f

∂y
(x, y, z),

∂f

∂z
(x, y, z)

)
.

Un punto (x, y, z) ∈ R3 es un punto cŕıtico de f si ∇f(x, y, z) = 0. La imagen f(x, y, z) ∈ R
de un punto cŕıtico es llamado un valor cŕıtico de f . Un punto a ∈ R que no es un valor
cŕıtico es llamado un valor regular de f .

Teorema 1. Si f : R3 → R es una función diferenciable y a ∈ R es un valor regular de f ,
entonces f−1(a) es una superficie regular en R3.

Para una demostración ver (do Carmo, 1994, §2.2, Proposition 2).

Ejemplo 3. Consideremos la función f : R3 → R dada por f(x, y, z) = x2 + y2 + z2. El
gradiente está dado por ∇f(x, y, z) = (2x, 2y, 2z). Es fácil ver que 1 ∈ R es un valor regular
de f y por el Teorema 1 el conjunto

f−1(1) = { (x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 1 }

es una superficie regular que es precisamente la esfera unitaria S2.

De ahora en adelante, en vez de decir superficie regular, solamente diremos superficie.
Usando el hecho de que sabemos calcular curvatura de curvas planas, definiremos las

curvaturas normales en un punto de una superficie en R3. Entre las curvaturas normales
definiremos las curvaturas principales, y con ellas, otros dos tipos de curvaturas: la curvatura
Gaussiana y la curvatura media.

10



José Luis Cisneros Molina Un recorrido por el concepto de curvatura

5.1. Curvatura normal

Describiremos el proceso para definir las curvaturas normales de una superficie arbitraria
S y lo iremos ilustrando en el ejemplo de la superficie conocida como paraboloide hiperbólico
o silla de montar, la cual está dada por

{ (x, y, z) ∈ R3 | z − x2 + y2 = 0 }.
Sea S una superficie y sea p ∈ S.

Tomemos el plano tangente TpS a S en p.

Tomemos un vector unitario normal N a TpS.

11
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Sea v en TpS y Pv el plano normal a S generado por N y v.

La intersección Pv ∩ S es una curva plana αv contenida en S.

La curvatura normal de S en p en la dirección de v es

κv = curvatura de αv en el tiempo t0, tal que α(t0) = p.

Con signo positivo (+) si α′′v(t0) tiene el mismo sentido que N , es decir, 〈α′′(t0), N〉 > 0, y
signo negativo (−) si α′′v(t0) tiene el sentido opuesto que N , es decir, 〈α′′(t0), N〉 < 0.

Si tomamos vectores tangentes v en TpS distintos obtenemos curvaturas normales distintas
como se muestra en la Figura 7:

Figura 7: Otras dos curvaturas normales de S en el punto p.

12
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5.2. Curvatura normal y curvatura geodésica

En la literatura a veces se da una definición alternativa de la curvatura normal, por
ejemplo en (do Carmo, 1994, §3.2, Definición 3). Sea S una superficie, p ∈ S y N un vector
unitario normal a S en p. Sea C una curva regular en S que pasa por p, parametrizada por
α(s), donde s es la longitud de arco de C y α(0) = p. Sea n el vector normal a C en p y
θ el ángulo entre los vectores N y n. Sea k = ‖α′′(0)‖ la curvatura de C en p. El número
κC = k cos θ se denomina la curvatura normal de C ⊂ S en p. Es decir, κC es la longitud de
la proyección u del vector kn = α′′(0) sobre la recta determinada por el vector normal N ,
esto se muestra en la Figura 8.

Figura 8: Curvaturas normal y geodésica.

Si C es una curva que pasa por p obtenida por la intersección de S con un plano normal,
tenemos que θ es cero y la curvatura normal de C coincide con la curvatura k de C, como en
nuestra primera definición de curvatura normal. De hecho, se puede demostrar que todas las
curvas contenidas en S que tienen en un punto dado p ∈ S la misma recta tangente, tienen
en ese punto la misma curvatura normal (do Carmo, 1994, §3.2, Proposición 2). Por lo tanto,
las dos definiciones de curvatura normal son equivalentes.

Por otro lado, consideremos la proyección w del vector kn = α′′(0) sobre el espacio
tangente TpS (ver Figura 8), a la longitud de w se le denota por κg y se le llama la curvatura
geodésica de C en p, es decir, kg = k sen θ. Por lo tanto tenemos que k2 = κ2

C + κ2
g.

5.3. Curvaturas principales

A cada vector unitario v ∈ TpS le asociamos la curvatura normal κv de S en p en la
dirección de v. Esto nos da una función continua (en la sección 5.5 se explica porqué es

13
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continua)
k : S1 → R

v 7→ κv,
(1)

donde S1 es la circunferencia unitaria en TpS. El máximo κ1 y el mı́nimo κ2 de las curvaturas
normales son llamadas las curvaturas principales de S en p. Los vectores unitarios e1 y e2 en
cuyas direcciones se alcanzan κ1 y κ2 son llamados las direcciones principales en p.

En el ejemplo de la silla de montar las curvaturas principales se muestran en la Figura 9:

Figura 9: Curvaturas principales.

5.4. Curvatura media y curvatura Gaussiana

A partir de las curvaturas principales definimos:

Curvatura Gaussiana: La curvatura Gaussiana K(p) de una superficie S en un punto
p ∈ S es el producto de las curvaturas principales de S en p:

K = κ1κ2.

Curvatura media La curvatura media H(p) de una superficie S en un punto p ∈ S es el
promedio de las curvaturas principales de S en p:

H =
κ1 + κ2

2
.

La curvatura Gaussiana define diferentes tipos de puntos en una superficie.

Punto silla o punto hiperbólico. Un punto p en una superficie S es un punto hiperbólico
si K(p) < 0. Esto es equivalente a que las curvaturas principales κ1 y κ2 en p tienen
signos opuestos, y a su vez esto implica que S cruza el plano tangente en cualquier
vecindad de p.

14
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Figura 10: Punto hiperbólico.

Punto plano o punto parabólico. Un punto p en una superficie S es un punto parabólico
si K(p) = 0. Esto es equivalente a que alguna curvatura principal κ1, κ2 (o ambas) sea
cero.

Figura 11: Punto parabólico.

Punto eĺıptico. Un punto p en una superficie S es un punto eĺıptico si K(p) > 0. Esto es
equivalente a que las curvaturas principales κ1 y κ2 tengan el mismo signo, y a su vez
esto implica que S está en un lado del plano tangente a p, del mismo lado que n si
κ1, κ2 > 0, del lado opuesto que n si κ1, κ2 < 0.

Figura 12: Punto eĺıptico.

Hay superficies que tienen los tres tipos de puntos. Por ejemplo el toro1 dado por la
parametrización F : [0, 2π]× [0, 2π]

F (u, v) = ((2 + cosu) cos v, (2 + cosu) sin v, sinu).

15
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5.5. Las aplicaciones de Gauss y Weingarten

Ahora presentaremos una manera anaĺıtica de obtener la curvatura Gaussiana y la cur-
vatura media.

Sea S una superficie en R3. Sea p ∈ S y V una vecindad abierta de p en S. La aplicación
de Gauss N : V → S2 es una aplicación diferenciable que asocia a cada punto p ∈ V ⊂ S un
vector normal unitario como se ilustra en la Figura 132

Figura 13: Aplicación de Gauss.

Una manera de dar la aplicación de Gauss es la siguiente. Sea F : U → S ⊂ R3 una
parametrización de S, con U un abierto de R2 y la traza de F es V = F (U). Sean q ∈ U
y p = F (q), entonces la aplicación de Gauss está dada por el producto cruz en R3 de las
derivadas parciales de F normalizado:

N(p) =
Fu(q)× Fv(q)
‖Fu(q)× Fv(q)‖

.

La diferencial de la aplicación de Gauss, conocida como aplicación de Weingarten, es
una aplicación lineal dNp : TpS → TN(p)S2. Como TpS y TN(p)S2 son planos paralelos, dNp

puede verse como una aplicación lineal de TpS en śı mismo dNp : TpS → TpS. Una propiedad
muy importante de la aplicación de Weingarten es que es autoadjunta, es decir, satisface la
siguiente igualdad (do Carmo, 1994, Sección 3.2, Proposición 1)

〈 dNp(v1), v2 〉 = 〈 v1, dNp(v2) 〉, para todo v1, v2 ∈ TpS,
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donde 〈 , 〉 es el producto interior en R3 restringido a TpS. Esto implica (ver (do Carmo,
1994, Teorema, Apéndice del Caṕıtulo 3)) que existe una base ortonormal {e1, e2} de TpS,
que corresponde a las direcciones principales, tal que

dNp(ei) = −κiei, con i = 1, 2,

es decir, las direcciones principales son vectores propios de dNp con valor propio −κi. Por lo
tanto, e1 y e2 forman una base ortonormal que diagonaliza a dNp. Entonces dNp =

( −κ1 0
0 −κ2

)

y

K = det dNp, H = −1

2
traza dNp.

Podemos definir una forma cuadrática Q : TpS → R mediante Q(v) = −〈 dNp(v), v 〉, la
cual restringida a la circunferencia unitaria en TpS da la función k : S1 → R definida en (1),
es decir, k(v) = Q|S1(v) = κv, y por esta razón la función k es continua.

5.6. Superficies orientables y no orientables

Como vimos en la Subsección 5.5, dada una parametrización F : U → S ⊂ R3 de una
superficie S, con U un abierto de R2, la aplicación de Gauss asocia a cada punto p = F (q)
en la imagen de F el vector normal dado por el producto cruz de las derivadas parciales de
F , es decir, N(p) = Fu(q)×Fv(q)

‖Fu(q)×Fv(q)‖ para toda q ∈ V . En otras palabras, la aplicación de Gauss

define un campo vectorial normal diferenciable sobre el subconjunto abierto V = F (U) de S.
Un hecho sorprendente es que no todas las superficies admiten un campo vectorial normal
diferenciable definido globalmente sobre toda la superficie. Un ejemplo de dichas superficies
son la banda de Möbius3 y la botella de Klein4 mostradas en la Figura 14. Diremos que dichas
superficies son no orientables.

(a) Banda de Möbius (b) Botella de
Klein

Figura 14: Superficies no orientables.

Por otro lado, diremos que una superficie S es orientable si admite un campo vectorial
normal diferenciable N definido en toda la superficie. La elección de dicho campo N es
llamada una orientación de S. Ejemplos de superficies orientables son la esfera5 y el toro6

mostrados en la Figura 15.
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(a) Esfera

l
(b) Toro

Figura 15: Superficies orientables.

Por lo tanto, si S es una superficie orientable, escoger una orientación es equivalente a dar
una aplicación de Gauss global, es decir, definida sobre toda la superficie N : S → S2 ⊂ R3.
En este caso, la curvaturas de Gauss K : S → R y media H : S → R también están bien
definidas sobre toda la superficie.

6. Dimensiones superiores: variedades Riemannianas

Como mencionamos en la Sección 5, el concepto de superficie regular se puede generalizar
a dimensiones superiores para obtener subconjuntos de Rn tales que en cada punto tengan
bien definido un espacio tangente, el cual es un subespacio de Rn de dimensión k ≤ n.

Definición 3. Un subconjunto M ⊂ Rn es una variedad diferenciable de dimensión 0 < k ≤
n si para cada p ∈M , existe una vecindad V en Rn y una aplicación F : U → V ∩M de un
subconjunto abierto U de Rk sobre V ∩M ⊂ Rn de la forma

F (u1, . . . , uk) = (x1(u1, . . . , uk), . . . , xn(u1, . . . , uk))

tal que

1. La aplicación F es diferenciable.

2. La aplicación F es un homeomorfismo.

3. Cada aplicación F : U →M tiene matriz Jacobiana

DFq =




∂x1

∂u1
(q) . . . ∂x1

∂uk
(q)

...
. . .

...
∂xn
∂u1

(q) . . . ∂xn
∂uk

(q)


 =

(
Fu1(q) . . . Fuk(q)

)
,

de rango k para todo punto q = (u1, . . . , uk) ∈ U ⊂ Rk.
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Como en el caso de las superficies regulares, la condición 3 es equivalente a que los k
vectores en Rn dados por las derivadas parciales Fui(q) con i = 1, . . . , k, sean linealmente in-
dependientes. El espacio tangente TpM a la variedad M en el punto p = F (q) es el subespacio
generado por los vectores Fu1(q), . . . , Fuk(q). Como TpM es un subespacio de Rn, podemos
dotar a TpM de un producto interior restringiendo el producto interior estandar de Rn. Una
variedad diferenciable M dotada de un producto interior en cada espacio tangente TpM que
vaŕıa diferenciablemente es llamada una variedad Riemanniana.

En el plano R2, dados dos puntos, la ĺınea de menor longitud que los une es el segmento de
recta que pasa por ambos puntos. Análogamente, dados dos puntos en el espacio Euclidiano
de dimensión n la ĺınea de menor longitud que los une es una recta. En general, dada una
variedad Riemanniana de dimensión k en Rn, existen curvas de menor longitud que unen dos
puntos las cuales son llamadas geodésicas. En una superficie S, una curva C es una geodésica
si la curvatura geodésica κg de C en todo punto es cero. Por ejemplo, en la esfera S2 las

geodésicas son los ćırculos máximos, como los meridianos o el ecuador en el Ejemplo 1. Ésto
es fácil de ver, pues los ćırculos máximos se obtienen de intersectar a la esfera con planos
que pasan por el centro de la esfera, dichos planos son planos normales a la esfera, por lo
tanto, la curvatura geodésica de los circulos máximos es cero. Para saber más sobre geodésicas
recomiendo el art́ıculo (Simanca, 2002).

7. Hipersuperficies en Rn

Una hipersuperficie en Rn es una variedad diferenciable de dimensión n− 1 (codimensión
1). Sea S ⊂ Rn una hipersuperficie. Podemos definir curvaturas normales como en el caso de
superficies en R3. Sean p ∈ S, un vector normal unitario N en p y un vector tangente unitario
v ∈ TpS. La intersección del plano generado por N y v y S es una curva, cuya curvatura κv es
la curvatura normal de S en p en la dirección de v. La aplicación v 7→ κv es la restricción a la
esfera unitaria de una forma cuadrática Q en TpS. Existe una base ortonormal {e1, . . . , en−1}
de TpS que diagonaliza a Q. Las direcciones e1, . . . , en−1 son llamadas las direcciones de
curvatura principales en p y las cantidades correspondientes

κ1 = κe1 , . . . , κn = κen−1

son las curvaturas principales de S en p.
Como en R3 podemos considerar la aplicación de Gauss

N : S → Sn−1

cuya diferencial
dNp : TpS → TN(p)Sn−1 ∼= TpS

satisface las ecuaciones
dNp(ei) = −κiei, i = 1, . . . , n− 1.

Definimos la curvatura media

H =
1

n− 1
(κ1 + · · ·+ κn−1) = − 1

n− 1
traza(dNp),
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y la curvatura de Gauss-Kronecker

κ1 . . . κn−1 = (−1)n−1 det(dNp).

Además, tenemos las otras funciones simétricas elementales de las curvaturas principales,
llamadas curvaturas medias de orden superior. Denotemos por Hj a la curvatura media de
orden j-ésimo, normalizada tal que

n−1∏

j=1

(1 + tκj) =
n−1∑

j=0

(
n− 1

j

)
Hjt

j.

Entonces H1 = H, la curvatura media y Hn−1 es la curvatura de Gauss-Kronecker.
En dimensiones superiores tenemos curvaturas intermedias. Entre ellas H2 juega un papel

importante. Salvo por una constante, H2 es igual a la curvatura escalar, la cual definiremos
en la siguiente sección.

8. Curvatura seccional y curvatura escalar

Sea M una variedad Riemanniana de dimensión k en Rn. Riemann definió en cada punto
p ∈ M las curvaturas seccionales : sean v, w ∈ TpM linealmente independientes. Para todo
vector unitario

u = λv + µw

existe una única geodésica en M que empieza en p con vector tangente u (ver (do Carmo,
1992, Ch. 3, Proposition 2.7)).

Dichas geodésicas, al variar u generan una superficie cuya curvatura Gaussiana en p es
llamada la curvatura seccional Kπ = K[v, w] del plano π generado por v y w.

Sea β = {e1, . . . , ek} una base ortonormal de TpM . Entonces la cantidad

s = 2
∑

1≤i<j≤k
K[ei, ej]

es independiente de β (ver (do Carmo, 1992, §4.4)), llamada la curvatura escalar de M en p.
Si M es una hipersuperfice en Rn podemos considerar a ei como las direcciones principales

en p. Entonces K[ei, ej] = κiκj por lo que

s =
∑

1≤i<j≤k
κiκj, o s = (n− 1)(n− 2)H2.

9. Resultados clásicos sobre curvatura

Ya que hemos visto diferentes tipos de curvaturas, en esta sección enunciaremos algunos
resultados clásicos que las involucran. Para ver más resultados relacionados con curvaturas
recomiendo el art́ıculo panorámico de Osserman (Osserman, 1990) el cual en parte motivó al
presente art́ıculo.
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9.1. Cantidades intŕınsecas y extŕınsecas

Sea M ⊂ Rn una variedad Riemanniana. Las cantidades intŕınsecas de M son determina-
das mediante mediciones sobre M misma. Las cantidades extŕınsecas dependen del encaje de
M en Rn, es decir, de “cómo está metida” M en Rn. Para S ⊂ R3 las curvaturas principales
y la curvatura media son extŕınsecas : enrollar una hoja en un cilindro las cambia, pero no
cambian las distancias a lo largo de S. Sorprendentemente, el Teorema Egregio de Gauss
(do Carmo, 1994, §4-3) dice que la Curvatura Gaussiana K = κ1κ2 es intŕınseca. Para una
discusión sobre porpiedades intŕınsecas vs. extŕınsecas recomiendo el art́ıculo (Palmas, 2020).

9.2. Teorema de Gauss-Bonnet

Antes de poder enunciar el Teorema de Gauss-Bonnet necesitamos dar algunas definicio-
nes.

Una superficie es compacta si es compacta como espacio topológico (cerrado y acotado
como subespacio de R3). Algunas superficies tienen frontera, como la banda de Möbius. Una
superficie cerrada es una superficie compacta y sin frontera. Ejemplos de superficies cerradas
son: la esfera, el toro y la botella de Klein.

Recordemos que dos espacios topológicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo
entre ellos, es decir, una aplicación biyectiva continua cuya inversa también es continua. En
topoloǵıa dos espacios homeomorfos son considerados equivalentes.

El Teorema de clasificación de superficies (ver por ejemplo (S. William Massey, 1967))
nos dice que toda superficie cerrada orientada es homeomorfa a una superficie de la siguiente
lista: la esfera, el toro, el toro con dos hoyos, etc., como se muestra en la Figura 167.

(a) Género 0 (b) Género 1 (c) Género 2

Figura 16: Superficies cerradas orientadas

Distinguimos las superficies de la lista anterior por que tienen diferente género, que in-
tuitivamente corresponde al “número de hoyos”.

A toda superficie cerrada orientada S podemos asociarle un número entero χ(S) llamado
la caracteŕıstica de Euler-Poincaré de S. Una manera de calcular a χ(S) es la siguiente. Un
resultado muy importante en topoloǵıa es que las superficies compactas se pueden triangular
(ver (Doyle and Moran, 1968)), es decir, podemos encontrar un poliedro P que sea homeo-
morfo a una superficie S dada. En la Figura 17 se muestran triangulaciones de la esfera8 y
del toro9:
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Figura 17: Triangulaciones de la esfera y el toro.

La caracteŕıstica de Euler-Poincaré de la superficie S se define como χ(S) = V −A+C,
donde V es el número de vértices, A el de aristas y C el de caras de una triangulación P , y
no depende de la triangulación, por lo que es un invariante topológico, el cual es completo, es
decir: dos superficies cerradas orientadas S y S ′ son homeomorfas si y sólo si χ(S) = χ(S ′).
Por ejemplo, la esfera tiene caracteŕıstica de Euler-Poincaré igual a 2 (un tetraedro es una
triangulación de la esfera y ah́ı es fácil calcularla), por lo tanto, toda superficie cerrada y
orientada S con χ(S) = 2 es homeomorfa a la esfera. Si denotamos por Tg a la superficie de
género g (toro con g hoyos) tenemos que χ(Tg) = 2 − 2g, por lo tanto, la única superficie
cerrada y orientada con caracteŕıstica de Euler-Poincaré positiva es la esfera.

Sea S una superficie orientada. Una curva parametrizada regular a trozos cerrada y simple
α : I → S es una curva cerrada, sin autointersecciones, cuya recta tangente no está definida
sólamente en un número finito de puntos t0, . . . , tk ∈ I, los puntos α(ti), i = 1, . . . , k, son
llamados los vértices de α y las trazas α([ti, ti+1]) son los arcos regulares de α. En cada
vértice α(ti) definimos el ángulo exterior θi como el ángulo formado por los ĺımites izquierdo
y derecho respectivamente cuando t → ti, de los vectores tangentes α′(t) con t ∈ [ti−1, ti]
y t ∈ [ti, ti+1] respectivamente. El signo del ángulo θi está dado por la orientación de S. El
ángulo interior ηi en el vértice α(ti) está dado por ηi = π − θi.

θ1

θ2

θ3
η1

η2

η2

Figura 18: Ángulos exteriores e interiores de una curva parametrizada regular a trozos.

Sea S una superficie orientada. Una subconjunto R de S es una región simple si R es
homeomorfa a un disco y la frontera ∂R de R es una curva parametrizada regular a trozos
cerrada y simple α : I → S. Intuitivamente la frontera α está orientada positivamente si al
caminar sobre la curva en la dirección positiva, con la cabeza apuntando en la dirección del
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vector normal N que da la orientación a S, la región R queda a la izquierda. Llamaremos
triángulo a una región simple con sólo tres vértices como la mostrada en la Figura 19.

Figura 19: Región simple (triángulo) en una superficie.

Decimos que una región R ⊂ S es regular si R es compacta y su frontera ∂R es la
unión de un número finito de curvas regulares a trozos, cerradas y simples que no se cortan.
Consideraremos a una superficie cerrada como una región regular sin frontera.

Ahora podemos enunciar el Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 2 (Teorema de Gauss-Bonnet(do Carmo, 1994, §4.5)). Sea R una región regular
de una superficie orientada y sean C1, . . . , Cn las curvas regulares a trozos cerradas y simples
que forman la frontera ∂R de R. Supongamos que cada Ci está orientada positivamente y
sean θ1, . . . θp el conjunto de todos los ángulos externos de las curvas C1, . . . , Cn. Entonces

n∑

i=1

∫

Ci

κg(s)ds+

∫∫

R

K dvol +

p∑

l=1

θl = 2πχ(R). (2)

donde s denota la longitud de arco de Ci y la integral sobre Ci significa la suma de las
integrales que corresponden a los arcos regulares de Ci.

Si consideramos a una superficie cerrada como una región regular sin frontera, en la
fórmula no hay contribucuón por la frontera ni por ángulos exteriores obteniendo el siguiente
corolario.

Corolario 1 (Teorema de Gauss-Bonnet(do Carmo, 1994, §4-5)). Sea S una superficie ce-
rrada, conexa y orientada. Entonces

∫∫

S

K dvol = 2πχ(S),

con χ(S) la caracteŕıstica de Euler-Poincaré.

Este teorema relaciona fuertemente la geometŕıa y topoloǵıa de la superficie. Por ejemplo,
si la curvatura K de S es estrictamente positiva, entonces la integral es estrictamente positiva,
lo que implica que χ(S) > 0. Como vimos, la esfera es la única superficie cerrada orientada
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con caracteŕıstica de Euler-Poincaré positiva. Por lo tanto, la curvatura impone restricciones
a la topoloǵıa de la superficie.

Ahora consideremos un triángulo geodésico T en una superficie S, es decir, una región
simple con sólo tres vértices, tal que los arcos regulares de su frontera sean geodésicas de S.
Como una región simple es homeomorfa a un disco, tenemos que χ(T ) = 1 y como la frontera
está formada por geodésicas, la curvatura geodésica es cero, por lo tanto, en la fórmula la
primera integral es cero. Expresando a los ángulos exteriores en términos de los ángulos
interiores obtenemos.

Corolario 2. Sea T un triángulo geodésico en una superficie orientada S. Entonces

∫∫

R

K dvol = η1 + η2 + η3 − π,

donde ηi, i = 1, 2, 3, son los ángulos interiores de T .

Si S es el plano euclidiano, T es un triángulo euclidiano, cuyos lados son segmentos de
recta (geodésicas en el plano), tenemos K = 0, la integral es cero y obtenemos el conocido
resultado de geometŕıa euclidiana que la suma de los ángulos interiores de T es igual a π.
Si S es la esfera unitaria, T es un triángulo esférico, cuyos lados son segmentos de ćırculos
máximos, tenemos K = 1, la integral es estrictamente positiva y obtenemos que la suma de
los ángulos interiores de T es mayor a π, esto corresponde a la geometŕıa eĺıptica. Si S es el
plano hiperbólico, tenemos K = −1, la integral es estrictamente negativa y obtenemos que la
suma de los ángulos interiores de T es menor a π, esto corresponde a la geometŕıa hiperbólica.

Un espacio de Alexandrof (X, d) es un espacio métricos geodésico con una noción sintética
de curvatura acotada inferiormente, la cual se define comparando triángulos geodésicos en X
con triángulos euclidianos, eĺıpticos o hiperbólicos. Los espacios de Alexandrof es un área muy
activa de investigación actual, para saber más al respecto recomiendo el art́ıculo (Moguel,
2021).

En 1944 Chern (Chern, 1944) generalizó el Teorema de Gauss-Bonnet para variedades
diferenciables cerradas orientadas de dimensión 2n, expresando la caracteŕıstica de Euler-
Poincaré como la integral de cierto polinomio de su forma de curvatura.

9.3. Superficies mı́nimas

Una superficie S es mı́nima si localmente minimiza su área. Una superficie S es mı́nima śı
y sólo śı su curvatura media es cero (H = 0) (do Carmo, 1994, §3-5). Ejemplos de superficies
mı́nimas son las formadas por peĺıculas de jabón como la mostrada en la Figura 2010.
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Figura 20: Superficie mı́nima de Costa.

Si el lector desea saber más sobre las superficies mı́nimas recomiendo el art́ıculo (Galaz-
Garćıa, 2004).

10. Regresando a la motivación

Regresando a la motivación inicial del art́ıculo, dado un plano P en R3 y un punto p en
P , si tomamos cualquier otro plano Q perpendicular a P que pase por p, tenemos que la
intersección de P y Q es una recta que pasa por p. Entonces todas las curvaturas normales
de P en p son cero, y por lo tanto, la curvatura Gaussiana de un plano en todo punto es cero.

Por otro lado, consideremos la esfera unitaria S2 en R3 y un punto p ∈ S2. Si tomamos
un plano Q ortogonal a la esfera que pase por p, la intersección de Q con S2 es un ćırculo
máximo, el cual tiene curvatura 1. Entonces, todas las curvaturas normales de S2 en p son 1
y por lo tanto, la curvatura Gaussiana de la esfera es 1.

Como el plano y la esfera tienen diferente curvatura Gaussiana no podemos obtener un
pedazo de esfera sin doblar, estirar o cortar una hoja de papel. Es por esto, que no podemos
obtener un mapa perfecto.

11. Para saber más

Al lector interesado en saber más sobre las diferentes nociones de curvatura y de geometŕıa
Riemanniana en general, recomiendo el art́ıculo (Ŕıo, 2002) y el libro (Muñoz, 2009). Para
un estudio más formal, recomiendo los textos clásicos (do Carmo, 1992, 1994) y para una
visión panorámica de la geometŕıa Riemanniana el libro (Berger, 2003).
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6. Imágen tomada de http://www.supermath.info/ZooOfMathematicalCreatures.htm.
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Instituto de Matemáticas, Universidad Nacional Autónoma de México
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Resumen

Mostramos que, bajo ciertas hipótesis, las cuádricas en el espacio euclideano 3–dimensional
ayudan a describir una clase importante de transformaciones que actúan sobre corchetes de
Poisson definidas en este espacio, llamadas transformaciones gauge.
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1. Introducción

Resolver, o estudiar, un problema reduciéndolo a otro más sencillo de tratar es quizá de
las ideas más antiguas y fundamentales en Matemáticas, y en la ciencia en general. Bajo esta
idea, presentamos en este art́ıculo una manera de reducir un problema de interés en Geo-
metŕıa de Poisson, una rama de la Geometŕıa Diferencial, al estudio de cuádricas, objetos
bien conocidos y estudiados en Geometŕıa Anaĺıtica, Álgebra Lineal y Cálculo, por ejemplo.
Concretamente, mostramos que el estudio de una clase de transformaciones que actúan sobre
los denominados corchetes de Poisson, llamadas transformaciones gauge, se puede reducir
bajo ciertas hipótesis al estudio de cuádricas en el espacio euclideano de dimensión tres, R3.
Uno de los principales resultados obtenidos es el Teorema 1:

Teorema 1 La transformación gauge de un corchete de Poisson lineal en R3 mediante un
campo vectorial af́ın está definida en R3 salvo una cuádrica, pudiendo ser ésta imaginaria o
degenerada.

Luego, en el contexto de este resultado, para transformaciones gauge del llamado cor-
chete de Poisson del cuerpo ŕıgido obtenemos el Teorema 3, en el cual se presentan algunas
condiciones para determinar las cuádricas mencionadas en el teorema anterior. Aún más, en
Observaciones 11 se presenta una versión más general del Teorema 1 que involucra la noción
de variedad algebraica en sentido clásico.
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La Geometŕıa de Poisson trata del estudio (de la geometŕıa) de los denominados corchetes
de Poisson en variedades diferenciales (Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengoux et al., 2013),
cuyo origen, como objetos algebraicos, se remonta al trabajo de Siméon Denis Poisson en 1809
(Poisson, 1809) en el que aborda un análisis de ciertos sistemas mecánicos. Actualmente, los
corchetes de Poisson se pueden entender como objetos que codifican la evolución temporal
de sistemas mecánicos (clásicos y/o cuánticos) y que dotan de una geometŕıa especial a las
mismas (Lichnerowicz, 1977; Weinstein, 1983). Este contexto geométrico proporciona una
manera de describir la dinámica hamiltoniana de forma rigurosa y cuyas aplicaciones, como
es sabido, son casi omnipresentes en todos los ámbitos cient́ıficos. Un ejemplo cásico es el
llamado cuerpo ŕıgido (Marsden and Ratiu, 1999). El estudio de los corchetes de Poisson ha
tomado cada vez más relavancia en las últimas décadas por las múltiples conexiones que se
han encontrado con otras áreas de la matemática y de la f́ısica.

En Geometŕıa de Poisson se plantea de manera natural la pregunta de si es posible trans-
formar un corchete de Poisson y obtener otro. La respuesta en general es que no. Sin embargo,
existe un tipo especial de transformaciones, que se llaman transformaciones gauge (Ševera
and Weinstein, 2001; Bursztyn, 2005; Evangelista-Alvarado et al., 2021), con la propiedad
de transformar corchetes de Poisson en corchetes de Poisson. No solamente esto, ya que en
general tales transformaciones están asociadas a una clase especial de 2–formas diferenciales,
preservan en cierto sentido la geometŕıa generada por los corchetes de Poisson. Esto último
solo es el reflejo de un hecho más profundo: las transformaciones gauge están fuertemente
relacionadas con el concepto de simetŕıa. Concepto que ha jugado un rol central en el desa-
rrollo de la f́ısica moderna. Por ejemplo, en Teoŕıa Cuántica de Campos. Un tratamiento de
las transformaciones gauge desde esta perspectiva y sus implicaciones en f́ısica queda fuera
del alcance de este art́ıculo. Sin embargo, no solo lo mencionamos para dejar entrever la rela-
vancia de las transformaciones gauge sino porque es un tema de investigación actual, incluso
en el espacio R3 para el estudio del cuerpo ŕıgido (de la Cruz et al., 2017).

En este art́ıculo, nos centramos en el estudio de las transformaciones gauge de corchetes
de Poisson en R3. Entre las ventajas de trabajar en este espacio se encuentra que los corchetes
de Poisson están completamente caracterizados por campos vectoriales y matriciales “espe-
ciales” (Lema 1). Esto permite utilizar herramientas del cálculo vectorial y matricial para
estudiar ciertas propiedades y transformaciones de los corchetes de Poisson. En particular,
las mencionadas transformaciones gauge, las cuales se corresponden con campos vectoriales
que hacen que se satisfaga una condición de invertibilidad (Definición 1). Un primer resul-
tado obtenido es la Proposición 1, en la cual se describe el dominio de definición y se da
una fórmula expĺıcita de las transformaciones gauge de corchetes de Poisson en R3. Como
consecuencia, en el Corolario 1 se presenta una clase de transformaciones gauge definidas
en todo el espacio R3 que dejan invariante a los corchetes de Poisson. Luego, utilizando la
Proposición 1 y otros resultados auxiliares, se deduce el Teorema 1 mencionado previamente.
Finalmente, aplicando estos resultados al corchete de Poisson del cuerpo ŕıgido obtenemos el
Teorema 3 descrito en ĺıneas anteriores.

Observaciones 1. Presentamos una idea intuitiva del porqué las transformaciones gauge
están relacionadas con el concepto de simetŕıa (interna): en un racimo de uvas perfectamen-
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te esféricas, si cada una de las uvas es rotada respecto a algún eje de simetŕıa (distinto, en
general), es claro que el racimo permanece sin cambios. Aún más, si cada una de las uvas
es de un solo color, desde una perspectiva externa pareceŕıa que no hay ningún tipo de “mo-
vimiento” o “acción” sobre el racimo. Notemos que una rotación no deforma, no cambia de
posición y tampoco destruye las uvas. Si pensamos en la acción de rotar cada uva ( simetŕıa
interna) como una transformación sobre todo el racimo, esta transformación es lo que enten-
deŕıamos como una transformación gauge del racimo. Para el caso de un corchete de Poisson
en una variedad diferencial M , en particular en R3, el racimo vendŕıa a ser M y cada una
de las uvas subvariedades (puntos y superficies en el caso de R3) generadas de alguna ma-
nera por el corchete de Poisson y que constituyen a M . Una transformación gauge sobre el
corchete de Poisson seŕıa equivalente a una “transformación” sobre las subvariedades que no
las deforma, no las “cambia de posición” y tampoco las destruye, y que además da lugar a
un, posiblemente diferente, corchete de Poisson en M .

2. Preliminares

En esta sección se recuerdan brevemente las nociones de cuádrica, campo vectorial y
campo matricial en el espacio euclideano 3–dimensional, herramientas necesarias para el
desarrollo del presente trabajo.

Primero, en esta y en las demás secciones, se fijarán coordenadas (x, y, z) para el espacio
euclideano (real) de dimensión tres,

R3 =
{
X = (x, y, z)> |x, y, z ∈ R

}
. (1)

Además, se denotará por C∞R3 := {f : R3 → R | f es de clase C∞} al espacio de funciones sua-
ves en R3 y por M3(R3) al espacio de matrices reales de tamaño 3× 3.

Cuádricas. Una cuádrica, o superficie cuádrica, en R3 es una superficie determinada por
una ecuación de la forma

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz +Gx+Hy + Iz + J = 0, (2)

con A,B, . . . , J ∈ R. En otras palabras, es la superficie generada por los ceros de un polinomio
de grado dos, o polinomio cuadrático, en R3.

Si no existen soluciones (reales) a la ecuación (2), la cuádrica se dirá imaginaria.

Ejemplo 1. La esfera unitaria en R3 es la cuádrica determinada por la ecuación x2 + y2 +
z2 − 1 = 0.

En notación vectorial, la ecuación (2) se puede escribir como

〈
SuX + `,X

〉
+ J = 0, (3)
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con X en (1), donde Su y ` son, respectivamente, la matriz simétrica 3× 3 y el vector en R3

definidos por

Su :=
1

2




2A D E
D 2B F
E F 2C


 y ` :=




G
H
I


 , (4)

y 〈 , 〉 denota el producto escalar (punto) de vectores,

〈v, w〉 := v>w, v, w ∈ R3.

Si la matriz S en (24), dependiente de Su y `, tiene determinante cero, la correspondiente
cuádrica se dirá degenerada.

La expresión en el lado izquierdo de la ecuación (3) resulta de particular interés ya que,
como es sabido, las cuádricas se pueden clasificar en función de Su y ` (Zwillinger, 2018).
Para los propósitos de este art́ıculo, referimos a la clasificación presentada en el Apéndice A.

Observaciones 2. La ecuación de una cuádrica en Rn se escribe de manera análaga a la
ecuación (3).

Campos Vectoriales. Un campo vectorial suave en R3 es una función vectorial

ψ :R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ ψ(x, y, z) = (ψ1, ψ2, ψ3)>, ψi = ψi(x, y, z),

tal que ψi ∈ C∞R3 , con i = 1, 2, 3. Es decir, tal que cada una de las funciones ψi, llamadas las
componentes del campo vectorial ψ, son funciones suaves en R3.

Si todas las componentes de un campo vectorial son funciones polinomiales, se dirá que el
campo vectorial es polinomial. En particular, si todas las componentes son funciones lineales,
el campo vectorial se dirá lineal.

Ejemplo 2. El campo vectorial ψ = (x, y, z)> es un campo vectorial lineal en R3.

Recordamos que, además de las operaciones usuales (por ejemplo, el rotacional), los cam-
pos vectoriales heredan las operaciones usuales para vectores en R3, tales como el producto
escalar y vectorial. En particular, la multiplicación de un campo vectorial por una función
escalar se define por

fψ := (fψ1, fψ2, fψ3)>, f ∈ C∞R3 .

Campos Matriciales. Un (3× 3)–campo matricial suave en R3 es una función matricial

M :R3 −→ M3(R3)

(x, y, z) 7−→M(x, y, z) =




µ11 µ12 µ13

µ21 µ22 µ23

µ31 µ32 µ33


 , µij = µij(x, y, z),

tal que µij ∈ C∞R3 , con i, j = 1, 2, 3. Es decir, tal que cada una de las funciones µij, llamadas
las componentes del campo matricial M, son funciones suaves en R3.
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Observaciones 3. En general, un (k × l)–campo matricial en Rn es una función matricial
de Rn al espacio de matrices reales de tamaño k × l. En particular, los campos vectoriales
son una clase especial de campos matriciales.

De particular interés serán los (3× 3)–campos matriciales antisimétricos en R3, es decir,
funciones matriciales de tipo

M =




0 µ12 µ13

−µ12 0 µ23

−µ13 −µ23 0


 . (5)

Para este art́ıculo, lo importante de esta clase de campos matriciales es que están en
biyección con el espacio de campos vectoriales en R3. Concretamente, cada campo vecto-
rial ψ = (ψ1, ψ2, ψ3)> en R3 induce un único (3× 3)–campo matricial antisimétrico, que
denotaremos por [ψ]×, definido por

[ψ]× :=




0 −ψ3 ψ2

ψ3 0 −ψ1

−ψ2 ψ1 0


 . (6)

Rećıprocamente, dado un (3× 3)–campo matricial antisimétrico como en (5), las funciones
ψ1 := −µ23, ψ2 := µ13 y ψ3 := −µ12 definen un único campo vectorial en R3 mediante la
fórmula ψ := (ψ1, ψ2, ψ3)>.

Por tanto, en el espacio R3, los (3× 3)–campos matriciales antisimétricos están parame-
trizados por campos vectoriales y podemos expresarlos (siempre) como en (6). Además, por
definición, es claro que

f [ψ]× = [fψ]×, para toda f ∈ C∞R3 . (7)

Observaciones 4. En Álgebra Lineal, dado un vector v ∈ R3, a la matriz [v]× definida de
manera idéntica a (6) se le conoce como la matriz del producto cruz por el vector v (Liu and
Trenkler, 2008). Esto se debe a que el producto (usual) de [v]× con cualquier vector w ∈ R3

es igual al producto cruz de v y w.

3. Corchetes de Poisson en R3

En esta sección se presenta la definición de un corchete de Poisson en R3. Enseguida,
se muestra que estos objetos están en correspondencia con una clase especial de campos
vectoriales y campos matriciales en R3.

Algebraicamente, un corchete de Poisson en R3 (Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengoux
et al., 2013) es una operación binaria { , } en el espacio de funciones suaves en R3,

{ , } : C∞R3 × C∞R3 −→ C∞R3 ,

que satisface los siguientes axiomas:
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Giottonini–Maldonado y Rúız–Pantaleón Cuádricas en R3

(a) R–linealidad,
{cf, g} = c {f, g}, c ∈ R.

(b) Antisimetŕıa,
{g, f} = −{f, g}.

(c) Identidad de Jacobi,

{f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0.

(d) Regla de Leibniz,
{f, gh} = g{f, h}+ {f, g}h.

Para cualesquiera f, g, h ∈ C∞R3 .

Observaciones 5. Notemos que (a) y (b) implican que un corchete de Poisson es una ope-
ración R–bilineal: {f, cg} = −{cg, f} = −c{g, f} = c{f, g}.

La existencia de corchetes de Poisson se asegura notando que la operación {f, g} = 0, para
toda f, g ∈ C∞R3 , define un corchete de Poisson en R3, llamado corchete de Poisson trivial.

Ejemplo 3. La operación binaria en el espacio C∞R3 dada por

{f, g} =
∂f

∂x

(
∂g

∂y
− ∂g

∂z

)
+
∂f

∂y

(
∂g

∂z
− ∂g

∂x

)
+
∂f

∂z

(
∂g

∂x
− ∂g

∂y

)

define un corchete de Poisson en R3.

Observaciones 6. Los axiomas que definen a un corchete de Poisson en Rn, o de manera
más general, en un variedad diferencial real, son idénticos a los incisos (a)–(d).

La identidad de Jacobi refleja en cierto modo la no asociatividad de los corchetes de
Poisson. En general, la no asociatividad de una operación binaria.

Ejemplo 4. El producto vectorial (cruz) × : R3 × R3 → R3, como operación binaria en R3,
no es asociativa. Pero śı satisface la siguiente identidad (de Jacobi): u× (v×w) + v× (w×
u) + w× (u× v) = 0, para cualesquiera u, v, w ∈ R3.

La regla de Leibniz asegura que, si fijamos una función H ∈ C∞R3 , la operación unaria
adH : C∞R3 → C∞R3 definida por adH(f) := {H, f} actúa como una derivada sobre el producto
(usual) de dos funciones:

adH(fg) = adH(f) g + f adH(g), f, g ∈ C∞R3 . (8)

Observaciones 7. En un contexto más general, la identidad (8) dice que adH es una de-
rivación del producto puntual de funciones. Por tanto, define un campo vectorial llamado
campo hamiltoniano de H con respecto al corchete de Poisson { , } (Marsden and Ratiu,
1999; Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengoux et al., 2013).
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Si bien los corchetes de Poisson se pueden definir y estudiar en variedades diferenciales,
entre las ventajas de restringirse al espacio R3 se encuentra que podemos caracterizarlos
completamente en términos de campos vectoriales y matriciales “especiales”.

Lema 1. Existe una biyección entre:

(i) Corchetes de Poisson en R3.

(ii) Campos vectoriales ψ en R3 que satisfacen la ecuación

〈ψ, rotψ〉 = 0. (9)

(iii) (3× 3)–Campos matriciales antisimétricos [ψ]× en R3, ver (6), tales que el campo
vectorial ψ satisface (9).

Demostración. Primero, probaremos que existe una biyección entre (ii) y (i). Sea ψ =
(ψ1, ψ2, ψ3)> un campo vectorial en R3 que satisface (9). Entonces, la operación binaria en
C∞R3 dada por

{f, g}ψ := 〈ψ,∇f ×∇g〉, f, g ∈ C∞R3 ; (10)

donde ∇ denota el operador gradiente para funciones escalares, define un único corchete de
Poisson en R3. En efecto, la R–linealidad y antisimetŕıa se siguen directamente de las propie-
dades de ∇, × y 〈 , 〉. La identidad de Jacobi, usando el hecho de que es suficiente verificarla
para funciones coordenadas (Dufour and Zung, 2005; Laurent-Gengoux et al., 2013), en este
caso (x, y, z), se sigue de

{x, {y, z}ψ}ψ + {y, {z, x}ψ}ψ + {z, {x, y}ψ}ψ = −〈ψ, rotψ〉. (11)

La regla de Leibniz se sigue de la igualdad

{f, gh}ψ =
〈
ψ,∇f×∇(gh)

〉
=
〈
ψ,∇f× (g∇h+h∇g)

〉
= g
〈
ψ,∇f×∇h〉+h

〈
ψ,∇f×∇g〉.

Ahora, sea ψ̃ = (ψ̃1, ψ̃2, ψ̃3)> otro campo vectorial en R3 que satisface (9). Si {f, g}ψ̃ = {f, g}ψ
para todo f, g ∈ C∞R3, entonces, en particular, se tiene que ψ̃1 = {y, z}ψ̃ = {y, z}ψ = ψ1. De

manera análoga se muestra que debe ser ψ̃2 = ψ2 y ψ̃3 = ψ3. Lo que prueba que la asignación
ψ 7→ { , }ψ es inyectiva. Aún más, es sobreyectiva. En efecto, si { , } es un corchete de Poisson
en R3, entonces las funciones

ψ1 := {y, z}, ψ2 := {z, x}, ψ3 := {x, y},

determinan de manera única un campo vectorial ψ = (ψ1, ψ2, ψ3)> en R3 que satisface (9)
debido a la identidad de Jacobi para { , } y a que se cumple una igualdad idéntica a (11).
Aún más, el corchete de Poisson { , } se expresa como en (10) en términos de esta ψ. Lo
que muestra la biyección entre (ii) y (i). Finalmente, la correspondencia entre (ii) y (iii) se
sigue de la biyección entre campos vectoriales y (3× 3)–campos matriciales antisimétricos en
R3 dada por la fórmula (6).
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Ejemplo 5. El campo vectorial ψ = (x, y, z)> en R3 del Ejemplo 2 tiene rotacional nulo,
rotψ = 0. Por tanto, satisface de manera automática la ecuación (9). Utilizando la fórmula
(10), el correspondiente corchete de Poisson está dado por

{f, g}ψ = x

(
∂f

∂y

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂y

)
+ y

(
∂f

∂z

∂g

∂x
− ∂f

∂x

∂g

∂z

)
+ z

(
∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x

)
.

Ejemplo 6. Para el corchete de Poisson del Ejemplo 3 se tiene que {y, z} = 1, {z, x} = 1,
{x, y} = 1. Por tanto, induce el campo vectorial constante ψ = (1, 1, 1)> en R3 que claramente
satisface la ecuación (9) por tener rotacional cero.

Observaciones 8. La ecuación (9) codifica la identidad de Jacobi para la operación definida
en (10). En términos coordenados, esta ecuación se traduce en un sistema sobredeterminado
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Caracterizar a los corchetes de Poisson en R3 en términos de campos vectoriales permi-
te utilizar herramientas del cálculo vectorial para estudiar ciertas propiedades y/u objetos
asociados. En la siguiente sección aprovecharemos esta observación para estudiar una clase
especial de transformaciones de los corchetes de Poisson, llamadas transformaciones gauge.

4. Transformaciones Gauge de Corchetes de Poisson en

R3

Es usual que al tener un determinado objeto algebraico, o geométrico, surja la pregunta
de si es posible transformarlo y obtener un (otro) objeto de la misma naturaleza. Para
el caso de los corchetes de Poisson en variedades diferenciales existe un tipo especial de
transformaciones, que se llaman transformaciones gauge, con la propiedad de transformar
corchetes de Poisson en corchetes de Poisson y que en cierto modo actúan como una especie de
simetŕıa sobre las correspondientes variedades diferenciales (ver Observaciones 1). El primer
objetivo de esta sección es presentar una descripción de estas transformaciones en el espacio
euclideano 3–dimensional. Luego, utilizando esta descripción, se mostrará que el estudio de
transformaciones gauge “afines” de corchetes de Poisson lineales se reduce al estudio de
cuádricas en R3.

Antes de presentar la definición de una transformación gauge recordamos que, como con-
secuencia del Lema 1, el estudio de los corchetes de Poisson en R3 se reduce al estudio de
campos vectoriales que satisfacen la ecuación (9), cuyo conjunto denotaremos por

XP(R3) := {ψ : R3 → R3 | 〈ψ, rotψ〉 = 0}.

Aśı, para cualquier corchete de Poisson { , } en R3 existe un único campo vectorial ψ ∈ XP(R3)
tal que la actuación de { , } es dada por la fórmula (10). Por tanto, podemos considerar a los
corchetes de Poisson en R3 parametrizados por la familia de campos vectoriales XP(R3), lo
cual escribiremos por

{ , } = { , }ψ.
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Luego, de manera natural, una transformación entre corchetes de Poisson se corresponderá
con una transformación entre campos vectoriales en XP(R3), y los correspondientes campos
matriciales (ver (iii) del Lema 1).

Definición 1. Sea { , }ψ un corchete de Poisson en R3. Dado un campo vectorial φ en R3

tal que el (3× 3)–campo matricial

I − [φ]× [ψ]× es invertible en un abierto Uφ,ψ ⊆ R3, (12)

con I la matriz identidad, el corchete de Poisson { , }Γφ(ψ) correspondiente al (3× 3)–campo
matricial antisimétrico [

Γφ(ψ)
]
× := [ψ]×

(
I − [φ]× [ψ]×

)−1
(13)

se llama la transformación gauge de { , }ψ asociada a φ en el abierto Uφ,ψ.

Por simplicidad, nos referiremos al corchete de Poisson { , }Γφ(ψ) como la transformación
φ–gauge de { , }ψ.

Observaciones 9. La antisimetŕıa de la matriz [Γφ(ψ)]× definida en (13) se sigue de (i)
la identidad de Weinstein–Aronszajn (Howland, 1970): sean P y Q matrices (reales) de
dimensiones adecuadas, entonces I +QP es invertible si y sólo si I + PQ es invertible. (ii) La
igualdad P (I +QP )−1 = (I + PQ)−1P . Basta con tomar P = [ψ]× y Q = −[φ]× y calcular
[P (I +QP )−1]>.

Ejemplo 7. Si φ es el campo vectorial trivial en R3, φ ≡ 0, entonces la trasformación φ–
gauge de cualquier corchete de Poisson en R3 es igual a él mismo.

Observaciones 10. En un contexto más general, las transformaciones gauge son transfor-
maciones inducidas por una 2–forma diferencial que, en el dominio donde están definidas,
dejan invariante en cierto sentido una geometŕıa generada por los corchetes de Poisson en
variedades diferenciales. Este estudio queda fuera del alcance de este art́ıculo, el lector in-
teresado puede consultar (Ševera and Weinstein, 2001; Bursztyn, 2005; Evangelista-Alvarado
et al., 2021) (ver también, Observaciones 1). En particular, en (Evangelista-Alvarado et al.,
2021) se presentan fórmulas análogas a (15) y (14) válidas en variedades diferenciales 3–
dimensionales.

Para este art́ıculo, lo importante de la Definición 1 es que proporciona un mecanismo para
construir un corchete de Poisson a partir de uno dado. Sin embargo, en esencia, tal mecanismo
involucra el determinar la invertibilidad y la inversa de una matriz de tipo I +M , lo que en
general es un problema no trivial. Afortunadamente, para el caso particular (12) que ocupa a
la Definición 1 se pueden obtener expresiones expĺıcitas que dan lugar al siguiente resultado.

Proposición 1. Sea { , }ψ un corchete de Poisson en R3. Dado un campo vectorial φ en R3,
la transformación φ–gauge de { , }ψ está bien definida en el abierto

Uφ,ψ =
{
〈φ, ψ〉+ 1 6= 0

}
⊆ R3. (14)

Aún más, está dada en este abierto por

{f, g}Γφ(ψ) =
1

〈φ, ψ〉+ 1
{f, g}ψ, f, g ∈ C∞R3 . (15)
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Demostración. Sea δ := 〈φ, ψ〉+ 1 ∈ C∞R3. Primero, por cálculo directo, tenemos que

I − [φ]× [ψ]× = δI − ψ φ>.

Luego, se puede verificar que
det(δI − ψ φ>) = δ2.

En consecuencia, la condición (12) equivale a pedir δ 6= 0. Es decir, se cumple en el abierto
Uφ,ψ = {δ 6= 0} de R3. Lo que prueba (14). Ahora, en el abierto Uφ,ψ, por la fórmula de
Sherman–Morrison (Golub and Van Loan, 2013), tenemos que

(
δI − ψ φ>

)−1
= δ−1I + δ−2

1−δ−1〈φ,ψ〉 ψ φ
> = δ−1(I + ψ φ>)

Luego, es claro que

[ψ]×
(
δI − ψ φ>

)−1
= δ−1[ψ]×.

Por tanto, usando (7), el (3× 3)–campo matricial antisimétrico en (13) es dado por

[
Γφ(ψ)

]
× = 1

δ
[ψ]× =

[
1
δ
ψ
]
×.

Lo que implica que
Γφ(ψ) = 1

δ
ψ.

Ahora, ya que rot(δ−1ψ) = δ−1 rotψ + δ−2 ψ×∇δ, el campo vectorial Γφ(ψ) satisface la ecua-
ción (9), pues ψ lo hace por hipótesis. Por lo tanto, del Lema 1, se sigue que Γφ(ψ) induce
un corchete de Poisson que, por (10), está definido en Uφ,ψ por

{f, g}Γφ(ψ) = 〈Γφ(ψ),∇f ×∇g〉 = 〈1
δ
ψ,∇f ×∇g〉 = 1

δ
〈ψ,∇f ×∇g〉 = 1

δ
{f, g}ψ,

para cualesquiera f, g ∈ C∞R3. Lo que prueba (15).

En otras palabras, la Proposición 1 nos dice que la transformación φ–gauge de un corchete
de Poisson { , }ψ en R3 es un múltiplo de ella misma por una función escalar. Lo que resuelve
el problema de determinar de manera expĺıcita la transformación gauge de un corchete de
Poisson dado. Aún más, nos dice que es el corchete de Poisson parametrizado por el campo
vectorial

Γφ(ψ) =
1

〈φ, ψ〉+ 1
ψ, (16)

definido en el abierto Uφ,ψ en (14). En consecuencia, bajo un abuso de notación, se tiene
inducida una transformación C∞R3–lineal Γφ : XP(R3)→ XP(R3) entre campos vectoriales en
XP(R3) definida por la fórmula (16).

Por lo anterior, el estudio de las transformaciones gauge de corchetes de Poisson en R3 se
reduce al estudio de transformaciones Γφ de campos vectoriales en XP(R3). Aún más, por la
definición de Γφ, es claro que todo se reduce al estudio de la ecuación

〈φ, ψ〉+ 1 = 0, (17)

por ser Uφ,ψ = R3 \ {〈φ, ψ〉+ 1 = 0}.
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Ejemplo 8. Sea { , }ψ un corchete de Poisson en R3. Entonces, la transformación ψ–gauge
de { , }ψ está bien definida en todo R3 y es igual al corchete de Poisson 1/(‖ψ‖2 + 1) { , }ψ.

Corolario 1. Sea { , }ψ un corchete de Poisson en R3. Si φ es un campo vectorial en R3

ortogonal a ψ, es decir, 〈φ, ψ〉 = 0, entonces la transformación φ–gauge de { , }ψ está bien
definida en todo R3 y es igual { , }ψ.

En general, dar una descripción de la superficie (de nivel) generada por la ecuación (17),
y por tanto del abierto Uφ,ψ en (14), es un problema complicado que depende claramente de
las propiedades de los campos vectoriales ψ y φ. Como veremos a continuación, para el caso
en que ψ es un campo vectorial lineal y φ es un campo vectorial af́ın la ecuación (17) es la
ecuación de una cuádrica en R3.

5. Caso: Corchetes de Poisson lineales en R3

En este apartado, utilizando el estudio realizado previamente en esta sección, se muestra
que las cuádricas en R3 determinan el dominio de definición de las transformaciones gauge
dadas por campos vectoriales afines de corchetes de Poisson lineales. Luego, aplicando este
resultado y una clasificación conocida de cuádricas en R3, se describen para el corchete de
Poisson (lineal) del cuerpo ŕıgido (Marsden and Ratiu, 1999) las transformaciones gauge da-
das por campos vectoriales afines y se presentan algunas condiciones que ayudan a determinar
el dominio en el que están definidas.

Un corchete de Poisson { , }ψ en R3 se dice lineal si ψ es un campo vectorial lineal, es
decir, si es de la forma

ψ = LX =
(
l11x+ l12y + l13z, l21x+ l22y + l23z, l31x+ l32y + l33z

)>
, (18)

donde L = [lij] es una matriz real de tamaño 3× 3, con lij ∈ R e i, j = 1, 2, 3.
Sea φ un campo vectorial af́ın en R3, es decir, la suma de un campo vectorial lineal y uno

constante en R3:

φ = MX + c (19)

=
(
m11x+m12y +m13z + c1,m21x+m22y +m23z + c2,m31x+m32y +m33z + c3

)>
,

donde M = [mij] es una matriz real de tamaño 3× 3, con mij ∈ R, y c = (c1, c2, c3)> es un
campo vectorial constante (vector) en R3.

A continuación, presentamos el resultado principal de este art́ıculo.

Teorema 1. La transformación gauge de un corchete de Poisson lineal en R3 mediante un
campo vectorial af́ın está definida en R3 salvo una cuádrica, pudiendo ser ésta imaginaria
o degenerada.

La demostración de este teorema se basa en el siguiente lema.
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Lema 2. Si ψ es un campo vectorial lineal y φ es un campo vectorial af́ın en R3, entonces
la ecuación (17) es la ecuación de una cuádrica en R3.

Demostración. Por cálculo directo, usando (18) y (19), tenemos que

〈φ, ψ〉+ 1 =
〈
MX + c, LX

〉
+ 1 =

〈
1
2
(L>M +M>L)X + L>c,X

〉
+ 1.

Luego, la ecuación (17) es igual a la ecuación (3) tomando Su = 1
2
(L>M +M>L), ` = L>c

y J = 1. Lo que prueba la afirmación de este lema.

Ahora, presentamos la demostración del Teorema 1.

Demostración (del Teorema 1). Sean { , }ψ un corchete de Poisson lineal y φ un cam-
po vectorial af́ın en R3. Por el Lema 2, el abierto Uφ,ψ en (14) en el que está definida la
transformación φ–gauge de { , }ψ es el complemento de una cuádrica en R3.

En otras palabras, el Teorema 1 permite reducir el estudio de las transformaciones gauge
de corchetes de Poisson lineales en R3, mediante campos vectoriales afines, al estudio de
cuádricas en R3. El hecho de que las cuádricas puedan ser imaginarias equivale a que tales
transformaciones pueden estar definidas en todo el espacio R3. Todo esto da una respuesta
particular al problema de describir de manera expĺıcita el abierto Uφ,ψ en (14) en el que está
definida una transformación gauge.

A continuación, aplicamos el Teorema 1 a un corchete de Poisson lineal bastante conocido:
el corchete de Poisson del cuerpo ŕıgido.

Observaciones 11. De manera más general, si ψ y φ son campos vectoriales polinomiales
en R3, entonces la ecuación (17) define una variedad algebraica en R3, en sentido clásico.
Aśı, el Teorema 1 se puede generalizar de la siguiente manera: la transformación gauge de un
corchete de Poisson polinomial en R3 mediante un campo vectorial polinomial está definida
en R3 salvo una variedad algebraica.

Corchete de Poisson del Cuerpo Rı́gido. El corchete de Poisson lineal en R3

{ , }rig = { , }ψ

correspondiente al campo vectorial del Ejemplo 2,

ψ = (x, y, z)>, (20)

se llama corchete de Poisson del cuerpo ŕıgido (Marsden and Ratiu, 1999), con expresión
expĺıcita dada en el Ejemplo 5. Se llama aśı porque codifica las ecuaciones (y la geometŕıa)
que determinan la evolución temporal del sistema f́ısico denominado cuerpo ŕıgido. Grosso
modo, un cuerpo ŕıgido es un cuerpo ideal que no sufre ningún tipo de deformación bajo la
acción de una fuerza externa aplicada sobre él. En otras palabras, la distancia entre dos puntos
cualesquiera de un cuerpo ŕıgido permanece constante en el tiempo, independientemente de
las fuerzas externas aplicadas sobre él.
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Ahora, notemos que la matriz que determina al campo vectorial lineal ψ en (20), en el
sentido de (18), es la matriz indentidad (L = I). Luego, dado un campo vectorial af́ın φ como
en (19), por el Lema 2, la ecuación (17) da lugar a la siguiente ecuación de una cuádrica:

〈MX + c,X〉+ 1 = 0.

De manera más expĺıcita,

Q := m11x
2 +m22y

2 +m33z
2 + (m12 +m21)xy + (m13 +m31)xz + (m23 +m32)yz

+ c1x+ c2y + c3z + 1 = 0 (21)

Aśı, de la Proposición 1 se desprende el siguiente resultado.

Teorema 2. Sea φ un campo vectorial af́ın en R3 como en (19). Entonces, la transformación
φ–gauge del corchete de Poisson del cuerpo ŕıgido está dada por

1

Q
{ , }rig,

y está definida en el abierto
R3 \ ΣQ, (22)

donde Q es el polinomio cuadrático en R3 definido en (21) y ΣQ es la cuádrica inducida por
Q v́ıa la ecuación (21).

Por ser φ un campo vectorial arbitrario, para determinar completamente las transforma-
ciones gauge en este teorema solo falta describir las posibles cuádricas ΣQ en (22) en términos
de la matriz M y el vector c en (19). Esto es lo que presentamos en el siguiente teorema para
el caso particular en que M es la suma de una matriz diagonal y una matriz antisimétrica,
utilizando la clasificación de cuádricas en el Apéndice A.

Teorema 3. Sea φ un campo vectorial af́ın en R3 como en (19) tal que M es una matriz
que satisface las siguientes condiciones:

m21 = −m12, m31 = −m13 y m32 = −m23. (23)

Entonces, la transformación φ–gauge del corchete de Poisson del cuerpo ŕıgido está definida
en el abierto

R3 \ ΣQ,

donde ΣQ es una cuádrica en R3. Aún más, asumiendo (23), la Tabla 1 presenta algunas
condiciones bajo las cuales ΣQ queda determinada:
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Tabla 1: Cuádricas ΣQ

ΣQ Condiciones

Plano m33 6= 0,m11 = m22 = c1 = c2 = 0, 4m33 = c2
3

” m33 = c1 = 0, 4m22 = c2
2 6= 0

” m33 = c2 = 0, 4m11 = c2
1 6= 0

Planos paralelos m11 6= 0,m22 = m33 = c2 = c3 = 0, 4m11 − c2
1 6= 0

” m22 6= 0,m11 = m33 = c1 = c3 = 0, 4m22 − c2
2 6= 0

” m33 6= 0,m11 = m22 = c1 = c2 = 0, 4m33 − c2
3 6= 0

Cilindro Parabólico m33 6= 0,m11 = m22 = 0, nonzero(c1, c2) ≥ 1

” m11, c3 6= 0,m22 = m33 = 0

” m22, c3 6= 0,m11 = m33 = 0

” m11, c2 6= 0,m22 = m33 = c3 = 0

” m22, c1 6= 0,m11 = m33 = c3 = 0

Par de planos intersectados m33 = c3 = 0,m11c
2
2 +m22c

2
1 = 4m11m22 < 0

Imaginaria m33 = c3 = 0,m11c
2
2 +m22c

2
1 = 4m11m22 > 0

Cilindro hiperbólico m11m22 < 0,m33 = c3 = 0,m11c
2
2 +m22c

2
1 − 4m11m22 6= 0

Cilindro eĺıptico m11m22 > 0,m33 = c3 = 0,m11c
2
2 +m22c

2
1 − 4m11m22 6= 0

Paraboloide hiperbólico c3 6= 0,m11m22 < 0,m33 = 0

Paraboloide eĺıptico c3 6= 0,m11m22 > 0,m33 = 0

Demostración (bosquejo). Por (23), el polinomio cuadrático Q en (21) es en este caso
igual a

Q = m11x
2 +m22y

2 +m33z
2 + c1x+ c2y + c3z + 1.

Luego, por (3) y (4), la matriz Su y el vector ` que determinan a Q son dados por

Su =




m11 0 0
0 m22 0
0 0 m33


 y ` =




c1

c2

c2


 .

Por lo tanto, la Tabla 1 se obtiene después de varios cálculos siguiendo los criterios y la
clasificación en el Apéndice A con Su como antes, ` = 1

2
` y J = 1.
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Cabe mencionar que en este teorema nos limitamos a matrices que satisfacen (23) porque
considerar a M de manera general no permite deducir condiciones expĺıcitas que describan a
ΣQ, como en la Tabla 1, más allá de las condiciones generales presentadas en la clasificación
en el Apéndice A. Además, aclaramos que las condiciones presentadas en estas tablas no son
exhaustivas, se eligieron sólo las más ilustrativas, a nuestro parecer.
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J. C. Rúız–Pantaleón agradece a CONACyT la beca posdoctoral durante la realización
de este trabajo. También agradece el esfuerzo y la dedicación de C. Giottonini–Maldonado
para con este art́ıculo que forma parte de su tesis de licenciatura.

A. Apéndice: Clasificación de Cuádricas en R3

Dada la ecuación de una cuádrica en R3

Ax2 +By2 + Cz2 +Dxy + Exz + Fyz +Gx+Hy + Iz + J = 0,

con A,B, . . . , J ∈ R, definamos la siguiente matriz simétrica 3× 3 y el vector en R3:

Su :=
1

2




2A D E
D 2B F
E F 2C


 y ` :=

1

2




G
H
I


 .

Consideremos la matriz simétrica por bloques 4× 4

S =

(
Su `

`
>

J

)
. (24)

Definamos
ρ3 := rankSu, ρ4 := rankS, ∆ := detS

y

k :=

{
1 si los valores propios no triviales de Su tienen el mismo signo,
0 en otro caso.
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Tabla 2: Clasificación de cuádricas en R3

Cuádrica Ecuación Canónica ρ3 ρ4 sgn(∆) k

elipsoide (imaginario) x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= −1 3 4 + 1

elipsoide x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 1 3 4 − 1

hiperboloide de una hoja x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1 3 4 + 0

hiperboloide de dos hojas x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= −1 3 4 − 0

paraboloide hiperbólico y2

b2
− x2

a2 = z 2 4 + 0

paraboloide eĺıptico x2

a2 + y2

b2
= z 2 4 − 1

cono eĺıptico (imaginario) x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
= 0 3 3 1

cono eĺıptico x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 0 3 3 0

cilindro eĺıptico (imaginario) x2

a2 + y2

b2
= −1 2 3 1

cilindro eĺıptico x2

a2 + y2

b2
= 1 2 3 1

cilindro hiperbólico x2

a2 − y2

b2
= −1 2 3 0

cilindro parabólico x2 + 2az = 0 1 3

par de planos intersectados (imaginario) x2

a2 + y2

b2
= 0 2 2 1

par de planos intersectados x2

a2 − y2

b2
= 0 2 2 0

planos paralelos (imaginario) x2 = −a2 1 2

planos paralelos x2 = a2 1 2

planos coincidentes x2 = 0 1 1
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Resumen

En la actualidad, las personas dependen en gran medida de las tecnoloǵıas de la infor-
mación para realizar su trabajo, acceder contenidos para la formación académica o entreteni-
miento. En este contexto, los sitios web permiten compartir la información con una amplia
variedad de usuarios. Para lograr que los contenidos sean percibidos por todas las personas,
incluyendo aquellas que tienen alguna discapacidad, se requiere que los sitios web sean ac-
cesibles. El término accesibilidad denota el grado en el cual un sistema puede ser usado por
personas con el más amplio rango de capacidades. El objetivo de este trabajo, por tanto, es
presentar EvA-Web (Evaluación de la Accesibilidad-Web) como una herramienta que apoya
a los desarrolladores de software en la identificación de las barreras a la accesibilidad que se
encuentran en los sitios web que diseñan o programan. El prototipo de esta herramienta se
desarrolló tomando en cuenta las gúıas de accesibilidad para el contenido web (Web Content
Accessibility Guidelines) WCAG 2.0. Además, presentamos los resultados de la validación
del prototipo de EvA-Web en donde se evaluó un sitio web y se identificaron barreras a la
accesibilidad. La herramienta EvA-Web es uno de los productos generados de una tesis rea-
lizada por una estudiante de la licenciatura en Ciencias de la Computación que se ofrece en
la Universidad de Sonora.
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1. Introducción

Muchas de las experiencias cotidianas de los individuos están relacionadas con el acceso a
dispositivos digitales, computadoras y teléfonos celulares, en donde la web se convierte en una
v́ıa primaria para acceder a los contenidos. Desde sus inicios, la web se conceptualizó como
una herramienta de trabajo para todas las personas, cualquiera que sea su hardware, software,
lenguaje, localización geográfica o nivel de habilidad o capacidad (Henry and McGee, 2018).
Para que la web logre su objetivo de compartir información entre distintas personas, ésta
debe ser accesible.

En este trabajo estamos interesados en proporcionar accesibilidad a través de la web a
todas las personas. Accesibilidad significa que los “sitios web, herramientas, y tecnoloǵıas se
diseñan y desarrollan para que las personas con discapacidades las puedan usar. . . [es decir],
puedan percibir, entender, navegar, ..,[y] contribuir a la web” (W3C Working Group, 2018).
Dado que las personas que usan la web pueden tener distintos niveles de capacidades f́ısicas o
cognitivas, es importante considerar sus limitaciones en el diseño de sitios web. En particular,
el término “discapacidad” se refiere a deficiencias, limitaciones de actividad y restricciones
para la participación de los individuos (World Health Organization, 2011).

Se estima que el 15 % de la población, conformada por personas mayores de 14 años,
vive con alguna discapacidad (World Health Organization, 2011). De éstas, alrededor del 4 %
tienen una discapacidad grave, e.g., ceguera, depresión grave o tetraplej́ıa. Además, los datos
estad́ısticos muestran que el número de personas con discapacidad está creciendo debido
al envejecimiento de la población y enfermedades crónicas como la diabetes, enfermedades
cardiovasculares y trastornos mentales (World Health Organization, 2011). En el caso de
México, el INEGI (Instituto Nacional de Estad́ıstica y Geograf́ıa (México), 2016) informa
que el 13 % de la población total tiene alguna limitación en sus capacidades y la mitad
de ellos están en el grupo de edad de 30 a 59 años (p. 97). Las discapacidades de mayor
prevalencia son las motrices y visuales, las cuales fueron reportadas por más de la mitad
de las personas con discapacidad (Instituto Nacional de Estad́ıstica y Geograf́ıa (México),
2016).

Las personas con discapacidad enfrentan varios obstáculos para valerse por śı mismas
cuando necesitan acceder los contenidos digitales en la web. Entre ellos, se encuentran la
insuficiente calidad en los servicios provistos por instituciones gubernamentales y no guber-
namentales, la falta de accesibilidad a la información y servicios básicos como internet, la
falta de la implementación de criterios de accesibilidad en sitios web, entre otros (Acosta
et al., 2018). Las barreras a la accesibilidad desalientan a las personas con discapacidad a
buscar trabajo, recibir atención sanitaria o educación (Instituto Nacional de Estad́ıstica y
Geograf́ıa (México), 2016). La falta de acceso igualitario a los servicios en internet ha resul-
tado en la aparición de términos relacionados con la exclusión, como infoexclusión, exclusión
digital y exclusión social (Agangiba and Kabanda, 2017). Es importante para las personas
con discapacidad estar integradas en la sociedad digital en donde ellas puedan disfrutar de
acceso igualitario a las oportunidades que ofrece la web, lo que podŕıa contribuir a su desa-
rrollo personal al fomentar su independencia, sentimientos de pertenencia y su actualización
(Agangiba and Kabanda, 2017).

46
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Para mejorar la accesibilidad de la web, los desarrolladores de sitios y aplicaciones web
podŕıan aplicar un conjunto de recomendaciones para que los contenidos de las páginas web
sean fácilmente codificados e interpretados por tecnoloǵıas de asistencia a la discapacidad
(e.g., lectores de pantallas). Este es un primer paso para facilitar el acceso a los contenidos
web. Para ejecutarlo, es importante conocer y aplicar las gúıas de accesibilidad disponibles
(e.g. Web Content Accesiblity Guidelines (WCAG 2.0)) (W3C Working Group, 2008). El
propósito de estas gúıas es proporcionar el control al usuario sobre los eventos que se presentan
en la pantalla y facilitarle la interacción con los sitios web a través del uso de tecnoloǵıas de
asistencia. Aunque estas gúıas ya tienen algún tiempo publicadas, aún existen muchos sitios
web que presentan barreras de accesibilidad (Laitano, 2015; Power et al., 2012).

Dada la necesidad de mejorar la accesibilidad de sitios web, el objetivo de este art́ıculo
es presentar el prototipo EvA-Web, herramienta que permite determinar en qué medida se
consideraron las técnicas para mejorar la accesibilidad de páginas web escritas en código
(Hypertext Markup Language) HTML 5.0. Por tanto, la sección 2 describe brevemente la
gúıa de accesibilidad WCAG 2.0 mientras que la sección 3 presenta algunos elementos del
diseño de la herramienta EvA-Web. Además, la sección 4 muestra la estrategia de validación
del prototipo. Finalmente, en la sección 5 presentamos las conclusiones y trabajo futuro.

2. Gúıas de la WCAG 2.0

La WCAG 2.0 (W3C Working Group, 2008) es un gúıa que permite mejorar la accesibi-
lidad del contenido y de las aplicaciones web. Ha sido desarrollada por el World Wide Web
Consortium (W3C), y se puede aplicar tanto al contenido basado en HTML como aquel ba-
sado en multimedia, JavaScript, PDF, entre otros. La WCAG 2.0 cubre un amplio rango de
caracteŕısticas para que el contenido web pueda ser accesible para personas con capacidades
diferentes por medio del uso de tecnoloǵıas de asistencia, tales como los lectores de pantallas
o las impresoras braille.

La gúıa WCAG 2.0 se estructura en los niveles jerárquicos de principios, objetivos, cri-
terios y técnicas. En el nivel más alto de la jerarqúıa se encuentra los principios, los cuales
describen los fundamentos de la accesibilidad web. Los principios básicos son los de percep-
ción, operación, comprensión y robustez. El principio de percepción se enfoca en encontrar
una forma de presentar la información de tal manera que sea accesible por alguno de los
sentidos del usuario. Se considera que el principio de operación se ha aplicado en el sitio
web cuando el usuario tiene control sobre la navegación según sus capacidades. Cuando el
usuario comprende el contenido aśı como la operación de la interfaz de usuario, entonces se
ha aplicado el principio de comprensión. Finalmente, el principio de robustez trata de que el
contenido de la página web sea accesible de manera confiable a través de distintas tecnoloǵıas
de asistencia, las cuales evolucionan a través del tiempo (W3C Working Group, 2008).

Cada principio está asociado a un conjunto de objetivos que permiten crear contenido web
accesible (Figura 1). Además, cada objetivo está relacionado con un conjunto de criterios
de éxito que deben ser logrados para estar en conformidad con la gúıa WCAG 2.0. Estos
criterios de éxito están escritos de tal manera que pueden probarse objetivamente en distintas
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Figura 1: Principios de la WCAG 2.0 y algunos objetivos, criterios y técnicas.

tecnoloǵıas de desarrollo de aplicaciones web. La evaluación de los criterios de éxito puede
ser realizada con una herramienta de software automatizada, con la intervención de usuarios
finales y por expertos en la accesibilidad. Para cada objetivo, la WCAG 2.0 presenta un
conjunto de prácticas para evaluar el grado de accesibilidad de algún elemento de la página
web tomando en cuenta la tecnoloǵıa con la que fue creada (e.g., HTML, CSS, JavaScript).

Los criterios de éxito son la base para establecer la conformidad con la WCAG 2.0 de
la página web bajo evaluación. La evaluación se realiza en tres niveles A, AA y AAA. En
donde el nivel más bajo es A, y éste considera los criterios esenciales para que una tecnoloǵıa
de asistencia pueda hacer el contenido accesible. Cada criterio de éxito tiene asociado un
conjunto de técnicas informativas que indican cómo se pueden implementar. Algunas técnicas
son espećıficas a la tecnoloǵıa usada para construir las páginas web (e.g., HTML).

En este trabajo nos centramos en estudiar las técnicas de accesibilidad dirigidas al código
HTML 5.0. El conjunto de técnicas lo denominamos técnicas H + número. Éstas las clasi-
ficamos en ocho categoŕıas: enlace, imagen, página, tablas, estructura, formulario, párrafo y
otros. Cada técnica está documentada en la gúıa de la WCAG 2.0 con base en la prueba
que debe realizarse en el contenido HTML (W3C Working Group, 2012). Por ejemplo, la
técnica H37 requiere que la etiqueta IMG contenga el atributo ALT que describa en texto
la información relevante de la imagen (siempre que la imagen no sea sólo un adorno de la
página).

Para desarrollar el prototipo de la herramienta EvA-Web, revisamos art́ıculos cient́ıficos,
publicados en los últimos diez años, que señalan las caracteŕısticas deseables de las herra-
mientas de evaluación de la accesibilidad. En general, se recomienda que estas herramientas
informen de las gúıas, estándares o normativas de accesibilidad que han sido implementadas,
especifiquen las técnicas de accesibilidad aplicadas y sus resultados, aśı como que determinen
en qué medida la página web evaluada alcanzó el nivel A, AA o AAA de accesibilidad. Por
otra parte, la información mı́nima de entrada de estas herramientas es la dirección URL del
sitio web que se pretende evaluar.

Además, para comprender cómo se aplican las técnicas de evaluación de accesibilidad
recomendadas por la WCAG 2.0, analizamos algunas herramientas disponibles en ĺınea como
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Garćıa-Mireles et al. EvA-Web: Herramienta para evaluar sitios web

Cynthia Says (http://www.cynthiasays.com/), AChecker (https://achecker.ca/checker/
index.php), Taw (https://www.tawdis.net/), Examinator (http://examinator.ws/) y
Wave (https://wave.webaim.org/). Estas herramientas solicitan al usuario que introduzca
la URL de la página web y que seleccione la gúıa de accesibilidad por evaluar. En el caso de
los informes generados por estas herramientas, encontramos diferencias en el nivel de detalle
en que se presenta los resultados de evaluar las técnicas de accesibilidad y el grado en que
cada una de las técnicas evaluadas fue satisfecha.

Para determinar la consistencia en los informes generados por las herramientas anterior-
mente mencionadas, realizamos una evaluación de la accesibilidad, realizada en noviembre
de 2019, para determinar en qué grado la página inicial del sitio web de la licenciatura en
Ciencias de la Computación de la Universidad de Sonora (http://cc.uson.mx/) es accesible.
La razón de haber seleccionado esta página es que difunde información general sobre un pro-
grama educativo que debeŕıa de llegar a todos los interesados en estudiar dicha licenciatura.
La Tabla 1 presenta los resultados parciales de la evaluación, mostrando sólo cinco técnicas
de las 31 evaluadas.

Tabla 1: Resultados parciales de la evaluación de la accesibilidad del código HTML con la
herramientas seleccionadas.

Técnica H Wave Taw Examinator Cynthia Says AChecker

H2 0 0 2 errores 6 errores 0
H4 0 1 advertencia 0 1 advertencia 0
H37 2 errores 0 0 2 errores 8 advertencias
H24 0 0 0 0 0
H35 0 0 0 0 0

Como se muestra en la Tabla 1, existen inconsistencias en los resultados reportados por
cada una de las herramientas. Esta variación se debe a las diferentes implementaciones de
las técnicas H, según el contexto de la página web que haya considerado el programador de
la herramienta. Como resultado, la clasificación de los hallazgos es distinta. Algunos tipos
de errores encontrados por las herramientas están relacionados con más de una técnica H, y
eso complica la identificación de la técnica a la cual pertenecen los resultados. Además, un
defecto común de las herramientas, es que no reportan el número de renglón correcto en que
se encuentra el código que la técnica evalúa.

De hecho, nuestros resultados de este ejercicio de evaluación son consistentes con otros que
reportan el desempeño de herramientas de evaluación de accesibilidad. Por ejemplo, Vigo et
al. (Vigo et al., 2013) analizaron seis herramientas de evaluación automática de accesibilidad y
encontraron diferencias en cuanto a salidas correctas (66 % al 96 %), cobertura de los criterios
de éxito (menor al 50 %) y completitud de la herramienta en donde, en el mejor de los casos,
sólo se identifican 4 de 10 violaciones a la accesibilidad. Se cree que estas herramientas están
diseñadas para capturar los problemas de accesibilidad más comunes y que poco esfuerzo
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se dedica al desarrollo de componentes que identifiquen violaciones a la accesibilidad menos
frecuentes (Vigo et al., 2013).

3. Herramienta EvA-Web

Con base en el análisis de herramientas de evaluación automática de la accesiblidad de
páginas web y las recomendaciones de investigadores en este campo, se decidió implementar
EvA-Web. Las técnicas para evaluar la accesibilidad de páginas web, codificadas en HTML
5.0 se clasificaron de acuerdo al elemento del lenguaje HTML que abordan. La Tabla 2
presenta las 56 técnicas implementas de la WCAG 2.0 (W3C Working Group, 2016).

La clasificación considera las categoŕıas enlace (link), imagen, páginas HTML, tablas,
estructura del contenido, formulario, párrafo y otros. Aunque algunas técnicas H pueden
aplicarse a más de un elemento HTML, se decidió en este prototipo asignarlas a una sola
categoŕıa. Por ejemplo, en la categoŕıa imagen se encuentran las técnicas H37 y H67. La
primera de ellas evalúa que cada elemento IMG tenga el atributo ALT, y que éste describa
el contenido de la imagen. En el caso de la técnica H67, se evalúa que cada elemento IMG,
que contenga una imagen decorativa, el atributo ALT debe tener valor nulo.

Tabla 2: Técnicas H clasificadas por categoŕıa.

Categoŕıa Técnicas

Enlace H2, H77, H78, H79, H80, H30, H83, H59, H33, H97
Imagen H24, H37, H36, H67, H46
Página H25, H71, H64, H57, H58, H40, H93, H76, H60, H59, H42, H81
Tablas H39, H63, H43, H73, H51
Estructura H4, H53, H46, H70
Formulario H32, H36, H84, H44, H85, H89, H90, H91, H65, H35
Párrafo H62, H28, H49, H54, H56, H34
Otros H86, H88, H95, H96

3.1. Diagrama de casos de uso de EvA-Web

Los requisitos de usuario que se abordan en el prototipo de la herramienta EvA-Web se
describen a través del modelo de casos de uso (Figura 2). La herramienta está dirigida a
desarrolladores de software y pueden ejecutar cinco funciones principales de EvA-Web. En
general, el desarrollador de software puede obtener información sobre la gúıa de accesibilidad
implementada, obtener información de las caracteŕısticas de la herramienta EvA-Web, aśı
como determinar los enlaces por evaluar del sitio web, seleccionar técnicas de accesibilidad y
evaluar el sitio web.
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Figura 2: Diagrama de casos de uso de la herramienta EvA-Web.

3.2. Formularios e informes de EvA-Web

La página de inicio de EvA-Web (Figura 3) presenta dos tablas, una de ellas muestra los
enlaces para acceder la información de la gúıa implementada y de la herramienta Eva-Web;
y la otra, un formulario en que se introduce el enlace del sitio web que se desea evaluar.
Además, el desarrollador de software puede indicar si desea evaluar solo una página, o varias,
del sitio web.

Figura 3: Página de inicio de EvA-Web.

En el caso que se evalúe únicamente el enlace que se ha puesto en el formulario, se requiere
confirmar la casilla de verificación “Sólo página principal” antes de hacer clic en el botón
“Continuar” (Figura 3). EvA-Web presenta los datos de la evaluación: URL de la página
web que será evaluada y el identificador de la evaluación. Si el desarrollador decidió evaluar
más de una página del sitio web, aparecerá el formulario con los enlaces encontrados por
el EvA-Web Crawler (Figura 4). Este es un formulario que, para cada página del sitio web
recuperada, presenta una casilla de verificación la cual permite al desarrollador seleccionar
varios páginas o todas ellas.

Tras haber seleccionado los enlaces, se eligen las técnicas H por evaluar. Se abre el menú
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Figura 4: Formulario para la selección de páginas web por evaluar.

de acordeón y se puede elegir una técnica al marcar la casilla de verificación correspondiente.
Además, se presentan casillas de verificación para seleccionar categoŕıas enteras o todas las
técnicas implementadas en EvA-Web (Figura 5).

Figura 5: Menú de acordeón para seleccionar técnicas H.

Después de elegir las técnicas, EvA-Web realiza la evaluación de la accesibilidad del sitio
web con las técnicas seleccionadas. Se presenta un menú de acordeón, similar al de la Figura
5, en donde sólo se incluyen las categoŕıas que tienen al menos una técnica evaluada. El
desarrollador de software puede hacer clic en alguna de las categoŕıas para generar los informes
general y detallado de la evaluación. Por ejemplo, al seleccionar el nombre de la categoŕıa
imágenes se presenta un informe general similar al de la Figura 6. El informe contiene la
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información de las técnicas evaluadas de la categoŕıa seleccionada (en este ejemplo es la
técnica H37 de la categoŕıa Imágenes), la lista de enlaces evaluados, el número de elementos
en la página HTML que satisfacen el criterio de la técnica bajo evaluación, la determinación
de los elementos que cumplen con los requisitos de la técnicas (advertencia, pasa, no pasa),
y el número de renglón en donde se encuentra la etiqueta HTML bajo evaluación. En el caso
de la evaluación de conformidad con la técnica H37, advertencia significa que se requiere la
intervención humana para validar que la técnica H se implementó correctamente. Es decir, la
etiqueta IMG evaluada tiene el atributo ALT con un texto asignado, el cual podŕıa describir
el contenido de la imagen. Sin embargo, las herramientas de evaluación de accesibilidad
automática no pueden evaluar si dicha descripción es apropiada para la imagen. Por otra
parte, la columna denominada “No pasa” presenta los casos encontrados de la etiqueta IMG
que no tienen atributo ALT. La columna “Pasa” presenta los resultados de aquellas técnicas
H que no requieren la intervención humana. Por tanto, en el caso de la técnica H37 está
reportada con el valor cero.

Figura 6: Ejemplo de informe resumido para la categoŕıa imágenes de la página web evaluada.

4. Validación de EvA-Web

Para validar el prototipo de la herramienta EvA-Web se realizaron pruebas, en el 2019,
para determinar que el prototipo identifica correctamente las técnicas H implementadas. En
la primera etapa de la validación, el propósito fue determinar que las técnicas H implementa-
das en EvA-Web identificaran correctamente los elementos de HTML correspondientes. Para
verificar el resultado, se analizaron siete páginas web distintas y, en total, se identificaron
manualmente 6,160 elementos de HTML evaluables. La identificación de estos elementos se
basó en los resultados de búsqueda que los navegadores de páginas web ofrecen. Además, se
accedió al código de la página HTML, que también proporciona el navegador web, para veri-
ficar que la técnica H es aplicable. Por su parte, los resultados de EvA-Web son consistentes
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con la evaluación manual en cada una de las ocho las categoŕıas evaluadas (mencionadas en
la Tabla 2).

En la segunda etapa de la validación, se compararon los resultados de la evaluación de
accesibilidad del prototipo EvA-Web con herramientas de accesibilidad en ĺınea, Cynthia
Says y Taw. La selección de estas herramientas se debe a que los reportes indican el número
de ĺınea del código de la página HTML en donde aparece la inconsistencia con la técnica H
evaluada. Para realizar esta actividad, se evaluó otra página web, elegida arbitrariamente,
también de la Universidad de Sonora. Ésta corresponde al sitio web de la División de Ciencias
Exactas y Naturales (https://dcen.unison.mx/). Se evaluaron únicamente las técnicas H
del nivel A de la WCAG 2.0 (W3C Working Group, 2008) dado que en este nivel se abordan
las barreras más comunes a la accesibilidad.

Los resultados parciales de la evaluación se presentan en la Tabla 3. Las celdas de la
tabla muestran el número de elementos que se encontraron para cada una de las técnicas H,
según la herramienta de evaluación de accesibilidad utilizada. En cuanto a los resultados de
Cynthia Says, esta herramienta no encuentra elementos HTML para evaluar la técnica H44,
la cual requiere que se use la etiqueta “label” para cada uno de los elementos que conforman
al formulario.

Tabla 3: Hallazgos de accesibilidad encontrados por las herramientas EvA-Web, Cynthia Says
y Taw.

Técnica EvA-Web Cynthia Says Taw

H02 12 2 1
H37 12 12 4
H24 0 0 No determinado
H35 0 0 No determinado
H33 0 0 No determinado
H36 0 0 No determinado
H44 1 No encuentra 1
H45 0 0 No determinado
H46 0 0 No determinado
H53 0 0 No determinado

Las diferencias observadas en los resultados (Tabla 3) se pueden explicar por la forma en
que están implementadas las técnicas de evaluación de la accesibilidad y el soporte a distintos
lenguajes para el desarrollo de sitios web. De hecho, las comparaciones entre herramientas
de evaluación de accesibilidad reportan un amplio rango de variación en cuanto a la salidas
incorrectas de herramientas, donde algunas alcanzan alrededor del 30 % de salidas erróneas
(Vigo et al., 2013) o violaciones a la accesibilidad no dectectadas porque las herramientas
pasan por alto la implementación de técnicas que puedan determinar el grado de implemen-
tación de los criterios de éxito, y en promedio sólo se alcanza una cobertura del 50 % de ellos
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(Vigo et al., 2013). Mientras no existan métodos robustos para evaluar la efectividad de estas
herramientas se recomienda que el experto en accesibilidad use varias herramientas, dado que
algunas de ellas son más efectivas cuando se analizan principios de accesibilidad espećıficos
(Vigo et al., 2013).

Respecto de los resultados que genera EvA-Web, ésta solo revisa el código HTML de la
página web y no toma en cuenta el código escrito en lenguaje CSS, JavaScript, entre otros.
Esta restricción de capacidad podŕıa explicar las diferencias entre resultados observados.
En particular, de las 32 técnicas evaluadas por EvA-Web, Cynthia Says reporta el mismo
resultado en 25 de ellas (78 %). Mientras que en el caso de Taw, de las diez técnicas H nivel A
que reporta, solo seis muestran el mismo resultado que EvA-Web (60 %). De hecho, el número
de técnicas H que reporta Taw para el nivel A de accesibilidad está por debajo del número
de técnicas implementadas en EvA-Web. Por tanto, podemos señalar que los resultados de
EvA-Web son consistentes con los resultados de la comparación de herramientas (Vigo et al.,
2013) y que existen oportunidades para mejorar el prototipo de la herramienta EvA-Web en
términos de efectividad.

En el caso concreto de las diferencias en el reporte de Cynthia Says con respecto de EvA-
Web, éstas se presentan en las técnicas: H02, H44, H67, H42, H30 y H65. En el caso de Taw,
las diferencias se presentan en las técnicas: H02, H37 y H30. Para entender la diferencia en
la aplicación de estas técnicas, se revisó por separado la forma en que cada herramienta de
evaluación de accesibilidad determina la aplicación correcta de las recomendaciones. Como
ejemplo, presentamos el análisis de la técnica H37.

La técnica H37 trata de mejorar la percepción de los contenidos no textuales: “Cuando
una imagen contiene palabras que son importantes para comprender el contenido, el texto
alternativo debe incluir esas palabras. Esto permitirá que el texto alternativo juegue la misma
función en la página que la imagen” (W3C Working Group, 2012).

Para probar esta técnica (H37), el código HTML de cada etiqueta IMG debe tener el
atributo ALT. En el análisis manual de la página bajo estudio, se encontraron doce etiquetas
IMG. De éstas, ocho tienen atributo ALT con texto o cadena vaćıa. Por su parte, la evaluación
de Cynthia Says, reporta las doce etiquetas IMG. Además, el reporte indica que cuatro
etiquetas no cumplen con la técnica H37. Este resultado es consistente con la evaluación
manual. También reporta que seis de esas etiquetas deben ser revisadas manualmente porque
el atributo ALT está vaćıo. Sin embargo, reporta dos casos que corresponden a la técnica
H02 en donde la etiqueta IMG debeŕıa ser evaluada en el contexto de la etiqueta de enlace
(< a > ... < img > ... < /a >) que la contiene.

En el caso de la herramienta Taw, ésta da como resultado cuatro incidencias de errores
en el uso de la etiqueta IMG con la técnica H37 porque no contienen el atributo ALT. Por su
parte, EvA-Web detecta las doce etiquetas IMG. Al igual que Taw, EvA-Web reporta cuatro
casos en dónde la técnica no pasa (etiquetas en las ĺıneas 145, 434, 345, 456). Los restantes
son advertencias ya que tienen el atributo ALT y el desarrollador debe verificar manualmente
su contenido en las ĺıneas de código: 281, 290, 313, 316, 319, 322, 325 y 328.
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5. Conclusiones

En este trabajo se presentaron los resultados de implementar una herramienta de evalua-
ción de accesibilidad que llamamos EvA-Web. El propósito de esta herramienta es identificar
los sitios web que hayan implementado las recomendaciones de la WCAG 2.0 en el nivel A.
Particularmente, se implementaron las técnicas H para el lenguaje HTML 5.0. Para diseñar
la herramienta, se estudió la gúıa WCAG 2.0 y las técnicas H fueron categorizadas en tablas,
formularios, páginas, párrafos, enlaces, estructura, imágenes y otros, para facilitarle al desa-
rrollador de software la selección de las técnicas que le interese evaluar. Además, se desarrolló
un web crawler para obtener varios enlaces del sitio web y evaluarlos en un solo paso.

Basándose en los resultados de otras herramientas de evaluación de accesibilidad y las
recomendaciones de la literatura, se creó la herramienta con un informe de resultados que
identifica con claridad la técnica H evaluada, el número de ĺınea en donde aparece el código de
la etiqueta evaluada, y el valor de la evaluación automática cuando ésta es posible. Además,
el desarrollador de software trabaja con un conjunto muy pequeño de interfaces de usuario
con el mı́nimo de datos de entrada. A diferencia de otras herramientas disponibles en ĺınea de
forma gratuita, este prototipo permite la evaluación de todas las páginas del sitio web y genera
informes en archivos HTML. La herramienta está disponible en español con la intención de
que la comunidad de desarrolladores hispanohablantes disponga de otro instrumento para
evaluar la accesibilidad.

Como trabajo futuro se tomarán en cuenta las capacidades que tienen las herramientas
evaluadas para mejorar el prototipo EvA-Web. Algunas herramientas tienen implementado
una opción de corrección de la anomaĺıa encontrada. Además, es importante proporcionar al
desarrollador de software mecanismos que le permitan verificar que la técnica H se implementó
apropiadamente. El diseño de estas dos caracteŕısticas requiere de la comunicación con los
desarrolladores de sitios web para conocer las prácticas que aplican para liberar sitios web
accesibles. Además, la construcción del prototipo de EvA-Web está conceptualizado en el
contexto de un proyecto mayor, en donde la herramienta se podŕıa convertir en un componente
principal en el diagnóstico de barreras de accesibilidad, como apoyo a la introducción de un
proceso de mejora de la calidad de los sitios y aplicaciones web.

A futuro se estudiarán e implementarán otras técnicas de la WCAG 2.0 orientadas a
tecnoloǵıas como CSS o JavaScript. Finalmente, el desarrollo de una herramienta robusta para
la evaluación de la accesibilidad puede servir para que las empresas, y otras organizaciones,
analicen la accesibilidad de sus sitios web y verifiquen si sus contenidos están llegando a todos
sus usuarios.
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