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Resumen

Se presenta la definicion de una estructura de Dirac en un espacio vectorial y algunos
ejemplos de esta clase de estructura geométrica. Se motiva la definicion desde el contexto de la
teoria de circuitos utilizando un circuito eléctrico concreto cuyas corrientes eléctricas y voltajes
estan sujetas a las denominadas leyes de Kirchhoff.

1 Introduccién

El propdsito de este escrito es presentar la definicion de una estructura de Dirac en un espacio
vectorial, o estructura de Dirac lineal, y algunos ejemplos de este tipo de estructuras. Con
la intencion de motivar la definicion formal y resaltar la naturalidad y el alcance que poseen
las estructuras de Dirac en el estudio de algunos sistemas (fisicos), utilizamos un circuito
eléctrico concreto en el que son aplicables las leyes de Kirchhoff para construir una estructura
de Dirac que, como veremos, codifica todos los posibles valores para las corrientes eléctricas
y los voltajes que admite el circuito y que estan sometidas a las restricciones impuestas por
estas leyes [8].

En analogia con la filosofia de optar por un estudio cualitativo de los sistemas de ecua-
ciones diferenciales (no lineales, en general), debido a la dificultad que presenta el resolver-
los, el estudio de los sistemas fisicos se ha inclinado por un enfoque geométrico. Esto es,
realizar esfuerzos por comprender la geometria que subyace en los modelos de tales sistemas.
Esto ha dado lugar a distintas clases de estructuras geométricas, tales como las estructuras
simplécticas, estructuras de Poisson o las ya mencionadas estructuras de Dirac [9]. En
general, éstas se definen en variedades diferenciales, modelo del espacio de estados de un
sistema, y la geometria que originan son un tipo especial de foliaciones (de las variedades),
a saber, foliaciones simplécticas y pre-simplécticas [7]. Sin embargo, en este texto sélo nos
centraremos en presentar las estructuras de Dirac lineales, es decir, las definidas en espacios
vectoriales. Que de hecho, resultan ser una clase especial de variedades.

El concepto de estructura de Dirac fue considerado inicialmente por Courant y Weinstein
[3, 4]. El objetivo original de estos autores fue encontrar una generalizacién comin de las
estructuras pre-simplécticas y Poisson. Adicionalmente, se introdujo la nocion de estructura
de Dirac para incluir restricciones en el estudio de sistemas en mecanica clasica. Por ejemplo,
restricciones inducidas por Lagrangianos degenerados, investigacién realizada por Dirac [5]
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y razén del nombre de estas estructuras. Otro ejemplo, son los circuitos eléctricos en los
que se involucran tanto restricciones primarias como restricciones provenientes de las leyes
de Kirchhoff. Posteriormente, Dorfman [6] introdujo un analogo algebraico de la nocién de
estructura de Dirac que fue empleado en la construccién de un formalismo algebraico de
las estructuras Hamiltonianas que permite establecer un marco adecuado para el estudio de
sistemas dindmicos con espacios fase de dimension infinita que prescinde de la naturaleza de
estos espacios.

En anos recientes las estructuras de Dirac han ayudado al modelado y control de sistemas
fisicos (abiertos) y a la descripcién en formalismo Hamiltoniano de sistemas con ligaduras.
En particular, a la comprension de los llamados sistemas Hamiltonianos con puertos, que
estan basados en la combinacion de ideas y técnicas provenientes de la teoria de sistemas
Hamiltonianos y de la teoria de redes, teniendo esta 1ltima su origen en la ingenieria eléctrica
(10, 11, 1, 12, 9, 2]. Enfatizamos que un punto importante en todo lo anterior es el considerar
dentro del anélisis del modelo de un sistema fisico restricciones (relaciones) que pueden
aparecer entre algunas de las variables del modelo.

2 Espacio de Corrientes y Voltajes

El objetivo de esta seccidn es presentar una manera de como la informacién sobre las corri-
entes eléctricas y los voltajes de un circuito eléctrico puede ser codificada en una estructura
geométrica que denominamos espacio de corrientes y voltajes. Este espacio resulta ser un
caso particular de una clase de estructuras geométricas més generales llamadas estructuras
de Dirac, las cuales surgen de manera natural en el estudio de sistemas (fisicos) con restric-
ciones, es decir, sistemas en los que se presentan ciertas relaciones entre algunas variables
que los modelan. Para el caso de los circuitos eléctricos, las leyes de Kirchhoff dan lugar a
ciertas restricciones que involucran a las corrientes y los voltajes. Por esto, la primera parte
de esta seccion estéa dedicada a presentar un breve recordatorio de tales leyes y un ejemplo
de cémo aplicarlas.

2.1 Leyes de Kirchhoff

Las denominadas leyes de Kirchhoff, aplicables al cdlculo de corrientes, voltajes y resistencias
de una malla eléctrica, establecen bases en la teoria de circuitos para un estudio de estos
independiente de los elementos contenidos en las ramas. FEsto sitia a la teoria de grafos
como una importante herramienta para el andlisis (combinatorio) de los circuitos eléctricos.
Bajo este contexto, un circuito se puede pensar como un grafo donde los vértices y las aristas
se corresponden naturalmente con los nodos y las ramas del circuito, respectivamente. Aun
mas, una vez asignado un sentido positivo para la corriente eléctrica lo que se obtiene es un
grafo dirigido.

Recordemos que la primera ley de Kirchhoff, o ley de corrientes eléctricas, afirma que en
cualquier nodo de un circuito eléctrico la suma algebraica de las corrientes que pasan por el

35



36 J. C. RUIZ-PANTALEON

nodo es nula. En otras palabras, la suma de las corrientes que “entran” a un nodo es igual

a la suma de las corrientes que “salen” del mismo. En la Figura 1 se presenta un esquema
de esta afirmacion.

I,
I
. L=15+1

I3

Figura 1: Primera Ley de Kirchhoff

Por su parte, la segunda ley de Kirchhoff, o ley de voltajes, establece que la suma al-
gebraica de las caidas de voltaje a lo largo de un circuito cerrado es nula. De manera
equivalente, que el voltaje (v) en una rama del circuito es igual a la diferencia de los po-
tenciales eléctricos (uy) en los nodos (ng) que conecta tal rama, en este caso, definido en el
sentido de la corriente eléctrica, £k = 1,2. En la Figura 2 se presenta un esquema de esta
afirmacion.

(12, u2)

V= Uy — Uy
(ny,u1)

Figura 2: Segunda Ley de Kirchhoff

Observaciones 2.1 Aqui, se dird que una arista dirigida como en la Figura 2 “comienza”
en el vértice ny y “termina” en el vértice nsy.

Como ejemplo consideremos el siguiente grafo dirigido,
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(n2, u2)

(1, w1) (n3, ua)

(71,4, u-’l)

Figura 3: Grafo dirigido de un circuito eléctrico.

donde a cada vértice n; se le ha asignado un potencial eléctrico ux y a cada arista [ una

corriente eléctrica I;, con k=1,...,4; [ =1,...,5. Asi, de la primera ley de Kirchhoff se
obtiene el sistema de ecuaciones (lineales)
—Il - 13 + I5 - 0,
Il - [2 - 0,
]2+Ig—]4 = 0, (1)
[4 - [5 - 0,

y de la segunda ley de Kirchhoff el sistema (lineal)

Uy — Uy = Uy,
Uz — Uz = Vg,
Uz — Uy = Vs, (2>
Ug — U3 = Uy,
Uy — Ug = Us,

donde cada v; denota el voltaje asignado a la arista (.

Formulacién Matricial. A continuacién, se presenta una manera de expresar las leyes de
Kirchhoff en términos de las llamadas matrices de incidencia, asociadas a grafos dirigidos,
las cuales permiten capturar la estructura combinatoria de los circuitos eléctricos.

Si bien los sistemas de ecuaciones lineales (1) y (2) admiten una representacién matricial
inmediata, en este apartado se ha optado por presentar tal representacion desde el punto de
vista de la teoria de gréaficas con la intencién de ilustrar (de manera elemental) como esta
teoria puede servir como herramienta para el estudio de ciertos sistemas. Concretamente,
los sistemas de ecuaciones (1) y (2) se pueden expresar, respectivamente, por

Al =0 v Alu =, (3)
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donde se han definido I := (I,...,I5)" el vector de corrientes, u := (uy,...,us)" el (co)vector
de potenciales, v := (vy,...,v5)" el (co)vector de voltajes y la matriz A = (a)ixs por

—1 i la arista dirigida [ “comienza” en el vértice k,
ag, = 1 sila arista dirigida [ “termina” en el vértice k, (4)
0 en otro caso.

Por definicion, en este caso se tiene que

A:

O O = =
|
O~ = O
O = O =

|
—_ - O O
_— o O =

Observaciones 2.2 En teoria de grafos a la matriz A definida en (4) se le llama matriz
de incidencia del (correspondiente) grafo dirigido. En este caso, no es dificil verificar que
rank A = 3. En general, para grafos conexos, el rango de una matriz de incidencia es igual
a #renglones — 1.

Asi, en términos de la matriz de incidencia A asociada al grafo dirigido (circuito eléctrico)
de la Figura 3, las leyes de Kirchhoff se pueden reformular de manera equivalente por

1"* ley de Kirchhoff <= I € ker A, (5)
292 ley de Kirchhoff <= v € ImA". (6)

2.2 Espacio de Corrientes y Voltajes

En este apartado se presenta la definicion de lo que denominamos espacio de corrientes y
voltajes asociado a un circuito eléctrico, algunas de sus propiedades y finalmente una car-
acterizacion geométrica de este. Cabe mencionar que tal espacio captura todos los posibles
valores para las corrientes eléctricas y los voltajes que admite un circuito eléctrico en los
que son validas las leyes de Kirchhoff. Entre las ventajas de la caracterizacion geométrica
que se presenta del espacio de corrientes y voltajes se encuentra el poder deducir de man-
era sencilla importantes teoremas de la teoria de circuitos tales como el Teorema de Tellegen.

Primero, recordemos que, en general, cada matriz real induce de manera canénica una
transformacién lineal dada por multiplicacién a la izquierda. Sea

Ty : RS — RY, r — Ax,

la transformacién lineal inducida por la matriz de incidencia A asociada al grafo de la Figura
3y sea
T : RY — R,
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la transformacién dual de T4, donde R** denota el espacio dual de R®*, s =4,5. Como es
conocido se cumple que T = T)y.

Bajo estos términos, se sigue de manera inmediata de (5) y (6) que el conjunto de todas
las (posibles) corrientes y voltajes permitidas por las leyes de Kirchhoff para el grafo de la
Figura 3 es descrito por el conjunto

DA = {(I,v) eR* xR* | I cker Ty, v € ImT;} C R®> x R, (7)

. . * . . .
el cual resulta ser un subespacio vectorial de R® x R%" con las operaciones (inducidas) de
suma y multiplicacién por escalar usuales. Por su relevancia, a este subespacio lo denom-
inaremos espacio de corrientes y voltajes asociado al grafo de la Figura 3.

Notemos que
D* = ker Ty x (kerTy)”, (8)

donde (kerT4)° = {a € R®" |a(x) =0, Vz € ker Ty} denota el subespacio anulador del ker-
nel de Ty. En particular, se tiene que

dim D* = 5 = dimR®. (9)

En efecto, tomando en cuenta que (kerT,)° =ImT}, por la definicién de D? en (7), se
tiene que DA =ker Ty x ImT; = ker Ty x (kerT4)°. En otras palabras, la igualdad en (8)
dice que todos los posibles valores para las corrientes y los voltajes en las aristas del grafo de
la Figura 3 quedan codificados en subespacios vectoriales ortogonales (respecto al producto
interno usual en R?).

Una consecuencia inmediata de lo anterior es el conocido Teorema de Tellegen, el cual se
reformula en este caso diciendo que
vl =0, (10)

para todo (I,v) € DA. Este teorema, recordemos, expresa que la energfa en el circuito no
se crea ni se destruye por el hecho de conectar los nodos a través de las ramas del mismo,
sin contradecir el que las ramas puedan contener resistencias o fuentes.

Observaciones 2.3 Como en (7) y (10), en esta seccion se identificard R>" ~R5 segiin
convenga.

Geometria de D?. En este apartado se muestra que las propiedades (9) y (10) permiten dar
una caracterizacién geométrica del espacio de corrientes y voltajes definido en (7), propésito
central de la presente seccion.
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Primero, recordemos que dada una forma bilineal simétrica B : E x E — R en un espacio
vectorial real E, se define el complemento ortogonal de un subespacio W C FE respecto a B
por

Wt :={ec E|B(e,w)=0,Vw € W}. (11)

Proposicién 2.1 El subespacio de corrientes y voltajes DA definido en (7) satisface que
(04" = D,

respecto a la forma bilineal (simétrica) (,) en R® x R®" definida por ((x,a),(y,B)) =
a'y+ B x.

PRUEBA. Primero, sea ~(I,v) € DA, Luego, para cualquier (f, v) € D4, se sigue de (10)
que ((I,v),(I,2)) =v"I+20"T =0. Lo que prueba que D4 C (D). La igualdad en esta
contencion se sigue de (9). u

Si bien el Teorema de Tellegen ya advierte propiedades de ortogonalidad para los ele-
mentos del subespacio D4, la proposicién precedente caracteriza a este subespacio mediante
esta propiedad respecto a una forma bilineal inducida por el producto interno usual en R5.

Permitiendo lo anterior un estudio geométrico de los circuitos eléctricos en los que valen las
leyes de Kirchhoff.

Observaciones 2.4 Claramente el niumero de vértices y aristas no juega un papel vital en
la definicion del subespacio DA en (7) ni en la derivacién de sus propiedades. Sin embargo,
se ha decidido trabajar a lo largo de esta seccion con la configuracion de la Figura 3 con el
proposito de ilustrar lo mejor posible las construcciones realizadas. La generalizacion a un
numero arbitrario de vértices y aristas es andloga.

3 Estructuras de Dirac en Espacios Vectoriales

En la seccién precedente se mostré cémo en el estudio topoldgico de los circuitos eléctricos,
en los que valen las leyes de Kirchhoff, surge de manera natural un tipo especial de es-
tructura geométrica caracterizada por una condicién de ortogonalidad (Proposicién 2.1), la
cual codifica las restricciones en corrientes eléctricas y voltajes impuestas por las leyes de
Kirchhoff. Esta situacién no es tnica, estructuras geométricas analogas surgen también en el
estudio de diversos sistemas fisicos que presentan ciertas restricciones entre las variables que
los modelan. Por ejemplo, sistemas mecanicos con restricciones holonémicas. Lo anterior
sugiere encontrar un marco adecuado que formalice esta clase de estructuras geométricas.
Esto da lugar a las llamadas estructuras de Dirac en espacios vectoriales cuya definicion es
el punto central de esta seccion.
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Sean V' un espacio vectorial real finito dimensional y V* su espacio dual. Definamos en
el espacio vectorial V' x V* la forma bilineal simétrica

() (Vx V) x(VxV) — R, ((z,a),0) ={wy + Bz, (12

inducida por el pairing natural (n,z) :=n(z) entre vectores z € V y funcionales lineales
n € V*. Notemos la similitud entre esta forma bilineal y la definida en la Proposicién 2.1.

Es sencillo verificar que la forma bilineal (12) es no-degenerada pero, en general, no es
positiva ni negativa definida. En efecto, si (z,a) es tal que ((z,a),(y,5)) =0, para todo
(y,B) € V x V*; se sigue, en particular, que {(z,a), (y,0)) = (o, y) =0, para todo y € V.
Esto implica que a = 0. Analogamente, se muestra que debe ser x = 0. En conclusién,
es (r,a) =0. Lo que prueba la no degeneracién de la forma bilineal (12). Ahora, dado
que ((z,q),(z,a)) = 2(a,z) admite cualquier signo, la forma bilineal (12) no es positiva ni
negativa definida, en general.

Definicién 3.1 Una estructura de Dirac en V' es un subespacio D CV x V* tal que

Dt =D

Y

donde D+ denota el complemento ortogonal de D respecto a la forma bilineal (12).

Notemos que bajo esta definicion, por la Proposicion 2.1, el espacio de corrientes y volta-
jes DA en (7) es una estructura de Dirac en R®. Atin més, resulta un caso particular de una
clase especial de estructuras de Dirac las cuales se presentan en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2 Sea V un espacio vectorial finito dimensional y sea W CV un subespacio
vectorial de V. Entonces,
D :=WxW° (13)

es una estructura de Dirac en V', donde W° C V* denota el (sub)espacio anulador de W.
En efecto, por definicién, es claro que D C D*+. Ahora, dado (x,a) € D+, se tiene que
((z,a), (w,0)) = (a,w) =0, para todo w € W. En consecuencia, o € W°. Andlogamente,
se tiene que ((z,a),(0,w)) = (w,z) =0, para todo w e W°. Lo que implica que = €
(We)e = W. Por lo tanto, (x,a) € D. Lo que prueba que D+ C D. Mostrando asi
que se tiene la iqualdad D+ = D.

Notemos que de (13) se sigue, en particular, que V x {0} y {0} x V* son (siempre)
estructuras de Dirac en V.
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Una consecuencia inmediata de la definicién (13) es que
(a,x) = 0, (14)

para todo (z,«) € D. En efecto, de (13) se sigue que ((z, ), (z,a)) = 2(a,z) =0. En el
contexto de circuitos eléctricos esta propiedad no es mas que el Teorema de Tellegen (10).
Atn maés, por la no degeneracién de la forma bilineal (12), se sigue también que

dimD = dimV, (15)

tal como sucede en (9). Esto se deduce de la férmula dim D + dim D+ = dimV x V* =
2dim V. A continuacién, se probaré que las propiedades (14) y (15) caracterizan completa-
mente a toda estructura de Dirac.

Proposicién 3.3 Sean V' un espacio vectorial finito dimensional y D C V x V* un sube-
spacio vectorial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. D es una estructura de Dirac en V.

2. dimD =dimV y (a,z) =0, para todo (x,«a) € D.
PRUEBA. Es claro de (14) y (15) que el punto 1 implica 2. Ahora, supongamos vélido el punto
2 ysean (x,a),(y,3) € D arbitrarios. Notemos que (x + y,a+ ) € D, por ser D un sube-
spacio vectorial. Luego, ((z, ), (y,0)) = (a,y) + (B, x) = (o + B,z + y) = 0. Esto implica

que D C D*. Finalmente, la igualdad D = D+ se sigue de la hipétesis dim D = dim V.
Probando asi el punto 1. ]

Utilizando esta proposicién resulta evidente que el subespacio en (13) es una estructura
de Dirac. A continuacion, utilizando la Proposicién 3.3 se presentan algunos ejemplos adi-
cionales de estructuras de Dirac.

Ejemplo 3.4 Consideremos el subespacio vectorial D C R? x R** dado por
D = {((a,b)T, (b, —a)) ] (a,0)T € R?, (b, —a) € RQ*}
~ span{(l,O,O,—l)T,(O,l,l,O)T}.

Notemos que dim D =2 =dimR? y (b,—a)(a,b)" =0, para todo ((a, b)", (b, —a)) e D.
Asi, por la Proposicion 3.3, es D una estructura de Dirac en R2.
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Ejemplo 3.5 Sea T : V — V* un morfismo antisimétrico, esto es, tal que T* = =T. Con-
sideremos el subespacio DT CV x V* dado por la grifica

DT .= {(:L‘,T.T) ‘%EV}.

Notemos que dim DT = dimV y (Tz,z) = (T*z,x) = —(Tx,z), lo que implica que (Tz,x) =
0, para cualesquier (x,Tx) € DT. Asi, por la Proposicion 3.3, es DT una estructura de
Dirac en V.

Ejemplo 3.6 Sea T :V — V* un morfismo antisimétrico. Dada una estructura de Dirac
D enV, sea

D := {(z,a+Txz)|(z,a) € D}.

Notemos que dim D = dimV y (a + Tz, ) = (o, x) + (Tx,2) = 0, para cualesquier (x, o+

Tz) € D. Asi, por la Proposicion 3.3, es D una estructura de Dirac en'V.

Ejemplo 3.7 Sea E un espacio vectorial real finito dimensional y consideremos V = E x E*.
Dado un subespacio vectorial W C E definamos

D = {((x,oz),(—ﬁ,x)) ‘J?EW, oz—ﬁEWo} Cc VxV*,

Notemos que dim D =dimV y <(—ﬁ,x), (:c,a)> = (a—pf,z) = 0, para cualesquier
((xz,), (=B, x)) € D. Asi, por la Proposicion 3.3, es D una estructura de Dirac en V.

El siguiente ejemplo muestra una manera de inducir estructuras de Dirac en subespacios
vectoriales de un espacio vectorial. La verificacién del siguiente ejemplo se puede encontrar
en [4].

Ejemplo 3.8 Dada una estructura de Dirac D en V' y un subespacio vectorial W C 'V, se
puede inducir una estructura de Dirac Dy en W la cual resulta isomorfa al cociente

Do L DO eV
Y= Dn{otewe)

Concluimos esta seccién mencionando que es posible dar una definiciéon de una estructura
de Dirac en una variedad diferencial (real) M. En esta definicién, ademds de la condicién
de ortogonalidad (13), se pide una condicién de compatibilidad con la estructura diferencial
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en M (condicién de integrabilidad). En este contexto, la geometria subyacente es la de
una foliacion presimpléctica de M. Esto generaliza las nociones de estructura simpléctica y
estructura de Poisson, que son fundamentales en mecénica clasica, por ejemplo, y permite
realizar un analisis de diversos sistemas fisicos involucrando ciertas restricciones que los sis-
temas pueden presentar. Lo anteriormente expuesto por supuesto que invita a profundizar
en el estudio de las estructuras de Dirac y sus posibles generalizaciones.
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