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Resumen

En este articulo nos proponemos dar una introduccion elemental a las bases de Groebner,
lo suficientemente accesible para que estudiantes de las ciencias fisico-matemdticas y de las
ingenierias puedan utilizar esta herramienta en sus cursos de cdlculo. Por poner un ejemplo, en
el estudio de multiplicadores de Lagrange pueden aparecer sistemas de ecuaciones polinomiales
en varias variables. A diferencia de los sistemas de ecuaciones lineales, no son tan conocidos
métodos para resolver dichos problemas. Esperamos contribuir a la difusion de una parte del
dlgebra que simplifica tanto la teoria como la prdctica de la resolucion de sistemas de ecuaciones
polinomiales. Cabe mencionar que las aplicaciones de las bases de Groebner van mucho mds
alld de resolver sistemas de ecuaciones, pero en este articulo las presentaremos desde este punto
de vista. FEsperamos, por anadidura, despertar la curiosidad para acercarse al dlgebra, esa parte
de las matemdticas cuya belleza no se ve con los o0jos.

1 Introduccién. El método de eliminacidn.

Empezaremos dando un breve repaso al método de eliminacion de Gauss para resolver un
sistema de ecuaciones lineales, pensando en extenderlo a sistemas de ecuaciones polinomiales.
Luego repasaremos brevemente algunos conceptos y resultados que aparecen en el estudio de
los polinomios de varias variables. A continuacién explicaremos qué es una base de Groebner,
y describiremos a grandes rasgos el algoritmo de Buchberger. Finalmente, ilustraremos en
un ejemplo cémo las ideas relacionadas con la teoria de las bases de Grobner permite abordar
los sistemas de ecuaciones polinomiales desde una perspectiva mas amplia.

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales

a1121 + a9+ - - - + a1z, = by

A91%1 + Ao9To+ - -+ + Aop Ty = by

Ap1 X1 + ApaXo+ -+ + ppTy = bn

El método de eliminacién de Gauss nos da un camino para transformar este sistema
de ecuaciones en otro, mas facil de resolver. Con tres operaciones elementales: permutar
dos ecuaciones, multiplicar una ecuacién por un numero distinto de cero, y sumarle a una
ecuacién otra ecuacién, se puede ir eliminando una variable de las ecuaciones siguientes
hasta llegar a un sistema de ecuaciones en el cual, de la tltima ecuaciéon podamos despejar
la dltima variable, luego podamos sustituir en la pentltima ecuacién, despejar la pentltima
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variable, y asi sucesivamente hasta obtener el valor de la primera variable. Esto, en el caso de
que el sistema de ecuaciones tenga una unica solucién. En general, el método de eliminacion
nos proporciona un sistema de ecuaciones equivalente al original, el cual estd en una forma
en la cual es mas facil describir el conjunto de soluciones, ain cuando sea vacio o infinito.

Presentaremos una generalizacion del método de eliminacion de Gauss para sistemas de
ecuaciones polinomiales. Las tres operaciones elementales mantienen su validez: podemos
permutar dos ecuaciones, podemos sumarle una ecuacién a otra, e incluso podemos multi-
plicar una ecuacion, no sélo por un ntimero, sino por un polinomio si es que asi lo necesitamos.
En el proceso de tratar de resolver asi un sistema de ecuaciones polinomiales, la matematica
se fue desarrollando, y un poquito de eso es de lo que hablaremos este articulo, ademas de
lo que anunciamos en el resumen.

2 Conceptos preliminares.
2.1 Ideales de polinomios.

Sea K [x1,xs,...,2,] el conjunto de polinomios en n variables con coeficientes en un campo
K (para fines de nuestro articulo, K = R é C segiin sea necesario). Estamos interesados
en resolver sistemas de ecuaciones. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que las
ecuaciones estan igualadas a cero:

fl(l'l, Ce ,l’n)

0
fo(@r,...,2,) =0

fs(x1,...,z,) =0.

Nos gustaria transformar el sistema de ecuaciones dado en otro més sencillo que tenga el
mismo conjunto de soluciones. Consideremos dos operaciones que podemos realizar con el
conjunto de ecuaciones.

e Podemos sumar dos ecuaciones

fi=0
f2=0
y obtener una nueva ecuacion
fi+/f2=0.
e Podemos multiplicar una ecuacion
fi=0
por un factor h(zy,...,x,) y obtener una nueva ecuacién
fi-h=0.

En particular, si elegimos adecuadamente el factor h puede ser que al sumar con otra
ecuacion eliminemos un término.
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20 V. GOMEZ

Vamos a estudiar conjuntos de polinomios que sean cerrados bajo estas operaciones.

Definicién 2.1 Un subconjunto I C K [xq,xs, ..., z,]| es un ideal si cumple las tres propiedades
siquientes:

i) 0 € I (el polinomio constante cero pertenece a I ).
ii) f,ge Il = f+gel (sidos polinomios pertenecen a I, la suma pertenece a I).

iii) Si f € I yh € K [x1,29,...,2,] entonces f-h € I (el producto de un polinomio del
ideal por un polinomio cualquiera, es otro polinomio que pertenece al ideal).

A continuacién veamos un ejemplo. Sea R [z, y] el conjunto de polinomios de dos variables
con coeficientes en R y sea

I={(z*+y*—25) hi(z,y) + (y — 0.752) - ho(z,y) : hy, hy € Rz, 9]}
Se puede ver que [ es un ideal. Lo llamaremos el ideal generado por los polinomios

filz,y) =2 +y* =25, fo(w,y) =y —0.75z.
Lo denotaremos como sigue:
I = <f17 f2>
Notemos que todos los polinomios f € I satisfacen que
f(4,3) = f(—4,-3)=0.

En particular los puntos (4,3) y (—4, —3) son las soluciones del sistema de ecuaciones

2 +y?—-25=0
y—0.75z = 0.
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Figura 1: Un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.

En otras palabras: el conjunto de soluciones del sistema de dos ecuaciones
fl (':Ev y) =0
f2 ([E, y) =0

coincide con el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones infinito
f(z,y) =0 Vfe(fif)

El problema de encontrar otro conjunto de ecuaciones
gi(z,y) =0
g2(w,y) =0

que tenga el mismo conjunto de soluciones se traduce en encontrar g;, g» tales que
(91, 92) = (f1, fo)-
En general: dado un conjunto de polinomios { f1, fa, ..., fs} C R[z1,...,x,], el conjunto

<f1,f2,...,f5>:{fl'h1+f2'h2+...+fs'hs con hl,hg,...,hsER[I‘l,LL’Q,...,In]}

es un ideal, el ideal generado por los polinomios fi, fo, ..., fs.

Dado un ideal I C K [z1,...,x,] con K un campo (para fines de este trabajo serd R 6 C)
podemos definir una relacién de equivalencia en el conjunto de los polinomios de n variables
como sigue:
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f~gef—gel

Notese que f ~ g siy solo si existe g € I tal que f = g+¢, o lo que es lo mismo, g = f—q.
Pensando en el contexto de sistemas de ecuaciones, si g pertenece al ideal generado por los
polinomios que definen nuestro sistema de ecuaciones, podemos obtener g restandole ¢ a f
y sustituir f por g. Nos proponemos determinar g de manera que el sistema de ecuaciones
modificado tenga el mismo conjunto de soluciones que el sistema original, pero que sea mas
facil de resolver. Si realizamos los intercambios de manera que el sistema de ecuaciones final
esté inducido por una base de Groebner del ideal generado por los polinomios del sistema
de ecuaciones original, lograremos este objetivo.

Estaremos de acuerdo en que un polinomio es més simple que otro si es de menor grado.
Dado un polinomio de una variable, el grado lo determina el monomio de mayor grado, y
dicho monomio es tnico. En el caso de polinomios de varias variables, para no perder la
unicidad de dicho monomio, necesitamos un criterio que tome en cuenta todos los exponentes
a los cuales pueden estar elevadas cada una de las variables. Es lo que vamos a discutir a
continuacion.

2.2 El orden lexicografico

A cada monomio de un polinomio f en las variables xy,zs, ..., x, le podemos asociar un
vector de n nimeros enteros no negativos, a saber, el vector de los exponentes a los cuales
estan elevadas las variables:

a __ ay ,a2 a —
x® = af? x> (a1, ag,...,0,) = .

Definicién 2.2 Sean 2 y 2° dos monomios en K [x1,...,x,]. Decimos que x® es mayor
que x° (y lo denotamos por x® = x°) si la primera entrada distinta de cero del vector a — b
de izquierda a derecha, es positiva. Fste orden es llamado el orden lexicogrifico.

Veamos un ejemplo. En R [z, y, z] con el orden lexicografico, resulta que x > y >~ z. Para
convencerse de ello, consideremos la correspondencia

z < (1,0,0),
y < (0,1,0),
2 ¢ (0,0,1).

Observando el vector (1,0,0)—(0,1,0) = (1, —1,0) comprobamos que x > y. Anédlogamente
podemos decir que y > z porque (0,1,0) — (0,0,1) = (0,1, —1).

Notese que el orden lexicografico permite ordenar monomios que tienen grados iguales,
por ejemplo z31323 = x%y32*, sin embargo, con este orden tenemos que x? = y3°. Hay otras
maneras de ordenar los monomios que se pueden formar con varias variables, pero para
hacer mas simple la exposicién, nos limitaremos a trabajar con ésta manera de ordenar los
polinomios.



UNA INTRODUCCION A LAS BASES DE GROEBNER 23

Definicién 2.3 Sea f € K 21,9, ..., x,] un polinomio de varias variables.

1. El monomio principal de un polinomio f es el mayor monomio de f con respecto al
orden lexicogrdfico >=. Lo denotaremos por MP(f). Siguiendo a Coz [1], asumiremos
que el monomio principal siempre es monico (tiene coeficiente 1).

2. El multigrado de un polinomio f es el vector de exponentes del monomio principal
de f.

3. FEl coeficiente principal de un polinomio f es el coeficiente del monomio principal
de f. Lo denotaremos por CP(f).

4. El término principal de un polinomio f es el producto del coeficiente principal de f
por el monomio principal de f. Lo denotaremos por TP(f).

2.3 El algoritmo de la divisién para polinomios de varias variables.

Sea f € R [xq,...,x,]. Consideremos un vector de polinomios (f1, f2, ..., fs). Dividir f entre
(f1, f2, ..., fs) nos dard como resultado un vector de cocientes (g1, g2, - - .,qs) y un residuo r
tales que

f:(Z1f1+Q2f2+“‘+q5fs+7“-

Para aplicar el algoritmo de la division es necesario haber elegido previamente el orden que
se utilizara para comparar los monomios. Para que todo funcione bien, dicho orden debe
cumplir ciertas propiedades, como ser compatible con la suma, y cumplir el principio del
buen orden. Por simplicidad, de aqui en adelante daremos por hecho que estamos utilizando
el orden lexicografico, el cual cumple las propiedades requeridas. Para dividir el polinomio
f entre el vector de polinomios (f1,..., fs) procedemos como sigue:
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Algorithm 1 Divisién de un polinomio f entre un vector de polinomios (fi, ..., fs).
¢1:=0,...,¢:=0,7r:=0 > Al principio los cocientes y el residuo valen cero
p=1f
while p # 0 do

1:=1

div fin := false
while ¢ < s y divfin = false do
if TP(f;) divide a TP(p) then

Qi = qi + :/TIIJD((JZ))
p=p— 7?15((2)) fz
div fin := true
else
1:=1+4+1
end if
end while
if divfin = true then
r:=r+TP(p)
p:=p—TP(p)
end if
end while

El residuo final r, si no fue cero, tiene que ser una combinacién lineal de un conjunto de
monomios tales que ninguno debe ser divisible por ninguno de los términos principales de
los polinomios f;.

Veamos un ejemplo. Se trata de dividir el polinomio
f=ay+ay* +y?
entre el vector de polinomios

(fi, f2) = (zy — Ly* — 1).

Primero dividimos f entre f;. La primera etapa del proceso es dividir f entre f;. Nos
preguntamos si el término principal de f; divide al término principal de f. En caso de que
si, realizaremos la division como en el caso de polinomios de una variable, en caso de que
no, excluiremos al término principal de f de dicha divisién.

El término principal de f; es xy. El término principal de f es 2%y. Procedemos a dividir
como en el caso de polinomios de una variable. Concretamente, multiplicamos f; por z y el
producto se lo restamos a f. Obtenemos el polinomio p = xy? +x +y?. Ahora multiplicamos
f1 por y y el producto se lo restamos a p. El resultado es r; = 2 +y? + 4.

La segunda etapa del proceso es dividir r; entre f,. Nos preguntamos si el término
principal de fy divide al término principal de r;. En caso de que si, realizaremos la divisién
como en el caso de polinomios de una variable, en caso de que no, excluiremos al término
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principal de r; de dicha divisién. El término principal de f, es %. El término principal de
r1 es . Como T'P(fy) no divide a T'P(ry), consideraremos al término principal de 7, como
parte del residuo final de la divisién, y trataremos de dividir 4 + y entre f,. Ahora nos
preguntamos si el término principal de f» = y? — 1 divide al término principal de y* + y.
Como la respuesta es afirmativa, procedemos a dividir y? 4+ y entre y> — 1. Obtenemos un
cociente igual a 1 y un residuo y + 1, pero el residuo final de la divisién de f entre (f, f2)
seraro =x +y+ 1.

En resumen
Pyttt =(e+y)(ey -1+ D)2 -1+ (z+y+1).

El residuo final es x +y + 1.

Ahora dividamos al polinomio
f=a%y+axy’ +y

entre el vector de polinomios que se obtiene al invertir el orden de los polinomios del ejemplo
anterior

(h1, he) = (f2, 1) = (QQ — Ly —1).
La primera etapa del proceso es dividir f entre hy.

Nos preguntamos si el término principal de by = y? — 1 divide al término principal de
f = 2%y + 2y* + y®. No es el caso. Procedemos a incluir el término principal de f al
residuo final de la divisiéon. Ahora trataremos de dividir el polinomio zy? + y? entre y? — 1.
Nos preguntamos si y? divide a xy?. Como la respuesta es afirmativa, procedemos a dividir
xy? + 3% entre y? — 1. Resulta que:

oy’ + 7 = (e + 1)y — 1) + (x4 1).

De aqui se sigue que:

Py +ay+yt = (e + 1)y - 1) + @y +a+ 1),

El primer residuo de la divisién es r; = 2%y + x + 1.
La segunda etapa del proceso es dividir r; entre hs.

Nos preguntamos si el término principal de zy—1 divide al término principal de z2y+z+1.
La respuesta es que si. Procedemos a dividir r; entre hsy. El resultado es:

Py+az+1=(z)(vy—1)+ 2z +1).

El segundo cociente es x, y el segundo residuo es ro = 2z + 1.

Incorporando esta informacion:

Py+ay +y =@+ D)@ - D+ (@) (zy — 1) + 2z +1).
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En este caso, el residuo final es 2x + 1. Esto nos muestra que el orden en que se realizan
las divisiones puede conducir a resultados distintos.

En la préctica, el calculo de los cocientes y los residuos se simplifica si utilizamos las
computadoras. Para ser mas precisos, podemos utilizar SageMath el cual es software libre
[4], tiene documentacion especifica para bases de Groebner [5] y [6]. Otra opcidn es utilizar el
sistema de dlgebra computacional Maxima [2], el cual tiene un paquete especial para trabajar
con bases de Groebner [3].

SDQE Polynomials » Educational Versions of Groebner Basis and Related Algorithms » previous | next |

Previous topic Educational Versions of Groebner Basis
Educati | Versi f H

Crectna mosead | Algorithms.

Related Algorithms
Following [BW93] the original Buchberger algorithm (c.f. algorithm GROEBNER in [BW93]) and an

improved version of Buchberger's algorithm (c.g. algorithm GROEBNERNEW2 in [BW93]) are
implemented.

Next topic

Educational Versions of
Groebner Basis Algorithms:

Triangular Factorization. - . . . . . .
No attempt was made to optimize either algorithm as the emphasis of these implementations is a

This Page clean and easy presentation. To compute a Groebner basis in Sage efficiently use the
Show Source sage.rings.polynomial.multi_polynomial_ideal.MPolynomialIdeal.groebner_basis() method on multivariate

Quick h polynomial objects.
UICK Searc

Figura 2: Bases de Groebner con Sage

2.4 El S-polinomio de dos polinomios p y q.

En el estudio del algoritmo de la division, tanto en el conjunto de los niimeros enteros, como
en el conjunto de los polinomios de una variable, resulta de gran utilidad el algoritmo de
Euclides, pues facilita el calculo del méximo comin divisor de dos enteros (respectivamente de
dos polinomios) y permite expresarlo como combinacién lineal minima de dichos dos enteros
(respectivamente de dos polinomios). Tendrimos que poder decir, de todas las combinaciones
lineales posibles de dos polinomios en varias variables, decir cudl es la minima. Podemos
intuir que si el orden depende de cudl es el término de mayor grado, entonces una combinacion
lineal en la cual se cancele dicho término, seria la minima.

Definicién 2.4 Sean p,q € R[zy,...,x,] dos polinomios distintos del polinomio cero.
Sia = (ay,...,a,) y b= (b1,...,b,) son los multigrados de p y q, respectivamente, y
sic = (c,...,¢,) es el vector de coordenadas enteras ¢; = max{a;, b;}, entonces x¢ es el

minimo comain mailtiplo de x® y de x®, los monomios principales de p vy q.

El S-polinomzio de p y q es el polinomio

S(p,q)

C c

~TP(p)’ TP

q.
Observaciones:
1. Decimos que monomio z¢ es el minimo comun multiplo de los monomios 2% y z°

porque tiene la propiedad de que es un multiplo de 2® y de 2 (pues 2¢ = 2°7% - 29, y
2¢ = 272 . z%). Ademds es el monomio de menor grado con esta propiedad.
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2. Nétese que al calcular el S-polinomio de p y ¢ se cancelan los términos principales de
%imp y de #zq)q. En ese sentido es una combinacién lineal minima de p y ¢.

Ejemplo. El S-polinomio de p = 2y — 1 y de ¢ = y?> — 1 es el polinomio

(x) Spq)=ylay—1) -z -1)=ay’—y—ay’+r=0—y.

3 Bases de Groebner.
3.1 Bases de Groebner.

Sea < el orden lexicografico en el conjunto de los monomios que se pueden formar usando n
variables. Sea I C Rxy,...,x,| un ideal de polinomios.

Definicién 3.1 FElideal generado por los términos principales de todos los polinomios f € I,
es el ideal inicial de I. Lo denotaremos por Id,(I).

Definicién 3.2 Un subconjunto finito de polinomios G = {g1,92,...,9s} C I es una base
de Groebner para el ideal I con respecto al orden <, si

(TP(g1), .., TP(gs)) = Idin(I),

en otras palabras, si el ideal generado por los términos principales de los polinomios que
pertenecen a G, coincide con el ideal inicial de I.

Noétese que siempre se da la contencién

la otra contencion puede no darse. Veamos un ejemplo.

Sea F' = {fi, fo} con
fi=zy—1, fo=y* -1

Sea [ el ideal generado por F. Con respecto al orden lexicografico x > y, los términos
principales de los elementos de F' son

TP(fi) =2y, TP(f2)=y"
Con estos monomios generamos a los polinomios de la forma
f=ayhi + y*ho.

En cambio el ideal inicial de [ estd generado por los términos principales de todos los
polinomios que pertenecen a I. Sus elementos son sumas finitas de la forma
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TP(g1)h1 + TP(g2)ho + - - - + TP(g,) s,

con gi,92, ..., 9 € 1.

Notemos que en [ estda el S-polinomio de f; v fo. Este polinomio lo calculamos después de
la definicién de S-polinomio (lo marcamos con un asterisco (*) para identificarlo facilmente).

S(fi, fo) =2 —y.

El monomio z = TP(S(f1, f2)) € Id;,(I), pero no pertenece al ideal generado por TP(f;) y
TP(f2). Por lo tanto, F' no es una base de Groebner para el ideal I.

Ahora veamos otro ejemplo, en el cual se cumple la igualdad
(TP(g1), ..., TP(gs)) = Idin(I).

Sea G = {g1,92} = {x — z,y — z}. Con el orden lexicogréifico z = y > z, el término
principal de ¢g; es z, mientras que el término principal de go es y. Sea J = (x,y), el ideal
generado por los términos principales de g1 y go. Se puede ver que f € J si y sélo si es de
la forma f =x-h 6 f =y - h para algin polinomio h € R [z, y, z].

Sea [ el ideal generado por GG. Para ver que el ideal inicial Id;,(I) estd coincide con J
basta ver que el término principal de todo polinomio f € I es divisible por x o por y. Dado
que estamos trabajando con el orden lexicografico x > y > z, los Unicos polinomios cuyo
término principal no pertenece a J son los polinomios que solo dependen de z y son distintos
del polinomio cero.

Sea f € I. f esdelaforma f(x,y,2z) = (x —2) - hi(x,y,2) + (y — 2) - ha(x,y, 2). Dado
que los polinomios ¢ (z,y,2) =z — 2z y g2(x,y, 2) = y — z se anulan en la recta formada por
todos los puntos de la forma (¢,¢,t), también f se anula en dichos puntos.

Si TP(f) no perteneciera a J, entonces f seria de la forma f(x,y,2) = f(z). Pero por
el hecho de que f se anula en todos los puntos de la forma (z,y,z) = (¢,t,t), entonces f
necesariamente tendria que ser el polinomio cero. De lo anterior se sigue que los ideales J y
Id;,(I) son iguales, y que G es una base de Groebner para el ideal 1.

Las bases de Groebner tienen muchas propiedades interesantes, entre ellas mencionaremos
las siguientes:

e 5i G = {g1,...,9s} es una base de Groebner, y f es un polinomio cualquiera, entonces
no importa el orden en que enlistemos los elementos de G para formar un vector
(g1,---,9s), la division de f entre dicho vector (gi,...,gs) siempre dard el mismo

residuo. Véase [1], Capitulo 2, Seccién 6, Proposicién 1.

e Para saber si un polinomio f pertenece al ideal generado por una base de Groebner, basta
dividir el polinomio f entre un vector de polinomios cuyas entradas son los elementos
de G. El polinomio f pertenecera al ideal si y sélo si el residuo de esta division es cero.
Véase [1], Capitulo 2, Seccién 6, Corolario 2.
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e El S-polinomio S(g;, g;) de dos polinomios cualesquiera de una base de Groebner, siempre
deja residuo cero al dividir entre (g, ..., gs). Véase [1], Capitulo 2, Seccién 6, Teorema
6.

e Consideremos un sistema de ecuaciones

fi=0
f2=0
fmZO,

si G ={g1,...,9s} es una base de Groebner del ideal generado por F' = {fi,..., f},
entonces el sistema de ecuaciones

g1 =20
g2 =10
gs:07

tiene el mismo conjunto de soluciones que el original, pero con la ventaja de que, en
general, es mds facil de resolver. Véase [1], Capitulo 3, Secciones 1y 2.

Notese que, en particular, el sistema de ecuaciones

z—2z=0
y—ZZO,

asociado a la base de Groebner GG del ejemplo anterior, ciertamente es facil de resolver.

3.2 El algoritmo de Buchberger.

Consideremos el problema de encontrar una base de Groebner G' = (gy,...,¢gs) de un ideal
I generado por un conjunto de polinomios conocido F' = (f1,..., f).

Veamos un ejemplo. Sea [ el ideal generado por los polinomios

fi=rz+y—22
fo=3x—2y — 2.

Vamos a calcular una base de Groebner para I usando el algoritmo de Buchberger, con
G = {f1, f2} como punto de partida.

Calculemos los S-polinomios de parejas de G. En este caso solamente es uno, el siguiente:
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Algorithm 2 El algoritmo de Buchberger

G+ F > El punto de partida es el vector de polinomios F'
repeat
G+ G
for cada pareja {p,q} C G’ do calcular el residuo R de dividir S(p, q) entre G’
if R # 0 then
G =GU{R} > Agregamos R al conjunto de generadores G
end if
end for

until G = G’ 1 Hasta que todos los S-polinomios de elementos de G dejen residuo cero

S(fi, f2) =y — 2.

Dividimos S(fi, f2) entre { f1, f}. Se puede ver que el residuo es y — z. Como no es cero,
lo incluimos en el conjunto G. Ahora

G ={f1, f2, 5},

con fy3 =y — z.

Calculamos los tres S polinomios de parejas de G:

S(f1,f2) =Yy—=z
S(f1, f3) = zz +y* — 2yz
S(fa, f3) = vz — §y2 — %yz.

Se puede ver que al dividir cada uno de estos polinomios entre G obtenemos residuo
cero. Terminamos la ejecucién del algoritmo. Comprobemos que el resultado es una base de
Groebner.

Por una parte, el ideal generado por los términos principales de los tres polinomios de G.
Es el ideal

(z,37,y) = (z,9).

Los polinomios que pertenecen a este ideal son los polinomios f(z,y, z) que son miltiplos
de x 6 multiplos de y.

Por otra parte, observemos Id;,(I), el ideal generado por los términos principales de
todos los polinomios de I = (fi.fs, f3). Claramente (x,y) C Id;,(I). La tnica manera en
que ambos ideales podrian ser diferentes seria que la contencién fuera propia. Un polinomio
f € Id;,(I) que no fuera miltiplo de x ni multiplo de y tendria que ser un polinomio que
dependiera exclusivamente de z. Sin embargo, también tendria que anularse en todos los



UNA INTRODUCCION A LAS BASES DE GROEBNER 31

puntos de la forma (¢,¢,t) pues los tres polinomios de G se anulan en dicho conjunto. f
tendria que ser el polinomio constante cero, luego entonces la contencién no es propia. En
conclusion, G es una base de Groebner para I.

La similitud con el ejemplo de la subseccién anterior no es mera coincidencia, pues

Gi={z—2zy—2} y Gi={r+y—223v—2y—2,y— 2}

son dos bases de Groebner para el mismo ideal I.

3.3 Una aplicacién

Para finalizar este trabajo, mostraremos cémo las ideas relacionadas con las bases de Groeb-

ner pueden ayudarnos a abordar de una manera maés sencilla problemas de calculo.
Consideremos un problema clasico de multiplicadores de Lagrange.

Encontrar el volumen de la caja rectangular de volumen maximo que se puede inscribir
en el elipsoide

1.2 y2 2’2
Stnt5=1

El método de multiplicadores de Lagrange nos plantea el sistema de ecuaciones

VIi=AVyg
g=1,
donde
f(x,y,2) = 2yz
1,2 y2 22
g(x,y,2) = 2T a

Calculemos los gradientes de f y de g.

vf = (yz, 2z, 7y)
20 2y 2z
Vg = 2 e
Simplificando el sistema de ecuaciones podemos llevarlo a la forma:

fi =2\ —a*yz =0
fo=2\y —b’zz=0
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fs =2 z — c*zy =0
2 2 2
x© oy z
Es un sistema de ecuaciones con cuatro incognitas. Considerando el orden lexicografico
A= x>y > z, vamos a calcular el S-polinomio de f; y fo:

S(fi, f2) = y(2hx — a®yz) — x(2hy — b*a2).

Simplificando queda (suponiendo que buscamos una solucién z # 0):
—a*y® + b*x? = 0.

Es una ecuacion en la cual eliminamos a A. Podemos reescribirla en la forma

ZL‘2 y2

a? b2

Anélogamente podemos calcular el S-polinomio de f; y f3. Y llegaremos a una ecuacién
analoga

oz
@ &
Sustituyendo en la ecuacion del elipsoide
3 2
B
a
a
r=—.
V3
Analogamente
b
Y= ﬁ
c
z=—.
V3
Claramente
abc
Yz = ——=

El volumen de la caja que buscamos es g‘f}’g

En este caso no fue indispensable calcular una base de Groebner. Basté utilizar el
concepto del S-polinomio para obtener un sistema de ecuaciones més sencillo. Sin embargo,
veamos a donde podemos llegar usando sistemas de dlgebra computacional. Para ilustrar el
procedimiento utilizaremos los valores particulares

a=3, b=2 c=1.

Obtenemos los polinomios siguientes:
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g1 = z—42° +32°

Go = —yz + 3yz?

g3 = —2z+y?z+ 223
g1 = —dy +y’ + 8yz?
g5 = —xz + 3x23

gs = —xy + 3xy2?

g7 = xy? —4x2?

gs = —36 + 42% + 9y + 3622

Jo = 2)\ — 3xyz.

El polinomio ¢; de la base de Groebner depende solamente de la variable z. Calculemos
sus raices:

32° =422+ z=0.

Descartando la solucion z = 0, y simplificando, el polinomio queda

32t —42+1=0.

Introduciendo una variable u = 22 este polinomio toma la forma

3u? —4u+1=0.

Dedondeu =16 u= %, en consecuencia z = £1 6 z = i\%.

Después podemos sustituir para encontrar las otras soluciones, aunque descartamos al-
gunas en las cuales los valores negativos no corresponderian a la soluciéon buscada.
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