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Resumen

La teoria de representaciones de grupos finitos estudia, grosso modo, simetrias en espacios
lineales y uno de sus objetivos condensar el mdximo de informacion de un grupo con un mini-
mo de datos. Esta poderosa herramienta tiene maultiples alcances, tanto dentro de las mismas
matemdticas (teoria de nimeros, geometria algebraica, etc.) como en otras ramas de la ciencia
fuera de ellas, por ejemplo fisica y quimica. En este trabajo no se pretende mostrar resultados
nuevos, sino mas bien dar una breve resena histérica de la teoria de representaciones, comentar
la relacion de ésta con la teoria de caracteres y presentar ejemplos ilustrativos que hagan mds
comprensibles las ideas al lector.

1. Antecedentes historicos

La teoria de representaciones de grupos finitos nace en 1896, resultado del trabajo del
matematico aleman Ferdinand Georg Frobenius en un intento mas o menos deliberado de ge-
neralizar la teoria de caracteres de grupos abelianos finitos. Esta le servirfa como herramienta
para la solucién de un problema planteado por su colega y compatriota Richard Dedekind, a
través de una carta de éste ultimo al primero. En ella le hace la siguiente observaciéon: tomar
la tabla de multiplicar de un grupo finito Gy transformarla en una matriz X reemplazan-
do cada entrada g de dicha tabla por una variable z,. De esta manera, el determinante de
X¢ se puede escribir como un producto de polinomios irreducibles en las variables {z,}eq,
cada uno de los cuales tiene multiplicidad igual a su grado [3, pag. 4]. Dedekind inicamente
pudo verificar este hecho para algunos casos particulares de grupos abelianos, pero no lo
pudo generalizar para grupos finitos no conmutativos, por lo que recurre a Frobenius. Este
le responde a Dedekind el 12 de abril de 1896, describiéndole sus ideas sobre la factorizacién
de un cierto polinomio homogéneo asociado a un grupo finito conocido como grupo deter-
minante [6, pag. 361]. El intercambio de correspondencia continué los dias 17 y 26 de abril
de 1896, donde para el dia 30 de ese mismo mes y ano Frobenius tenia ya los fundamentos
de la teoria de caracteres de grupos finitos. Tomaria algin tiempo para que el desarrollo
de su idea de representacion de un grupo finito estuviese completa, pero la correspondencia
Frobenius-Dedekind en aquel abril de 1896, hace ya 122 anos, es considerada como el suceso
que marcé el nacimiento de la teoria de representaciones de grupos finitos.
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52 L.Y. MEZA, C. POMPEYO

2. Trascendencia

La comprension de las propiedades de un grupo o un conjunto de ellos puede ser com-
plicado, o por lo menos tedioso, dependiendo de la forma en que éstos sean descritos. Asi,
resulta conveniente contar con métodos que permitan asociarle a grupos abstractos, objetos
matematicos concretos con los cuales el estudio de aquellas propiedades de interés en los
primeros sea mas sencillo. En este sentido, una técnica que ofrece tales ventajas es la teoria
de representaciones, ya que permite transformar (de alguna manera), problemas abstractos
de teoria de grupos en problemas equivalentes (pero relativamente mas simples y maneja-
bles) de algebra lineal. De este modo es posible representar un grupo G como un grupo de
matrices invertibles, con lo que las herramientas del dlgebra matricial seran de gran utilidad
a la hora de obtener la informacién deseada sobre el grupo que se estudia.

Dentro de la matematica misma, la teoria de caracteres hace posible la prueba de dos
célebres resultados, puramente tedricos, acerca de las propiedades de grupos abstractos:

Teorema (Burnside, 1904). Si p y q son primos distintos, entonces todo grupo de orden
p*q® es soluble, para cualesquiera enteros no negativos o y f3.

Teorema (Frobenius, 1901). Sea G un grupo finito que actia transitivamente sobre un
conjunto X de cardinalidad n. Si todas las permutaciones' de G, salvo la identidad, tienen
a lo mds un punto fijo, entonces el conjunto de elementos de G sin puntos fijos, junto con
la identidad, es un subgrupo normal de G de orden n.

Este ultimo se puede reformular, en abstracto, como sigue:

Teorema (Frobenius). Si H es un subgrupo de un grupo finito G con la propiedad de que
ocHo ' N H = {e}, para todo 0 € G — H, entonces G tiene un subgrupo normal K tal que
G=KH yHNK = {e}.

Para que el lector pueda hacerse una idea del poder de la teoria de representaciones: a
diferencia del teorema p®¢® de Burnside, para el que tom¢ siete décadas hallar una demos-
tracién sin usar caracteres (H. Bender presenté su prueba en 1972), todas las demostraciones
conocidas hasta ahora del teorema de Frobenius utilizan la teoria de caracteres de una forma
u otra [8, pag. 225].

No obstante, el alcance de la teoria de representaciones va mas alla de las matematicas.
En [2, ITI, pags. 115-179], el autor dedica tres extensos capitulos de su trabajo para presentar
varias aplicaciones de esta teoria en la fisica, concretamente en la mecdnica cudntica: Atomos
(Capitulo 7), Moléculas (Capitulo 8) y Sélidos (Capitulo 9), centrandose en el estudio de las
simetrias en estos objetos fisicos. La quimica tampoco se queda atras: en la tltima seccién de
[7], los autores presentan algunos ejemplos de aplicaciones de la teoria de representaciones
en espectroscopia infrarroja y de Raman, donde ademas construyen la tabla de caracteres de
cada uno de los grupos de simetrias que estudian.

'Por el Teorema de Cayley, todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones. La
accién de un grupo G en un conjunto X induce un homomorfismo de grupos ¢ : G — Sx. Como |X| = n,
se sigue que Sx = S, y en consecuencia ¢(G) < S,. Luego, si ker ¢ = {e}, entonces se tendra una imagen
fiel de G en S, y por lo tanto sera posible hacer la identificacién de los elementos de G con permutaciones.
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3. Teoria de Representaciones de Grupos Finitos

Conviene precisar que en adelante, salvo que se diga otra cosa, por grupo entenderemos
grupo finito y por espacio vectorial entenderemos C-espacio vectorial de dimension finita.

3.1. Representaciones de Grupos

Recordemos que si V' es un C-espacio vectorial de dimensién n, el conjunto End (V') de las
transformaciones lineales de V' en si mismo (operadores lineales) es un C-espacio vectorial de
dimensién n?. Las unidades de End (V') —esto es, los operadores lineales que son invertibles—
forman el grupo general lineal GL (V). Mas atn, fijando una base de V', a cada operador
lineal corresponde una tnica matriz de n X n con entradas complejas, por lo que End (V') es
isomorfo (como anillo y como espacio vectorial) a Mat,,,,(C). En este caso, el grupo GL (V)
se denotara por GL (n,C) y es el grupo multiplicativo de las matrices invertibles de n x n
con entradas complejas.

Definicién 3.1. a) Una representacion de un grupo G sobre un espacio vectorial V es
un homomorfismo p: G — GL(V) de G al grupo de automorfismos de V.

b) Un morfismo entre dos representaciones (V. p) y (W, p) de un grupo G es una trans-
formacion lineal ¢ : V. — W tal que para todo g € G, o p(g) = p(g) o p. Esto es, el
diagrama

es conmutativo. Si ademds ¢ es un isomorfismo, diremos que V. y W son representa-
ciones tsomorfas o equivalentes.

¢) El grado de una representacion es la dimension de V.

Trabajar en abstracto con la definiciéon anterior puede resultar un tanto dificil. Sin em-
bargo, existe una definicién alternativa de representacién que puede hacer més accesible la
idea y facilitar, en algunos casos, los calculos.

Definicién 3.2 (Alternativa). 1) Una representacion p es un homomorfismo de grupos
p: G — GL(n,C) que asocia a cada elemento g del grupo G (abstracto) una matriz
(concreta) invertible p(g).

2) Un morfismo entre dos representaciones (V, p) y (W, p) de un grupo G, es una matriz
P € Mat,«,,(C) tal que Pp(g) = p(g)P. Si P es invertible, entonces p(g) = P~'p(g)P
en cuyo caso diremos que (V,p) y (W, p) son isomorfas o equivalentes.

3) AV sele denomina espacio de la representacion.
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54 L.Y. MEZA, C. POMPEYO

Observacion. El uso de las notaciones (V, p) o V para denotar una misma representacién p
de G tiene lugar cuando se desea enfatizar el espacio V' o el homomorfismo p se sobreentiende
y no hay riesgo de confusion, respectivamente.

Ahora se presentaran una serie de ejemplos ilustrativos con la finalidad de hacer mas
comprensibles al lector las definiciones anteriores y las ideas subyacentes, al mismo tiempo
de irse familiarizando poco a poco con la teoria.

Ejemplo 3.3. Si S, es el grupo simétrico, la funcién signo sgn : S, — {+1,—1} C C*,
donde C* es el grupo de unidades de C, es una representacion de grado uno en virtud de que
C* es isomorfo a GL(1,C).

Ejemplo 3.4. Sea G un grupo arbitrario y definamos p : G — C* como p(g) := 1 para
todo g € G. FEsta es una representacion de grado uno denominada representacion trivial
o principal de G.

Ejemplo 3.5. Sea G un grupo de orden n. Una representacion de grado uno es un homo-
morfismo p : G — C*. Como |G| = n, entonces ¢g" = e para todo g € G y dado que p
es un homomorfismo, entonces 1 = p(g™) = p(g)"™. Por consiguiente, el nimero complejo
p(g) € C* es una raiz n-ésima de la unidad. En particular, |p(g)] = 1.

Ejemplo 3.6 (La representacién regular). Sea G un grupo finito de orden n y sea V un C-
espacio vectorial de dimension n con base B = {v,}4eq indizada por los elementos del grupo.
Para cada 0 € G definimos la funcion p(o) : B — B como p(c)(v,) = vy y observemos
que p(o) es una biyeccion. Entonces, la funcion p(o) puede extenderse linealmente a un
isomorfismo de espacios vectoriales p(c) : V. — V. La funcion

p:G— GL(V) dada por o — p(o) (1)
es un homomorfismo: dados o, 7 € G y vy € B se tiene que

p(07)(Vg) = Vior)g = Va(rg) = p(0)(vrg) = p(a) (p(T)(vg)) = p(0)p(T)(vy)

y asi p(or) = p(o)p(T). La representacion p : G — GL (V') definida en (1) es llamada la
representacion regular de G y por definicion su grado es el orden de G.

Ejemplo 3.7 (El grupo de raices cibicas de la unidad). Consideremos la raiz cibica pri-
s 1

miativa de 1, w = o3l = —3 - 71, la cual genera el grupo ciclico G = (W) = {1,w,w?}.

Definamos

p: G — GL(2,0)

10 (2)
0 g
p estd bien definida, puesto que g # 0. Ahora debemos demostrar que p(gh) = p(g)p(h) para
cualesquiera g, h € G. Veamos.

p(g9)p(h) = [(1) 2} [(1) 2] = [(1) goh} = p(gh).

]
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Luego, p es un homomorfismo de grupos y por lo tanto define una representacion de G.

Consideremos ahora la representacion de G dada por

5 G — GL(2,0)
gﬂ (3)

g = k1

¢Cudl es la relacion entre p y p? Vamos a averiguarlo considerando para ello la matriz

P = {(1) (1]} cuya inversa es ella misma. Notemos que

1~ {0 1f{|g O} |0 1| |0 1{|0 1| |1 Of _
Pp@P_LOHOl110_9(]10__Og_mm
de donde por la definicion 3.2, las representaciones (2) y (3) son equivalentes de grado dos
(que es la dimension del espacio V = C?).

Ahora se mostraran tres maneras de operar con representaciones, obteniendo como re-
sultado tres nuevas representaciones.

Proposicién 3.8. Sean (V,p) y (W, p) dos representaciones de un grupo G. Entonces la
suma directa V& W y el producto tensorial V @ W son representaciones de G.

PRUEBA. Para la suma directa consideremos (v,w) € V@& W'y g € G. Definase

f,o VoW — Vaow
(v,w) — (pl9)(v), plg)(w))

Veamos que f, definido como en (4) es automorfismo en V & W.

a) f, es transformacién lineal.

Sean (vy,wy), (vg,wy) € VAW y A € C. Luego

~—

fg((vl,w1)+(1}2,w2)) = fg(Ul+Uz,w1+w2
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b) f, es invertible.

Como V @& W es de dimension finita, es suficiente demostrar que f, es inyectiva. Para
ello basta ver que ker f, = {(Ov,Ow)}.

(v,w) € ker fy = fy(v,w) = (Oy,0w) = (p(9)(v), p(9)(w)) = (Oy,0w). Luego
p(g)(v) = Oy y p(g)(w) = Ow; de donde v = Oy y w = Ow por ser p(g) vy p(g)
inyectivas. Asi, (v, w) = (Oy, Ow ) y por lo tanto ker f, = {(0v,O0w)}.

Como f, es un automorfismo en V' @ W, tiene sentido definir

g: G — GL(Va&W)
g — g

¢) [ es un homomorfismo de grupos.
Sean ¢g,h € G y (v,w) € V@ W arbitrarios. Luego

Blgh)(v,w) = fon(v,w)

De (a), (b) y (¢) concluimos que (V @& W, ) es una representacion de G con grado igual a
la suma de las dimensiones de V' 'y W.

Para el producto tensorial sean dimV = m, dimW = ny By = {v;}i%,, Bw = {w;}7_,
bases de V' 'y W respectivamente; entonces B = {v; ® w; };=7 ;_; es una base de V @ W, de
donde dimV ® W = mn. Luego, el grado de la representacién obtenida serd mn.

Por otro lado, como p(g) : V. — V y p(g) : W — W son automorfismos, podemos
tensorizarlos y obtener p(g) ® p(g) : V@ W — V ® W, con regla de correspondencia
(p(9) ® p(9)) (v @ w) := p(g)(v) @ p(g)(w) para todo v ® w € V @ W. La funcién anterior
ademas satisface lo siguiente:

a) p(g) ® p(g) es una transformacion lineal.

Sean A€ Cy (Z vy, @ wjk> € V @ WW. Entonces

k=1
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i) p(g) ® p(g) separa sumas.

(r(9) @ p(9)) (Z Vs, ® wjk> —

k=1

11) p(g) ® p(g) saca escalares.

(p(g) ® p(9)) (Mo @ w;) = p

b) p(g9) ® p(g) es invertible.
Como dimV @ W = (dim V')(dim W) = mn < oo, es suficiente demostrar la suprayec-
tividad de p(g) ® p(g) ya que la inyectividad serd automadtica.
S

Sea x € V ® W; entonces x = Aev;, @ w;, , donde A\, € C, v;, € By y w;, € By.
k Jk k Jk

k=1
Como v;, € V' y p(g) : V — V es invertible (y en particular es sobre), existe 0;,, € V'
tal que p(g)(?;,) = v;,. Andlogamente, como p(g) : W — W es sobre, existe w;, € W

tal que p(g)(w;,) = wj,. Se define y := Z \eUi, ® Wj,. Luego
k=1

(r(9) @ 5(9) ) = (plg)®p(9)) (Z ATy, @ @%)

= Y (plg) ® plg)) (M, ® 1)

k=1

= Zp(g)(Ak@ik) ® pg)(wj,)
= Z)\kp(g)(@ik)®f5(9)(wjk)

S
= E :)\kvik @ wj,
k=1

= X.

En consecuencia, p(g) ® p(g) es sobre y, por lo tanto, invertible.
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De (a) y (b) concluimos que p(g) ® p(g) es un automorfismo, por lo que podemos definir

v: G — GL(VaW)
g — plg) ®plg)

¢) 7 es homomorfismo de grupos.

Sean g,h € Gy Z A, @ wj, € V @ W arbitrarios. Entonces
k=1

h) (Z AkVi, @ wjk) = (plgh) ® p(gh)) (Z AkVi;, @ wjk>
k=1

S

= 3 (plgh) @ plgh)) (Mwvi, ® wy,)

= Z p(gh)(Aevi,) @ plgh)(w;,)
— Z p(g )\kUzk)) ® plg) (ﬁ(h)(w]k))

s

_ ; (p(9) @ p(9)) (p(h) (Awvi,) @ p(R) (w;,))
= (olg <Z p(h) (\ivi,) @ p(h)(wjk))
= (9) ; (p(h) ® p(h)) (Aevi, ® wjk))

= 7(9) | (o(h) @ p(h)) (; ArVi, @ wn))

= 7(g) | v(h) (; Ak, @ wn))

= (1(9) ov(h)) (Z AV, @ wn)

De (a), (b) y (¢), concluimos que (V ® W,~) es una representacién de G. O

Proposicién 3.9. Sea (V,p) una representacion de un grupo G. Entonces, la n-ésima
potencia tensorial de V, denotada como V& := VeVe---@V admite una estructura

n—veces
de representacion.



UNA MIRADA A LA TEORIA DE REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS

PRUEBA. Si dim V' = d, entonces dim V®" = d". Considérese la funcién

§: G — GL (V&)
g —  plg)®"

donde p(¢)®" := p(g9) ® - - - ® p(g). Esta definicién hace a 6 un homomorfismo de grupos y a

g

n—veces
p®" un automorfismo de V®". Por la definicién 3.1, (V®,¢) es una representaciéon de G. [
Una pregunta natural que podria uno hacerse es la siguiente: ; un subespacio vectorial W
puede heredar la estructura de representacién del espacio ambiente V7 La respuesta es si'y
la siguiente definicion establece la condicion que tal subespacio ha de cumplir.

Definicién 3.10. Una sub-representacion de una representacion (V) p) es un subespacio
vectorial W C V' que es invariante bajo G (o G-invariante). Es decir

p(gW CW, Vged.

Ahora se presentan dos ejemplos sencillos de sub-representaciones.

Ejemplo 3.11. Los subespacios 0 y V' de un espacio vectorial V' son G-invariantes, y se
denominan sub-representaciones triviales del grupo G.

Ejemplo 3.12. Sean (V, p) y (W, p) dos representaciones de un grupo G, y sea ¢ : V. — W
un morfismo de representaciones (véase la definicion 3.1). Entonces kerp e Img son sub-
representaciones de V- y W respectivamente.

PRUEBA. Del algebra lineal sabemos que kerp <V eImp < W.

(a) plg)(kery) Ckerp, VgeG.
Sean v € ker ¢ y g € G arbitrarios. Luego

p(p(9)(v)) = (vp(9))(v) = (plg)e)(v) = plg)(¢(v)) = A(g)(05) = Op, de modo que
p(g)(v) € ker . Por lo tanto, p(g)(ker ) C ker .

(b) plg)(Imgp) C Tm .
Sean w € Im ¢ y g € G arbitrarios. Como w € Im ¢, existe v € V tal que ¢(v) = w. Asi
que p(g)(w) = p(g)(e(v)) = (p(9)p) (v) = (¥r(9)) () = ¢(p(g)(v)). Por consiguiente
p(9)(w) = ¢(p(g)(w)), de donde p(g)(w) € Im . Por lo tanto, p(g)(Imp) C Ime. O

Definicién 3.13. Una representacion V' # 0 se dird irreducible si no existe ningun subes-
pacio propio invariante W de V' distinto del trivial (dicho de otra manera: sus inicas sub-
representaciones son 0 yV mismo), y la llamaremos indescomponible si no se puede expre-
sar, a su vez, como una suma directa de sub-representaciones no nulas (i.e., si V.=V, ® Vs,
entonces Vi =0 ¢ Vo =0).

29
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Ejemplo 3.14. Sean V = C?, G = {l,w,w?} y p definidos como en el ejemplo 3.7 y
consideremos el subespacio W de V' definido como

- i wee)

1 0| |w w w
pg)W = [O g} M - M eW Vged, M e W
de donde p(g)W C W y por lo tanto W es G-invariante. De la definicion 3.10 se sigue que
W es una sub-representacion no trivial de V', lo cual prueba que la representacion p definida
en la ecuacion (2) no es irreducible (o sea, es reducible). Ya para terminar, probaremos que
p tampoco es indescomponible (o sea, es descomponible ).

Luego

El subespacio complementario W' de W es

o) -{95ech

= G- [ew weaf]er

de donde p(g)W' C W' y por lo tanto W' es G-invariante; i.e., W' es también una sub-
representacion de V' no trivial. De (5) y (6) obtenemos finalmente la descomposicion deseada

Luego

V=WwaoWw.

Por otro lado, de la definicién 3.13 se deduce inmediatamente que irreducible implica
indescomponible, 1o cual es cierto aun si el grupo G es infinito. El reciproco es valido en
grupos finitos, pero no necesariamente en grupos infinitos. Veamos un contraejemplo.

Ejemplo 3.15 (Una representacién indescomponible que no es irreducible). Sea Z
el grupo aditivo de los enteros y definamos

p: Z — GL(2,0)

1 n] (7)

Como el determinante de la matriz dada en (7) es distinto de cero, se sigue que dicha matriz
es invertible y por tanto p estd bien definido. Notemos que

o= | ]y 5] = [0 T = otm . vmnez

Luego, p es un homomorfismo de grupos y, en consecuencia, una representacion de Z..
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Considere ahora el subespacio propio W de C? definido como

-5 mec)

No es dificil probar que p(n)(W) C W para todo entero n; es decir, W es Zi-invariante
y define asi una sub-representacion no trivial de Z.. En consecuencia, p no es irreducible.

Ahora bien, si W' C C? es un subespacio complementario de W definido en (8), entonces

es de la forma
(-] =<9

fijando un \ € C elegido arbitrariamente. Empero, W' no es Z-invariante y por lo tanto no
es una sub-representacion de Z.. En consecuencia, p es indescomponible.

Un resultado ligado a la definicién 3.13 es el siguiente: cualquier representacion es una
suma directa de representaciones irreducibles. Esta propiedad es llamada reducibilidad com-
pleta o semisimplicidad [4, pag. 6].

Lema 3.16 (Schur). Sean (V,p), (W, p) dos representaciones irreducibles de un grupo G y
¢ : V. — W un homomorfismo de G-mddulos. Entonces

1) O bien ¢ es un isomorfismo, o bien p = 0.
2) SiV =W, entonces ¢ = Al para algin A € C, I la identidad.

PRUEBA. Detallaremos las ideas de Fulton y Harris [4, pag. 7], teniendo en cuenta que ker ¢
e Im ¢ son sub-representaciones de V' y W respectivamente (véase 3.12).

1) Si ¢ = 0 no hay nada que demostrar. Supongamos entonces que ¢ # 0. De aqui se sigue
que ker ¢ no puede ser igual a V| pero al ser éste irreducible se tiene que ker ¢ = Oy,
por lo que ¢ es inyectiva. Analogamente, como ¢ # 0 entonces Im ¢ # Oy,. Pero W es
irreducible, de donde Im ¢ = W y ¢ es sobre. En consencuencia ¢ es isomorfismo.

2) Si V =W entonces ¢ es un endomorfismo en V. Como C es algebraicamente cerrado,
¢ tiene al menos un autovalor A. Es decir, para algin A € C, ker (¢ — AI) # 0. Por el
inciso (1) anterior tenemos que ¢ — Al = Oy, y en consecuencia ¢ = AI. O]

El resultado que sigue establece la existencia y unicidad de una descomposicion en irre-
ducibles de una representacion. Veamos.

Proposicién 3.17. Para cualquier representacion (V,p) de un grupo finito G, existe una
descomposicion
V:‘/l@al@"‘@‘/k@ak,

donde las V; son representaciones irreducibles distintas. La descomposicion de V' como una
suma directa de los k sumandos es unica, como lo son las V; que aparecen y sus multiplici-
dades a;.
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PRUEBA. (Cfr. [4, pdg. 6]) Sea W otra representacién de G' con descomposicién en irredu-
cibles dada por W = @Wj@bj y ¢ : V. — W un morfismo de representaciones. Por el lema

de Schur, ¢ manda el factor Vi@‘“ al factor VV]@bj , de donde W; = V; aplicando entonces la
funciéon identidad de V' en V| la unicidad se sigue. [

.La cantidad de representaciones irreducibles de un grupo G es finita? La respuesta es
si: el numero de representaciones irreducibles de G, salvo isomorfismo, es igual al niumero
de clases de conjugacion de G [8, pag. 196, (2)]. Ahora bien, jes posible determinar con
exactitud este nuimero? En teoria si, pero esta labor se vuelve muy pesada cuanto mas
grande sea el orden de G. No obstante, una herramienta 1til en el calculo de tal niimero es
la de particion, misma que se define en la siguiente subseccion.

3.2.  El Simetrizador de Young

Definicién 3.18. Una particion A\ de un entero positivo n, denotada por A = n, es una
r-ada A = (A1, A, ..., \.) que satisface las siquientes condiciones:

(a) eN Vi=1,2,...,r (cada \; es un entero positivo?).

b)) M>X > >\, (la sucesion de \;’s es no creciente).

(¢) Z)\i =M+X+--+ A =n (la suma de las \;’s nos da el natural n).
i=1

Las particiones a = (n) y = (1") = (1,...,1) se denominan particiones triviales de n.
——

n—uveces
El Teorema de Cayley (1854) afirma que: si G es un grupo finito de orden n, entonces
es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico S,,. Como el nimero de clases de conjugacién
de S, es igual al nimero de particiones de n [8, pag. 45|, la tarea se “reduce” a calcular (6
estimar) con la mayor exactitud posible la funcién particién p(n).

Valores pequenos de n no representan mayor problema: p(1) = 1, p(3) = 3, p(5) = 7.
Luego la sucesién comienza a crecer muy rapido: p(10) = 42, p(30) = 5604, p(50) = 204, 226,
p(100) = 190, 569, 292, etc. Pero, aun cuando no se tiene una férmula practica para calcular
el nimero exacto de particiones de un natural n, existe una expresion asintética de la funcién
particién p(n) obtenida por los matematicos G.H. Hardy y S. Ramanujan en 1918 [5]:

2n
exp | m4/ —
3
p(n) ~
4n\/§
2En ocasiones resulta conveniente admitir entradas nulas, como cuando se define un orden parcial en
las particiones, v.g. la inclusién: dadas p = (u1,..., 1) y v = (v1,...,vs) particiones de ciertos enteros,

diremos que p C v si p; < v; para todat=1,...,r. De aqui que, si r < s — 1 entonces se considera p; = 0
parai=r-+1,...,s. Asi, el nimero de entradas de ambas particiones queda igualado.

cuando n — 0.
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Definicién 3.19. Considere una particion A F n, entonces:

(1) Un diagrama de Young, denotado por [\, es el conjunto:
A =A{G.5): 1,5 €N, 1<, 1<j <A}
donde el par (i,7) € [\ se denomina nodo de \.

(2) Un tablero T, es uno de los n! arreglos obtenidos por la sustitucion de cada nodo en
[A] por uno de los enteros del conjunto {1,2,...,n}, sin repeticion.

Veamos dos ejemplos ilustrativos para la definicién precedente.

Ejemplo 3.20. Sea A = (2,2) una particion de n = 4. Su diagrama de Young correspon-
diente es [ = {(1,1),(1,2), (2,1),(2,2)}.

112
3

Figura 1: Diagrama de Young (izq.) y tablero (der.) asociados a A = (2, 2).

Ejemplo 3.21. Sea A = (4,3, 1) - 8. El diagrama de Young que corresponde a esta particion
es [A] ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3), (3, 1)}.

415|713
1|8

2
6

Figura 2: Diagrama de Young (izq.) y tablero (der.) asociados a A = (4, 3,1).

Antes de continuar, serd necesario introducir las tres definiciones que siguen.

Definicién 3.22. El dlgebra de grupo CG se define como el espacio vectorial que tiene

como base el grupo G':
CG:{Zzg-quGG, ngC} (10)

geG

con un producto que resulta de extender por linealidad el producto de G:
(o) () 3 (o) )
gea heG teG \gh=t

y que lo convierte en una C-dlgebra. Este producto se puede definir en bdsicos {e, : g € G}
de manera que verifiquen la igualdad egep, = egp,.
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Definicién 3.23. Sean V' un C-espacio vectorial de dimension finita d y Wy el subespacio
vectorial de la potencia tensorial VO™ (véase 3.9) dado por

Ws = <{U1®"‘®Un—?10(1)®'vo(n) lv, eV, VYi=1,...,n YoeS,}).
Se define entonces la n-ésima potencia tensorial simétrica, denotada por Sym"V,

como el espacio vectorial cociente

®mn

Sym*V =
ym W

(12)

. . . ., -1
el cual es un subespacio vectorial de V®" de dimensidn (d+z )

Nétese que si n = 1, entonces dim Sym' V = (dﬂ_l) = (‘11) =d =dimV y por lo tanto
Sym! V 22 V. Para n = 0, por convencién se considera Sym®V := C.

Definicién 3.24. Sean V' un C-espacio vectorial de dimension finita d y Wa el subespacio
vectorial de la potencia tensorial VO™ (véase 3.9) dado por

Wa={i® - Qu, | v, =v; paraalgin % j}).

Se define entonces la n-ésima potencia tensorial exterior (o potencia tensorial
alternante), denotada por \"'V, como el espacio vectorial cociente

n 1/ en
V.= 13
AV = (13

. . , o d
el cual es un subespacio vectorial de V" de dimension (n)

Nétese que si n = 1, entonces dim A"V = (‘f) =d=dimV y por lo tanto A\'V = V.
Para n = 0, por convencion se considera /\0 V := C y en particular A"V = 0 para n > d.

Dados una particion A = (Aq,...,Ax) F n, [A] su diagrama de Young y 73 un tablero
asociado a éste, se introducen los siguientes dos subgrupos del grupo simétrico S,,:

Py := {0 € S, | o preserva cada fila de Ty} (14)

Q» = {7 € S, | T preserva cada columna de T)}, (15)

los cuales estan bien definidos porque al menos la permutacion identidad pertenece a ambos.

Por ejemplo, para la particién A = (2,2) F 4 y el tablero del Ejemplo 3.20, el subgrupo
P2,2) que se obtiene es
Py = {id, (1 2),(3 4), (1 2)(3 4)} (16)
va que 0({1,2}) = {1,2} y 0({3,4}) = {3,4} para toda o € Py (este es el significado en
la definicién (14) de la frase “o preserva cada fila de T\”). En tanto, el subgrupo Q) es

Q2 = {id, (13),(24), (1 3)(2 4)} (17)
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dado que 7({1,3}) = {1,3} y 7({2,4}) = {2,4} para toda 7 € Q22) (a esto se refiere en la
definicién (15) la frase “1 preserva cada cada columna de T\”).

Ahora, en el dlgebra de grupo CS,, (véase 3.22) se introducen dos elementos correspon-
dientes a los subgrupos Py y @, definidos en (14) y (15) respectivamente:

ay = Z ey by= Z sgn (7)e;. (18)

g€ Py TEQ
La imagen del elemento ay € CS,, sobre V" es el subespacio
Im (ay | V") := SymM V @ Sym™V @ --- @ Sym™M V < V& (19)

donde la inclusién de la derecha se obtiene reagrupando los factores de V®™ de acuerdo con
las filas del tablero T).

Anélogamente, la imagen de by sobre V®" estd dada por el subespacio

m(by | VE) = N Ve N ve o NV e ven (20)

donde p = (1, ..., pts) es la particién conjugada® de .

Finalmente, haciendo el producto de ay y by dados en (18) se obtiene
cy:=ay-by,eCS, (21)
llamado simetrizador de Young, cuya imagen sobre V" es el subespacio
Im (cy | VE") := (CS,) - c» (22)

Ejemplo 3.25. (1) Sea A = (M) = (n); entonces Py = S, (ya que todo S, fija la tnica
fila de cualquier tablero T(,y) y Q) = {id} (por una razon andloga). Luego

Cl(n) = Z s = Z eo Y b () Z sgn(T)e, = eiq

UGP(n) 0ESH TESH
de donde ¢y = am) - by = (Z eg) CCig = Z €o = U(n)-
oESy oES,

Sea v € CS,, arbitrario, entonces es de la forma v (19 Z zgeq € CS,,. Luego

oo (£ () B () ()5

0eSy €S pESn \bo=p 0eSy PESRH
ec
donde la ultima 1gual se tiene porque Z Zp = Z 29, pues dado 6 € S,, y fijando p se

Oo=p 0esSn
sigue que o = 07 1p € S,.

Por lo tanto, Im(cy | VE") = Im(ay | V&) ) SymMV = Sym™ V.

3Una particién )\ se dird conjugada de A cuando se intercambian las filas por las columnas en el diagrama
de Young asociado a A.
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(2) Si A= (1"), su conjugada es 1 = (1) = (n). Entonces Pany = {id} y Quny = Sy (ya
que todo S, preserva la unica columna de cualquier tablero Tiiny). Luego

Z € =€q Y bany= Z sgn (T ngn

JGP(ln TEQ(1n> TESn

de donde cany = a(iny - = €4 " (Z sgn (T ) = Z sgn (7)er = bany.

TES, TESY

Sea v € CS,, arbitrario, entonces es de la forma v (19 Z zgeq € CS,,. Luego
0eSy

(U C(ln) = (VN b(ln)

— ((QZS z969> <ZS sgn(T)eT>
() Z (Z sgn(T)zT> €p

pESn \OT=p
- Z (Z sgn((‘)_lp)zT> e
pESn \OES,
= (Z sgn(@l)zT> (Z sgn (p)ep> .
0eSn PESRH
ec

En consecuencia, Im(cy | V&™) = Im(by | V") 29 NIV =A\"V.

Teorema 3.26. [4, pdg. 46] Algin maltiplo escalar de cy es idempotente (es decir, ¢5 =
nacy), y la imagen de cy es una representacion irreducible Vy de S,. Cada representacion
wrreducible de S, se puede obtener de esta forma para una unica particion.

La importancia del teorema 3.26 estriba en que da una correspondencia implicita (pe-
ro directa) entre las clases de conjugacién del grupo simétrico S, y las representaciones
irreducibles del mismo, algo que no se ha logrado para grupos en general.

Ejemplo 3.27. Consideremos la particion A = (2,2) & 4 y el tablero dados en 3.20, y los
subgrupos P9y y Q22) de Sy descritos en (16) y (17) respectivamente. Entonces

(18)
ai22) = Z €s = €ig + €(12) T €34) + €12)(34)- (23)
UEP(2’2)
(18)
bo = Z sgn (T)er = €iq — €e13) — €(24) + €(13)(24) (24)

TEQ(2,2)
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de donde

(21)
Ce2 = @22 - beo

(23,24)
= " (et ez +epay +eusa) - (€a—eus) — eea) + eas)za))

= €id T €(12) T €34) — €(13) — €(24) — €(124) — €(132) — €(143) — €(234) T €(1324)
+€(1423) — €(1234) — €(1432) T €(12)(34) T €(13)(24) T €(14)(23)
y por lo tanto

C2,2) = €id T €12) T €(34) — €(13) — €(24) — €(124) — €(132) — €(143) — €(234) + €(1324) (25)
+ €(1423) — €(1234) — €(1432) T €(12)(34) T €(13)(24) T €(14)(23)

es el simetrizador de Young correspondiente a la particion A = (2,2). Mediante un cdlculo
directo (aunque un tanto laborioso) se puede verificar que 0%2 9 = 12¢(2,9). Luego, ne2y v
Vig,2) = (CSy) - ¢(2,2) es una representacion irreducible de Sy, segiin el teorema 3.26.

3.3. La Construccion de Weyl

En la subseccion anterior se vid que para cualquier particion A - n se tiene un simetrizador
de Young cy en CS,,. Se denota la imagen de ¢y sobre V®" por S\V:

S,\V = Im (C)\ ’ V®n) (26)
la cual es una representacién de GL (V') [4, pag. 76].

Definicién 3.28. La asignacion V ~» S\V, es un funtor que va de la categoria de espacios
vectoriales en si misma, denominado funtor de Schur, modulo de Weyl o simplemente
construccion de Weyl, correspondiente a X [4, pag. 76].

Para probar la funtorialidad de S,V se requiere del siguiente lema.

Lema 3.29. Sean ¢ : V — W y o : W — Z transformaciones lineales. Entonces
(o 1h)®" = " 0 h®".

PRUEBA. Es suficiente probarlo para los generadores. Sea pues v, ® --- @ v, € V®" un
generador. Luego

1) ® @ (por)(vm)
p(t(v1) ® - @ p(¢(vn))

=<ﬁﬂwv)-~®w%ﬂ

= oW1 ® - Qo))
(" 0¥ (1 @ -+ - @ ).

Por lo tanto, (p 0 )%™ = p®" o0 )", O

(o)™ (@ ®@va) = (pot)(v
1)
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Proposiciéon 3.30 (Funtorialidad de S)). Sea ¥ : V. — W wuna transformacion lineal.
Entonces Sy(v) : S\V — S\W satisface lo siguiente:

(1) Sx(pop) =Sx(p)oS\(¥), para toda transformacion lineal ¢ - W — Z.
(2) Si(idy) = ids,v .
PRUEBA.

(1) Sea (11 ® - ®wy,) - cx € S\V, entonces

Sa(po) (1@ ®@v,) ) = (po)® (1@ Q) -cy)

de donde S)\(QO o ’(ﬂ) = S)\<g0) o S)\(@Z))
(2) Sea (11 ® - ®vy,) - cx € S\V. Entonces:

Salidy) (1 @ -+ @) -er) = AP (01 ®@ - @ vy) - ¢x)
= (idv(vl) (S ldv(Un)) - C)
= (U1®"‘®Un)‘6)\.

Por lo tanto, Sy(idy) = ids,y y la proposicién queda demostrada. O

Para la particion A = (n), la representacién V() tiene asociada el funtor de Schur
SV = Sym"V; en tanto que para la particiéon A = (1"), el funtor de Schur asociado a
la representacién Viiny es Sunm)V = A"V (cfr. el ejemplo 3.25).

4. La Teoria de Caracteres

La teoria de caracteres, estrechamente relacionada con la teoria de representaciones de
grupos finitos, fué definida formalmente y generalizada por el matematico aleman Heinrich
Martin Weber en 1881. La definicién de Weber era una abstraccién de una dada tres anos
antes por Dedekind, quien a su vez se inspiré mas o menos directamente de Gauss, por el uso
implicito que hace éste de caracteres de orden dos en sus Disquisitiones Arithmeticae publi-
cadas en 1801 [1, pag. 5]. Weber define un caracter de un grupo abeliano finito G como un
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homomorfismo g — x(g) de G al grupo multiplicativo de los nimeros complejos de médulo
uno. Luego, el conjunto G de todos los caracteres de G es también un grupo abeliano finito
bajo la multiplicacién. Ademads, cada funcién complejo-valuada f sobre G puede escribirse
de forma tnica como una combinacién lineal de caracteres [1, pag. 6].

Anteriormente se hizo la observacién de que un grupo finito G admite sélo un nimero
finito de representaciones irreducibles V;, tinicas salvo isomorfismo. Aqui yace la importancia
de los teoremas de clasificacién en teoria de representaciones: una vez descritas las represen-
taciones irreducibles de GG, podremos describir una representacién arbitraria como una suma
directa de las primeras. En consecuencia, dos importantes objetivos de la teoria son:

1) Describir todas las representaciones irreducibles de G.

2) Encontrar técnicas para dar una descomposicién en suma directa (véase 3.17), y de-
terminar las multiplicidades a; de una representacién arbitraria V.

En algebra lineal es conocida la propiedad de que cualesquiera dos matrices asociadas a una
transformacién lineal tienen la misma traza, lo que da sentido al concepto que sigue.

Definicién 4.1. La funcion x,, del grupo G al campo C de los nimeros complejos dada por

X, G — C
g — Trp(g)]

se denomina caracter® de la representacién (V, p).

Del ejemplo 3.4 se sigue que el caracter de la representacion trivial de un grupo G es uno.

Teorema 4.2 (Algunas propiedades del caracter). Sea G un grupo y sea x, el caracter de
una representacion (V, p) de grado n. Entonces

(1) La transformacion lineal p(g) : V — V es diagonalizable, para todo g € G.
(2) x, (1) =n, donde el 1 denota el neutro del grupo.

(8) xv(hgh™") = x,(9), para todo g,h € G.
PRUEBA. Se probardan tunicamente los numerales (2) y (3).

(1) Como p(1) = idy, entonces [p(1)] = I,, y asi x(1) = Tr (I,,) = n, donde I,, es la matriz
identidad de tamano n x n.

4M4s adelante se verd el porqué del término para nombrar la funcién x,, .
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(2) El célculo es directo:

Xy (hgh™) = Tr(p(hgh™))
= Tt (p(h) p(g) p(h™"))
= T (p(h) p(g) p(h)™")
= Tr(p(h)~" p(h) p(9))
= Tr(idvp(g)
= Tr(p(g)). O

Ejemplo 4.3. Sea (V,p) la representacion regular® de grado n de un grupo G # {1} de
orden también n, y sea x su caracter (se omite el subindice). Si {vy}gsec €s una base de V,
por la definicion de representacion reqular se tiene que p(o)vy = V4. Observe que la igualdad
plo)v, = v, se cumple si y solo si og = g, la cual se verifica si y solo si o = 1. Luego, si
[p(0)] es la matriz asociada a p(o) en la base reqular, entonces:

(1) Sio#1 (el neutro de G), la diagonal de [p(c)] consiste de ceros.

(2) Sio=1, la diagonal de [p(1)] consiste de unos.

Por lo tanto, el caracter x de la representacion reqular estda dado por la igualdad

o ={ 0 5 o7 (27)

n st o=1

Proposicién 4.4. Sean (V1,p) y (Va, p) dos representaciones de un grupo G, de grados m
Yy n respectivamente, con caracteres Xv, Y Xvy- Entonces:

(1) Xviav, = Xvy T Xy, -
(2) Xviavy = Xvp " Xvy
PRUEBA.

(1) Sean V =V, @ Va y By, By bases de V; y V; respectivamente; entonces B = B; U By es
una base de V' y la matriz asociada a (p @ p)(g) es de la forma (cfr. con (1) de 4.2)

0@ Fls = ( [p(%)]sl 0 )

de donde

Xvyav, (9) = Tr[(p© p)(9)]s = Tr [p(9)]5, + Tr[p(9)]s, = Xy, (9) + X4, (9)-

5Véase el ejemplo 3.6.
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(2) si v; y wy son vectores propios asociados a A; y pu, respectivamente, entonces

(p(9) ® p(9)) (v; @ w) = p(g)(v) @ plg)(wr) = Ajv; @ prwe = (Njpu) (v; @ wy)

lo cual implica que Ay es valor propio de v; ® w;. Esto es, {v; ® wj};”:’?’kzl es una
base de vectores propios de p(g) ® p(g). Luego

Xvor, = Tr[plg) @ p(g)]

= ZZ)‘j#k

()6

Tr [p(g)] - Tr [(9)]

- le ' XVQ

Definicién 4.5. Sean x y ¢ los caracteres de dos representaciones de un grupo G. Como
en este trabajo solo se estan considerando grupos finitos, la suma

Xo ) : Z x(g (28)
géG
es finita y se comporta como un producto interno, en el sentido de que es bilineal,
stmétrica y (x, x) # 0 para todo caracter x.
El resultado que sigue permite determinar ciertas caracteristicas de las representaciones

a través de la ortogonalidad de sus caracteres.

Teorema 4.6. [8, pag. 189] Sean V' y W representaciones de un grupo G. Luego

(1) SiV y W son irreducibles no isomorfas, entonces sus caracteres son ortogonales, i.e.
<XV7 XW> = 0.

(2) SiV es irreducible, entonces (x,, X, ) = 1.

Notese que el primer inciso da una condiciéon necesaria para la irreducibilidad de una
representacién. Por su parte, el segundo inciso nos da una condicion necesaria para la irre-
ducibilidad y no isomorfia de dos representaciones.

Ejemplo 4.7. Sea (V, p) la representacion reqular® de grado n de un grupo G # {1} de orden
también n, y sea x su caracter (se omite el subindice). Por la ecuacion (27) del ejemplo 4.3,
se tiene que x(g) =0 si g # 1, y x(1) = n, de donde

) & %ZX(Q)X(Q_I) = %x(l)x(l) = %n n=n#l

geG

Por consiguiente, la representacion regular de grado n > 1 no es irreducible.

6Véase el ejemplo 3.6.

71
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Teorema 4.8. Sean (V,p) y (W, p) dos representaciones de un grupo G. Entonces

(a) SiV admite una descomposicion en representaciones irreducibles distintas
V = Vl@“l P Vk@ak (29>
entonces (X, XV¢> = a;. Ademds, a; es independiente de la descomposicion elegida.
(b) V=W siysdlo six, =Xy -
(¢) Si{x,,x,) =1, entonces V es irreducible.
PRUEBA.

(a) Se sigue del numeral (1) de la proposicién 4.4 y del teorema 4.6, ya que

Xv = XV1®“1@M@V;Q®”’€ - XVfB‘ll Tt le@“k = @iXy, oot kX, -

(b) =) Supongamos que V=W y sea ¢ : V. — W un isomorfismo. Entonces para toda

g € G se tiene que ¢ o p(g) = p(g) o ¢, de donde p(g) = ¢~' o p(g) o ¢, y por lo tanto
Xy (9) = Tr (p(g)) = Tr (67" 0 p(g) 0 ¢) = Tr (p(g)) = X (9).

<=) Supongamos ahora que x,, = x,,. Por el inciso (a), p(g) v p(g) contienen, cada
uno, una representacion irreducible el mismo nimero de veces. Por lo tanto, V' = W.

(¢) Supongamos que (x,,, X, ) = 1y sea V2" @ .- @V, la descomposicién en irreducibles
de V. Luego

<XvaXV> = <Xv7a1XV1 + "'akXVk>
- a1<Xv7XV1> +e 4+ ak(XvaXVk>

= al.a1+...+ak.ak
k

_ 2

= E a;

i=1
= 1L

De modo que algtin a; es 1 y todos los demas son cero, de donde V' = V; y por lo tanto
V' es irreducible. O

Notese que mientras la proposicion 3.17 garantiza la existencia de una descomposicion
en irreducibles de una representacién V, el teorema 4.8 en su inciso (@) permite calcular
los @; con independencia de la descomposicion elegida; el inciso (b) es el porqué del término
caracter al que hace referencia el pie de pagina de la definicién 4.1: la funcién x,, caracteriza
a la representacién (V,p) en el sentido de que dos representaciones con el mismo caracter
son isomorfas; y finalmente, en su inciso (c¢) proporciona una condicién suficiente para la
irreducibilidad de una representacion. Esto prueba el poder de la teoria de caracteres.
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5. Conclusiones

Si bien los resultados discutidos no son todos los que se conocen, estos dan un funda-
mento sélido a la teoria de representaciones de grupos finitos y proporcionan una razon para
profundizar mas en ella, asi como también en la teoria de caracteres. Aun cuando su alcance
no se limita sélo al ambito matematico, se opté por dar un panorama breve pero lo mas
general posible dentro del mismo, con el fin de que el lector pueda apreciar la belleza de las
matematicas detras de estas poderosas herramientas. Para lograr también dicho objetivo, se
incluyé una gran cantidad de ejemplos, expuestos (en su mayoria) con gran detalle, haciendo
méas amenas las ideas y los conceptos presentados aqui.

Los autores esperan que este trabajo sirva de motivacién a la comunidad cientifica para
continuar con el estudio de la teoria de representaciones, sus alcances y aplicaciones en otras
ramas de la ciencia ademaés de las matematicas, la fisica y la quimica.
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