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Resumen

La teoŕıa de representaciones de grupos finitos estudia, grosso modo, simetŕıas en espacios
lineales y uno de sus objetivos condensar el máximo de información de un grupo con un mı́ni-
mo de datos. Esta poderosa herramienta tiene múltiples alcances, tanto dentro de las mismas
matemáticas (teoŕıa de números, geometŕıa algebraica, etc.) como en otras ramas de la ciencia
fuera de ellas, por ejemplo f́ısica y qúımica. En este trabajo no se pretende mostrar resultados
nuevos, sino más bien dar una breve reseña histórica de la teoŕıa de representaciones, comentar
la relación de ésta con la teoŕıa de caracteres y presentar ejemplos ilustrativos que hagan más
comprensibles las ideas al lector.

1. Antecedentes históricos

La teoŕıa de representaciones de grupos finitos nace en 1896, resultado del trabajo del
matemático alemán Ferdinand Georg Frobenius en un intento más o menos deliberado de ge-
neralizar la teoŕıa de caracteres de grupos abelianos finitos. Ésta le serviŕıa como herramienta
para la solución de un problema planteado por su colega y compatriota Richard Dedekind, a
través de una carta de éste último al primero. En ella le hace la siguiente observación: tomar
la tabla de multiplicar de un grupo finito G y transformarla en una matriz XG reemplazan-
do cada entrada g de dicha tabla por una variable xg. De esta manera, el determinante de
XG se puede escribir como un producto de polinomios irreducibles en las variables {xg}g∈G,
cada uno de los cuales tiene multiplicidad igual a su grado [3, pág. 4]. Dedekind únicamente
pudo verificar este hecho para algunos casos particulares de grupos abelianos, pero no lo
pudo generalizar para grupos finitos no conmutativos, por lo que recurre a Frobenius. Éste
le responde a Dedekind el 12 de abril de 1896, describiéndole sus ideas sobre la factorización
de un cierto polinomio homogéneo asociado a un grupo finito conocido como grupo deter-
minante [6, pág. 361]. El intercambio de correspondencia continuó los d́ıas 17 y 26 de abril
de 1896, donde para el d́ıa 30 de ese mismo mes y año Frobenius teńıa ya los fundamentos
de la teoŕıa de caracteres de grupos finitos. Tomaŕıa algún tiempo para que el desarrollo
de su idea de representación de un grupo finito estuviese completa, pero la correspondencia
Frobenius-Dedekind en aquel abril de 1896, hace ya 122 años, es considerada como el suceso
que marcó el nacimiento de la teoŕıa de representaciones de grupos finitos.
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2. Trascendencia

La comprensión de las propiedades de un grupo o un conjunto de ellos puede ser com-
plicado, o por lo menos tedioso, dependiendo de la forma en que éstos sean descritos. Aśı,
resulta conveniente contar con métodos que permitan asociarle a grupos abstractos, objetos
matemáticos concretos con los cuales el estudio de aquellas propiedades de interés en los
primeros sea más sencillo. En este sentido, una técnica que ofrece tales ventajas es la teoŕıa
de representaciones, ya que permite transformar (de alguna manera), problemas abstractos
de teoŕıa de grupos en problemas equivalentes (pero relativamente más simples y maneja-
bles) de álgebra lineal. De este modo es posible representar un grupo G como un grupo de
matrices invertibles, con lo que las herramientas del álgebra matricial serán de gran utilidad
a la hora de obtener la información deseada sobre el grupo que se estudia.

Dentro de la matemática misma, la teoŕıa de caracteres hace posible la prueba de dos
célebres resultados, puramente teóricos, acerca de las propiedades de grupos abstractos:

Teorema (Burnside, 1904). Si p y q son primos distintos, entonces todo grupo de orden
pαqβ es soluble, para cualesquiera enteros no negativos α y β.

Teorema (Frobenius, 1901). Sea G un grupo finito que actúa transitivamente sobre un
conjunto X de cardinalidad n. Si todas las permutaciones1 de G, salvo la identidad, tienen
a lo más un punto fijo, entonces el conjunto de elementos de G sin puntos fijos, junto con
la identidad, es un subgrupo normal de G de orden n.

Este último se puede reformular, en abstracto, como sigue:

Teorema (Frobenius). Si H es un subgrupo de un grupo finito G con la propiedad de que
σHσ−1 ∩H = {e}, para todo σ ∈ G −H, entonces G tiene un subgrupo normal K tal que
G = KH y H ∩K = {e}.

Para que el lector pueda hacerse una idea del poder de la teoŕıa de representaciones: a
diferencia del teorema pαqβ de Burnside, para el que tomó siete décadas hallar una demos-
tración sin usar caracteres (H. Bender presentó su prueba en 1972), todas las demostraciones
conocidas hasta ahora del teorema de Frobenius utilizan la teoŕıa de caracteres de una forma
u otra [8, pág. 225].

No obstante, el alcance de la teoŕıa de representaciones va más allá de las matemáticas.
En [2, III, págs. 115-179], el autor dedica tres extensos caṕıtulos de su trabajo para presentar
varias aplicaciones de esta teoŕıa en la f́ısica, concretamente en la mecánica cuántica: Átomos
(Caṕıtulo 7), Moléculas (Caṕıtulo 8) y Sólidos (Caṕıtulo 9), centrándose en el estudio de las
simetŕıas en estos objetos f́ısicos. La qúımica tampoco se queda atrás: en la última sección de
[7], los autores presentan algunos ejemplos de aplicaciones de la teoŕıa de representaciones
en espectroscoṕıa infrarroja y de Raman, donde además construyen la tabla de caracteres de
cada uno de los grupos de simetŕıas que estudian.

1Por el Teorema de Cayley, todo grupo G es isomorfo a un subgrupo de un grupo de permutaciones. La
acción de un grupo G en un conjunto X induce un homomorfismo de grupos ϕ : G → SX . Como |X| = n,
se sigue que SX = Sn y en consecuencia ϕ(G) < Sn. Luego, si kerϕ = {e}, entonces se tendrá una imagen
fiel de G en Sn y por lo tanto será posible hacer la identificación de los elementos de G con permutaciones.
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3. Teoŕıa de Representaciones de Grupos Finitos

Conviene precisar que en adelante, salvo que se diga otra cosa, por grupo entenderemos
grupo finito y por espacio vectorial entenderemos C-espacio vectorial de dimensión finita.

3.1. Representaciones de Grupos

Recordemos que si V es un C-espacio vectorial de dimensión n, el conjunto End (V ) de las
transformaciones lineales de V en śı mismo (operadores lineales) es un C-espacio vectorial de
dimensión n2. Las unidades de End (V ) —esto es, los operadores lineales que son invertibles—
forman el grupo general lineal GL (V ). Más aún, fijando una base de V , a cada operador
lineal corresponde una única matriz de n× n con entradas complejas, por lo que End (V ) es
isomorfo (como anillo y como espacio vectorial) a Matn×n(C). En este caso, el grupo GL (V )
se denotará por GL (n,C) y es el grupo multiplicativo de las matrices invertibles de n × n
con entradas complejas.

Definición 3.1. a) Una representación de un grupo G sobre un espacio vectorial V es
un homomorfismo ρ : G −→ GL (V ) de G al grupo de automorfismos de V .

b) Un morfismo entre dos representaciones (V, ρ) y (W, ρ̃) de un grupo G es una trans-
formación lineal ϕ : V −→ W tal que para todo g ∈ G, ϕ ◦ ρ(g) = ρ̃(g) ◦ ϕ. Esto es, el
diagrama

V
ϕ //

ρ(g)
��

W

ρ̃(g)
��

V
ϕ //W

es conmutativo. Si además ϕ es un isomorfismo, diremos que V y W son representa-
ciones isomorfas o equivalentes.

c) El grado de una representación es la dimensión de V .

Trabajar en abstracto con la definición anterior puede resultar un tanto dif́ıcil. Sin em-
bargo, existe una definición alternativa de representación que puede hacer más accesible la
idea y facilitar, en algunos casos, los cálculos.

Definición 3.2 (Alternativa). 1 ) Una representación ρ es un homomorfismo de grupos
ρ : G −→ GL (n,C) que asocia a cada elemento g del grupo G (abstracto) una matriz
(concreta) invertible ρ(g).

2 ) Un morfismo entre dos representaciones (V, ρ) y (W, ρ̃) de un grupo G, es una matriz
P ∈ Matn×n(C) tal que Pρ(g) = ρ̃(g)P . Si P es invertible, entonces ρ(g) = P−1ρ̃(g)P
en cuyo caso diremos que (V, ρ) y (W, ρ̃) son isomorfas o equivalentes.

3 ) A V se le denomina espacio de la representación.
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Observación. El uso de las notaciones (V, ρ) o V para denotar una misma representación ρ
de G tiene lugar cuando se desea enfatizar el espacio V o el homomorfismo ρ se sobreentiende
y no hay riesgo de confusión, respectivamente.

Ahora se presentarán una serie de ejemplos ilustrativos con la finalidad de hacer más
comprensibles al lector las definiciones anteriores y las ideas subyacentes, al mismo tiempo
de irse familiarizando poco a poco con la teoŕıa.

Ejemplo 3.3. Si Sn es el grupo simétrico, la función signo sgn : Sn −→ {+1,−1} ⊂ C∗,
donde C∗ es el grupo de unidades de C, es una representación de grado uno en virtud de que
C∗ es isomorfo a GL (1,C).

Ejemplo 3.4. Sea G un grupo arbitrario y definamos ρ : G −→ C∗ como ρ(g) := 1 para
todo g ∈ G. Esta es una representación de grado uno denominada representación trivial
o principal de G.

Ejemplo 3.5. Sea G un grupo de orden n. Una representación de grado uno es un homo-
morfismo ρ : G −→ C∗. Como |G| = n, entonces gn = e para todo g ∈ G y dado que ρ
es un homomorfismo, entonces 1 = ρ(gn) = ρ(g)n. Por consiguiente, el número complejo
ρ(g) ∈ C∗ es una ráız n-ésima de la unidad. En particular, |ρ(g)| = 1.

Ejemplo 3.6 (La representación regular). Sea G un grupo finito de orden n y sea V un C-
espacio vectorial de dimensión n con base B = {vg}g∈G indizada por los elementos del grupo.
Para cada σ ∈ G definimos la función ρ(σ) : B −→ B como ρ(σ)(vg) = vσg y observemos
que ρ(σ) es una biyección. Entonces, la función ρ(σ) puede extenderse linealmente a un
isomorfismo de espacios vectoriales ρ(σ) : V −→ V . La función

ρ : G −→ GL (V ) dada por σ → ρ(σ) (1)

es un homomorfismo: dados σ, τ ∈ G y vg ∈ B se tiene que

ρ(στ)(vg) = v(στ)g = vσ(τg) = ρ(σ)(vτg) = ρ(σ)
(
ρ(τ)(vg)

)
= ρ(σ)ρ(τ)(vg)

y aśı ρ(στ) = ρ(σ)ρ(τ). La representación ρ : G −→ GL (V ) definida en (1) es llamada la
representación regular de G y por definición su grado es el orden de G.

Ejemplo 3.7 (El grupo de ráıces cúbicas de la unidad). Consideremos la ráız cúbica pri-

mitiva de 1, ω = e
2π
3

i = −1

2
+

√
3

2
i, la cual genera el grupo ćıclico G = 〈ω〉 = {1, ω, ω2}.

Definamos
ρ : G −→ GL (2,C)

g 7−→
[
1 0
0 g

]
(2)

ρ está bien definida, puesto que g 6= 0. Ahora debemos demostrar que ρ(gh) = ρ(g)ρ(h) para
cualesquiera g, h ∈ G. Veamos.

ρ(g)ρ(h) =

[
1 0
0 g

] [
1 0
0 h

]
=

[
1 0
0 gh

]
= ρ(gh).
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Luego, ρ es un homomorfismo de grupos y por lo tanto define una representación de G.

Consideremos ahora la representación de G dada por

ρ̃ : G −→ GL (2,C)

g 7−→
[
g 0
0 1

]
(3)

¿Cuál es la relación entre ρ y ρ̃? Vamos a averiguarlo considerando para ello la matriz

P =

[
0 1
1 0

]
cuya inversa es ella misma. Notemos que

P−1ρ̃(g)P =

[
0 1
1 0

] [
g 0
0 1

] [
0 1
1 0

]
=

[
0 1
g 0

] [
0 1
1 0

]
=

[
1 0
0 g

]
= ρ(g)

de donde por la definición 3.2, las representaciones (2) y (3) son equivalentes de grado dos
(que es la dimensión del espacio V = C2).

Ahora se mostrarán tres maneras de operar con representaciones, obteniendo como re-
sultado tres nuevas representaciones.

Proposición 3.8. Sean (V, ρ) y (W, ρ̃) dos representaciones de un grupo G. Entonces la
suma directa V ⊕W y el producto tensorial V ⊗W son representaciones de G.

Prueba. Para la suma directa consideremos (v, w) ∈ V ⊕W y g ∈ G. Def́ınase

fg : V ⊕W −→ V ⊕W
(v, w) 7−→

(
ρ(g)(v), ρ̃(g)(w)

) (4)

Veamos que fg definido como en (4) es automorfismo en V ⊕W .

a) fg es transformación lineal.

Sean (v1, w1), (v2, w2) ∈ V ⊕W y λ ∈ C. Luego

fg
(
(v1, w1) + (v2, w2)

)
= fg(v1 + v2, w1 + w2)

=
(
ρ(g)(v1 + v2), ρ̃(g)(w1 + w2)

)
=

(
ρ(g)(v1) + ρ(g)(v2), ρ̃(g)(w1) + ρ̃(g)(w2)

)
=

(
ρ(g)(v1), ρ̃(g)(w1)

)
+
(
ρ(g)(v2), ρ̃(g)(w2)

)
= fg(v1, w1) + fg(v2, w2).

fg
(
λ(v1, w1)

)
= fg(λv1, λv2)

=
(
ρ(g)(λv1), ρ̃(g)(w1)

)
=

(
λρ(g)(v1), λρ̃(g)(w1)

)
= λ

(
ρ(g)(v1), ρ̃(g)(w1)

)
= λfg(v1, w1).
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b) fg es invertible.

Como V ⊕W es de dimensión finita, es suficiente demostrar que fg es inyectiva. Para
ello basta ver que ker fg = {(0V , 0W )}.

(v, w) ∈ ker fg =⇒ fg(v, w) = (0V , 0W ) =⇒
(
ρ(g)(v), ρ̃(g)(w)

)
= (0V , 0W ). Luego

ρ(g)(v) = 0V y ρ̃(g)(w) = 0W ; de donde v = 0V y w = 0W por ser ρ(g) y ρ̃(g)
inyectivas. Aśı, (v, w) = (0V , 0W ) y por lo tanto ker fg = {(0V , 0W )}.

Como fg es un automorfismo en V ⊕W , tiene sentido definir

β : G −→ GL (V ⊕W )
g 7−→ fg

c) β es un homomorfismo de grupos.
Sean g, h ∈ G y (v, w) ∈ V ⊕W arbitrarios. Luego

β(gh)(v, w) = fgh(v, w)

=
(
ρ(gh)(v), ρ̃(gh)(w)

)
=

(
ρ(g)

(
ρ(h)(v)

)
, ρ̃(g)

(
ρ̃(h)(w)

))
= fg

(
ρ(h)(v), ρ̃(h)(w)

)
= fg

(
fh(v, w)

)
= (fgfh)(v, w)

=
(
β(g)β(h)

)
(v, w).

De (a), (b) y (c) concluimos que (V ⊕W,β) es una representación de G con grado igual a
la suma de las dimensiones de V y W .

Para el producto tensorial sean dimV = m, dimW = n y BV = {vi}mi=1, BW = {wj}nj=1

bases de V y W respectivamente; entonces B = {vi ⊗ wj}m,ni=1,j=1 es una base de V ⊗W , de
donde dimV ⊗W = mn. Luego, el grado de la representación obtenida será mn.

Por otro lado, como ρ(g) : V −→ V y ρ̃(g) : W −→ W son automorfismos, podemos
tensorizarlos y obtener ρ(g) ⊗ ρ̃(g) : V ⊗ W −→ V ⊗ W , con regla de correspondencia(
ρ(g) ⊗ ρ̃(g)

)
(v ⊗ w) := ρ(g)(v) ⊗ ρ̃(g)(w) para todo v ⊗ w ∈ V ⊗W . La función anterior

además satisface lo siguiente:

a) ρ(g)⊗ ρ̃(g) es una transformación lineal.

Sean λ ∈ C y

(
s∑

k=1

vik ⊗ wjk

)
∈ V ⊗W . Entonces
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i) ρ(g)⊗ ρ̃(g) separa sumas.

(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)( s∑
k=1

vik ⊗ wjk

)
=

s∑
k=1

(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)
(vik ⊗ wjk)

=
s∑

k=1

ρ(g)(vik)⊗ ρ̃(g)(wjk).

ii) ρ(g)⊗ ρ̃(g) saca escalares.(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)
(λvi ⊗ wj) = ρ(g)(λvi)⊗ ρ̃(g)(wj)

= λρ(g)(vi)⊗ ρ̃(g)(wj)

= ρ(g)(vi)⊗ λρ̃(g)(wj)

= λ
(
ρ(g)(vi)⊗ ρ̃(g)(wj)

)
= λ

((
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)
(vi ⊗ wj)

)
.

b) ρ(g)⊗ ρ̃(g) es invertible.
Como dimV ⊕W = (dimV )(dimW ) = mn <∞, es suficiente demostrar la suprayec-
tividad de ρ(g)⊗ ρ̃(g) ya que la inyectividad será automática.

Sea x ∈ V ⊗W ; entonces x =
s∑

k=1

λkvik ⊗ wjk , donde λk ∈ C, vik ∈ BV y wjk ∈ BW .

Como vik ∈ V y ρ(g) : V −→ V es invertible (y en particular es sobre), existe ṽik ∈ V
tal que ρ(g)(ṽik) = vik . Análogamente, como ρ̃(g) : W −→ W es sobre, existe w̃jk ∈ W

tal que ρ̃(g)(w̃jk) = wjk . Se define y :=
s∑

k=1

λkṽik ⊗ w̃jk . Luego

(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)
(y) =

(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)( s∑
k=1

λkṽik ⊗ w̃jk

)

=
s∑

k=1

(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)
(λkṽik ⊗ w̃jk)

=
s∑

k=1

ρ(g)(λkṽik)⊗ ρ̃(g)(w̃jk)

=
s∑

k=1

λkρ(g)(ṽik)⊗ ρ̃(g)(w̃jk)

=
s∑

k=1

λkvik ⊗ wjk

= x.

En consecuencia, ρ(g)⊗ ρ̃(g) es sobre y, por lo tanto, invertible.
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De (a) y (b) concluimos que ρ(g)⊗ ρ̃(g) es un automorfismo, por lo que podemos definir

γ : G −→ GL (V ⊗W )
g 7−→ ρ(g)⊗ ρ̃(g)

c) γ es homomorfismo de grupos.

Sean g, h ∈ G y
s∑

k=1

λkvik ⊗ wjk ∈ V ⊗W arbitrarios. Entonces

γ(gh)

(
s∑

k=1

λkvik ⊗ wjk

)
=

(
ρ(gh)⊗ ρ̃(gh)

)( s∑
k=1

λkvik ⊗ wjk

)

=
s∑

k=1

(
ρ(gh)⊗ ρ̃(gh)

)
(λkvik ⊗ wjk)

=
s∑

k=1

ρ(gh)(λkvik)⊗ ρ̃(gh)(wjk)

=
s∑

k=1

ρ(g)
(
ρ(h)(λkvik)

)
⊗ ρ̃(g)

(
ρ̃(h)(wjk)

)
=

s∑
k=1

(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)(
ρ(h)(λkvik)⊗ ρ̃(h)(wjk)

)
=

(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)( s∑
k=1

ρ(h
)
(λkvik)⊗ ρ̃(h)(wjk)

)

= γ(g)

(
s∑

k=1

(
ρ(h)⊗ ρ̃(h)

)
(λkvik ⊗ wjk)

)

= γ(g)

((
ρ(h)⊗ ρ̃(h)

)( s∑
k=1

λkvik ⊗ wjk

))

= γ(g)

(
γ(h)

(
s∑

k=1

λkvik ⊗ wjk

))

=
(
γ(g) ◦ γ(h)

)( s∑
k=1

λkvik ⊗ wjk

)

De (a), (b) y (c), concluimos que (V ⊗W, γ) es una representación de G.

Proposición 3.9. Sea (V, ρ) una representación de un grupo G. Entonces, la n-ésima
potencia tensorial de V , denotada como V ⊗n := V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

n−veces

admite una estructura

de representación.
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Prueba. Si dimV = d, entonces dimV ⊗n = dn. Considérese la función

δ : G −→ GL (V ⊗n)
g 7−→ ρ(g)⊗n

donde ρ(g)⊗n := ρ(g)⊗ · · · ⊗ ρ(g)︸ ︷︷ ︸
n−veces

. Esta definición hace a δ un homomorfismo de grupos y a

ρ⊗n un automorfismo de V ⊗n. Por la definición 3.1, (V ⊗, δ) es una representación de G.

Una pregunta natural que podŕıa uno hacerse es la siguiente: ¿un subespacio vectorial W
puede heredar la estructura de representación del espacio ambiente V ? La respuesta es śı y
la siguiente definición establece la condición que tal subespacio ha de cumplir.

Definición 3.10. Una sub-representación de una representación (V, ρ) es un subespacio
vectorial W ⊂ V que es invariante bajo G (o G-invariante). Es decir

ρ(g)W ⊂ W, ∀ g ∈ G.

Ahora se presentan dos ejemplos sencillos de sub-representaciones.

Ejemplo 3.11. Los subespacios 0 y V de un espacio vectorial V son G-invariantes, y se
denominan sub-representaciones triviales del grupo G.

Ejemplo 3.12. Sean (V, ρ) y (W, ρ̃) dos representaciones de un grupo G, y sea ϕ : V −→ W
un morfismo de representaciones (véase la definición 3.1). Entonces kerϕ e Imϕ son sub-
representaciones de V y W respectivamente.

Prueba. Del álgebra lineal sabemos que kerϕ < V e Imϕ < W .

(a) ρ(g)(kerϕ) ⊂ kerϕ, ∀ g ∈ G.
Sean v ∈ kerϕ y g ∈ G arbitrarios. Luego
ϕ
(
ρ(g)(v)

)
=
(
ϕρ(g)

)
(v) =

(
ρ̃(g)ϕ

)
(v) = ρ̃(g)

(
ϕ(v)

)
= ρ̃(g)(0Ṽ ) = 0Ṽ , de modo que

ρ(g)(v) ∈ kerϕ. Por lo tanto, ρ(g)(kerϕ) ⊂ kerϕ.

(b) ρ̃(g)(Imϕ) ⊂ Imϕ.
Sean w ∈ Imϕ y g ∈ G arbitrarios. Como w ∈ Imϕ, existe v ∈ V tal que ϕ(v) = w. Aśı
que ρ̃(g)(w) = ρ̃(g)

(
ϕ(v)

)
=
(
ρ̃(g)ϕ

)
(v) =

(
ϕρ(g)

)
(v) = ϕ

(
ρ(g)(v)

)
. Por consiguiente

ρ̃(g)(w) = ϕ
(
ρ(g)(w)

)
, de donde ρ̃(g)(w) ∈ Imϕ. Por lo tanto, ρ̃(g)(Imϕ) ⊂ Imϕ.

Definición 3.13. Una representación V 6= 0 se dirá irreducible si no existe ningún subes-
pacio propio invariante W de V distinto del trivial (dicho de otra manera: sus únicas sub-
representaciones son 0 y V mismo), y la llamaremos indescomponible si no se puede expre-
sar, a su vez, como una suma directa de sub-representaciones no nulas (i.e., si V = V1⊕V2,
entonces V1 = 0 ó V2 = 0).
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Ejemplo 3.14. Sean V = C2, G = {1, ω, ω2} y ρ definidos como en el ejemplo 3.7 y
consideremos el subespacio W de V definido como

W =

{[
w
0

]
: w ∈ C

}
. (5)

Luego

ρ(g)W =

[
1 0
0 g

] [
w
0

]
=

[
w
0

]
∈ W ∀g ∈ G,

[
w
0

]
∈ W

de donde ρ(g)W ⊂ W y por lo tanto W es G-invariante. De la definición 3.10 se sigue que
W es una sub-representación no trivial de V , lo cual prueba que la representación ρ definida
en la ecuación (2) no es irreducible (o sea, es reducible). Ya para terminar, probaremos que
ρ tampoco es indescomponible (o sea, es descomponible).

El subespacio complementario W ′ de W es

W ′ =

〈[
0
1

]〉
=

{[
0
z

]
: z ∈ C

}
. (6)

Luego

ρ(g)W ′ =

[
1 0
0 g

] [
0
z

]
=

[
0
gz

]
∈ W ′ ∀g ∈ G,

[
0
z

]
∈ W ′

de donde ρ(g)W ′ ⊂ W ′ y por lo tanto W ′ es G-invariante; i.e., W ′ es también una sub-
representación de V no trivial. De (5) y (6) obtenemos finalmente la descomposición deseada

V = W ⊕W ′.

Por otro lado, de la definición 3.13 se deduce inmediatamente que irreducible implica
indescomponible, lo cual es cierto aun si el grupo G es infinito. El rećıproco es válido en
grupos finitos, pero no necesariamente en grupos infinitos. Veamos un contraejemplo.

Ejemplo 3.15 (Una representación indescomponible que no es irreducible). Sea Z
el grupo aditivo de los enteros y definamos

ρ : Z −→ GL (2,C)

n 7−→
[
1 n
0 1

]
(7)

Como el determinante de la matriz dada en (7) es distinto de cero, se sigue que dicha matriz
es invertible y por tanto ρ está bien definido. Notemos que

ρ(m)ρ(n) =

[
1 m
0 1

] [
1 n
0 1

]
=

[
1 m+ n
0 1

]
= ρ(m+ n), ∀m,n ∈ Z.

Luego, ρ es un homomorfismo de grupos y, en consecuencia, una representación de Z.
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Considere ahora el subespacio propio W de C2 definido como

W =

{[
w
0

]
: w ∈ C

}
. (8)

No es dif́ıcil probar que ρ(n)(W ) ⊂ W para todo entero n; es decir, W es Z-invariante
y define aśı una sub-representación no trivial de Z. En consecuencia, ρ no es irreducible.

Ahora bien, si W ′ ⊂ C2 es un subespacio complementario de W definido en (8), entonces
es de la forma

W ′ =

〈[
λ
1

]〉
=

{[
λz
z

]
: z ∈ C

}
(9)

fijando un λ ∈ C elegido arbitrariamente. Empero, W ′ no es Z-invariante y por lo tanto no
es una sub-representación de Z. En consecuencia, ρ es indescomponible.

Un resultado ligado a la definición 3.13 es el siguiente: cualquier representación es una
suma directa de representaciones irreducibles. Esta propiedad es llamada reducibilidad com-
pleta o semisimplicidad [4, pág. 6].

Lema 3.16 (Schur). Sean (V, ρ), (W, ρ̃) dos representaciones irreducibles de un grupo G y
ϕ : V −→ W un homomorfismo de G-módulos. Entonces

1) O bien ϕ es un isomorfismo, o bien ϕ = 0.

2) Si V = W , entonces ϕ = λI para algún λ ∈ C, I la identidad.

Prueba. Detallaremos las ideas de Fulton y Harris [4, pág. 7], teniendo en cuenta que kerϕ
e Imϕ son sub-representaciones de V y W respectivamente (véase 3.12).

1) Si ϕ = 0 no hay nada que demostrar. Supongamos entonces que ϕ 6= 0. De aqúı se sigue
que kerϕ no puede ser igual a V , pero al ser éste irreducible se tiene que kerϕ = 0V ,
por lo que ϕ es inyectiva. Análogamente, como ϕ 6= 0 entonces Imϕ 6= 0W . Pero W es
irreducible, de donde Imϕ = W y ϕ es sobre. En consencuencia ϕ es isomorfismo.

2) Si V = W entonces ϕ es un endomorfismo en V . Como C es algebraicamente cerrado,
ϕ tiene al menos un autovalor λ. Es decir, para algún λ ∈ C, ker (ϕ− λI) 6= 0. Por el
inciso (1) anterior tenemos que ϕ− λI = 0V , y en consecuencia ϕ = λI.

El resultado que sigue establece la existencia y unicidad de una descomposición en irre-
ducibles de una representación. Veamos.

Proposición 3.17. Para cualquier representación (V, ρ) de un grupo finito G, existe una
descomposición

V = V ⊕a11 ⊕ · · · ⊕ V ⊕akk ,

donde las Vi son representaciones irreducibles distintas. La descomposición de V como una
suma directa de los k sumandos es única, como lo son las Vi que aparecen y sus multiplici-
dades ai.
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Prueba. (Cfr. [4, pág. 6]) Sea W otra representación de G con descomposición en irredu-

cibles dada por W = ⊕W⊕bj
j y ϕ : V −→ W un morfismo de representaciones. Por el lema

de Schur, ϕ manda el factor V ⊕aii al factor W
⊕bj
j , de donde Wj

∼= Vi; aplicando entonces la
función identidad de V en V , la unicidad se sigue.

¿La cantidad de representaciones irreducibles de un grupo G es finita? La respuesta es
śı: el número de representaciones irreducibles de G, salvo isomorfismo, es igual al número
de clases de conjugación de G [8, pág. 196, (2)]. Ahora bien, ¿es posible determinar con
exactitud este número? En teoŕıa śı, pero esta labor se vuelve muy pesada cuanto más
grande sea el orden de G. No obstante, una herramienta útil en el cálculo de tal número es
la de partición, misma que se define en la siguiente subsección.

3.2. El Simetrizador de Young

Definición 3.18. Una partición λ de un entero positivo n, denotada por λ ` n, es una
r-ada λ = (λ1, λ2, . . . , λr) que satisface las siguientes condiciones:

(a) λi ∈ N ∀i = 1, 2, . . . , r (cada λi es un entero positivo2).

(b) λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr (la sucesión de λi’s es no creciente).

(c)
r∑
i=1

λi = λ1 + λ2 + · · ·+ λr = n (la suma de las λi’s nos da el natural n).

Las particiones α = (n) y β = (1n) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−veces

) se denominan particiones triviales de n.

El Teorema de Cayley (1854) afirma que: si G es un grupo finito de orden n, entonces
es isomorfo a un subgrupo del grupo simétrico Sn. Como el número de clases de conjugación
de Sn es igual al número de particiones de n [8, pág. 45], la tarea se “reduce” a calcular (ó
estimar) con la mayor exactitud posible la función partición p(n).

Valores pequeños de n no representan mayor problema: p(1) = 1, p(3) = 3, p(5) = 7.
Luego la sucesión comienza a crecer muy rápido: p(10) = 42, p(30) = 5604, p(50) = 204, 226,
p(100) = 190, 569, 292, etc. Pero, aun cuando no se tiene una fórmula práctica para calcular
el número exacto de particiones de un natural n, existe una expresión asintótica de la función
partición p(n) obtenida por los matemáticos G.H. Hardy y S. Ramanujan en 1918 [5]:

p(n) ∼
exp

(
π

√
2n

3

)
4n
√

3
cuando n→∞.

2En ocasiones resulta conveniente admitir entradas nulas, como cuando se define un orden parcial en
las particiones, v.g. la inclusión: dadas µ = (µ1, . . . , µr) y ν = (ν1, . . . , νs) particiones de ciertos enteros,
diremos que µ ⊂ ν si µi ≤ νi para toda i = 1, . . . , r. De aqúı que, si r ≤ s− 1 entonces se considera µi = 0
para i = r + 1, . . . , s. Aśı, el número de entradas de ambas particiones queda igualado.
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Definición 3.19. Considere una partición λ ` n, entonces:

(1) Un diagrama de Young, denotado por [λ], es el conjunto:

[λ] = {(i, j) : i, j ∈ N, 1 ≤ i, 1 ≤ j ≤ λi}

donde el par (i, j) ∈ [λ] se denomina nodo de λ.

(2) Un tablero Tλ es uno de los n! arreglos obtenidos por la sustitución de cada nodo en
[λ] por uno de los enteros del conjunto {1, 2, . . . , n}, sin repetición.

Veamos dos ejemplos ilustrativos para la definición precedente.

Ejemplo 3.20. Sea λ = (2, 2) una partición de n = 4. Su diagrama de Young correspon-
diente es [λ] = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.

Figura 1: Diagrama de Young (izq.) y tablero (der.) asociados a λ = (2,2).

Ejemplo 3.21. Sea λ = (4, 3, 1) ` 8. El diagrama de Young que corresponde a esta partición
es [λ] = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1)}.

Figura 2: Diagrama de Young (izq.) y tablero (der.) asociados a λ = (4,3,1).

Antes de continuar, será necesario introducir las tres definiciones que siguen.

Definición 3.22. El álgebra de grupo CG se define como el espacio vectorial que tiene
como base el grupo G:

CG =

{∑
g∈G

zg · g | g ∈ G, zg ∈ C

}
(10)

con un producto que resulta de extender por linealidad el producto de G:(∑
g∈G

zg · g

)(∑
h∈G

wh · h

)
=
∑
t∈G

(∑
gh=t

zgwh

)
t (11)

y que lo convierte en una C-álgebra. Este producto se puede definir en básicos {eg : g ∈ G}
de manera que verifiquen la igualdad egeh = egh.
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Definición 3.23. Sean V un C-espacio vectorial de dimensión finita d y WS el subespacio
vectorial de la potencia tensorial V ⊗n (véase 3.9) dado por

WS = 〈{v1 ⊗ · · · ⊗ vn − vσ(1) ⊗ ·vσ(n) | vi ∈ V, ∀i = 1, . . . , n ∀σ ∈ Sn}〉.

Se define entonces la n-ésima potencia tensorial simétrica, denotada por Symn V ,
como el espacio vectorial cociente

Symn V :=
V ⊗n

WS

(12)

el cual es un subespacio vectorial de V ⊗n de dimensión
(
d+n−1
n

)
.

Nótese que si n = 1, entonces dim Sym1 V =
(
d+1−1

1

)
=
(
d
1

)
= d = dimV y por lo tanto

Sym1 V ∼= V . Para n = 0, por convención se considera Sym0 V := C.

Definición 3.24. Sean V un C-espacio vectorial de dimensión finita d y WA el subespacio
vectorial de la potencia tensorial V ⊗n (véase 3.9) dado por

WA = 〈{v1 ⊗ · · · ⊗ vn | vi = vj para algún i 6= j}〉.

Se define entonces la n-ésima potencia tensorial exterior (o potencia tensorial
alternante), denotada por

∧n V , como el espacio vectorial cociente∧n
V :=

V ⊗n

WA

(13)

el cual es un subespacio vectorial de V ⊗n de dimensión
(
d
n

)
.

Nótese que si n = 1, entonces dim
∧1 V =

(
d
1

)
= d = dimV y por lo tanto

∧1 V ∼= V .

Para n = 0, por convención se considera
∧0 V := C y en particular

∧n V = 0 para n > d.

Dados una partición λ = (λ1, . . . , λk) ` n, [λ] su diagrama de Young y Tλ un tablero
asociado a éste, se introducen los siguientes dos subgrupos del grupo simétrico Sn:

Pλ := {σ ∈ Sn | σ preserva cada fila de Tλ} (14)

y
Qλ := {τ ∈ Sn | τ preserva cada columna de Tλ}, (15)

los cuales están bien definidos porque al menos la permutación identidad pertenece a ambos.

Por ejemplo, para la partición λ = (2, 2) ` 4 y el tablero del Ejemplo 3.20, el subgrupo
P(2,2) que se obtiene es

P(2,2) = {id, (1 2), (3 4), (1 2)(3 4)} (16)

ya que σ({1, 2}) = {1, 2} y σ({3, 4}) = {3, 4} para toda σ ∈ P(2,2) (este es el significado en
la definición (14) de la frase “σ preserva cada fila de Tλ”). En tanto, el subgrupo Q(2,2) es

Q(2,2) = {id, (1 3), (2 4), (1 3)(2 4)} (17)



UNA MIRADA A LA TEORÍA DE REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS 65

dado que τ({1, 3}) = {1, 3} y τ({2, 4}) = {2, 4} para toda τ ∈ Q(2,2) (a esto se refiere en la
definición (15) la frase “τ preserva cada cada columna de Tλ”).

Ahora, en el álgebra de grupo CSn (véase 3.22) se introducen dos elementos correspon-
dientes a los subgrupos Pλ y Qλ definidos en (14) y (15) respectivamente:

aλ =
∑
σ∈Pλ

eσ y bλ =
∑
τ∈Qλ

sgn (τ)eτ . (18)

La imagen del elemento aλ ∈ CSn sobre V ⊗n es el subespacio

Im (aλ | V ⊗n) := Symλ1 V ⊗ Symλ2 V ⊗ · · · ⊗ Symλk V ↪→ V ⊗n (19)

donde la inclusión de la derecha se obtiene reagrupando los factores de V ⊗n de acuerdo con
las filas del tablero Tλ.

Análogamente, la imagen de bλ sobre V ⊗n está dada por el subespacio

Im (bλ | V ⊗n) :=
∧µ1

V ⊗
∧µ2

V ⊗ · · · ⊗
∧µs

V ↪→ V ⊗n (20)

donde µ = (µ1, . . . , µs) es la partición conjugada3 de λ.

Finalmente, haciendo el producto de aλ y bλ dados en (18) se obtiene

cλ := aλ · bλ ∈ CSn (21)

llamado simetrizador de Young, cuya imagen sobre V ⊗n es el subespacio

Im (cλ | V ⊗n) := (CSn) · cλ (22)

Ejemplo 3.25. (1 ) Sea λ = (λ1) = (n); entonces P(n) = Sn (ya que todo Sn fija la única
fila de cualquier tablero T(n)) y Q(n) = {id} (por una razón análoga). Luego

a(n)
(18)
=

∑
σ∈P(n)

eσ =
∑
σ∈Sn

eσ y b(n)
(18)
=
∑
τ∈Sn

sgn (τ)eτ = eid

de donde c(n) = a(n) · b(n) =

(∑
σ∈Sn

eσ

)
· eid =

∑
σ∈Sn

eσ = a(n).

Sea v ∈ CSn arbitrario, entonces es de la forma v
(10)
=
∑
θ∈Sn

zθeθ ∈ CSn. Luego

v · c(n) = v · a(n) =

(∑
θ∈Sn

zθeθ

)(∑
σ∈Sn

eσ

)
(11)
=
∑
ρ∈Sn

(∑
θσ=ρ

zθ

)
eρ =

(∑
θ∈Sn

zθ

)
︸ ︷︷ ︸

∈C

∑
ρ∈Sn

eρ

donde la última igual se tiene porque
∑
θσ=ρ

zθ =
∑
θ∈Sn

zθ, pues dado θ ∈ Sn y fijando ρ se

sigue que σ = θ−1ρ ∈ Sn.

Por lo tanto, Im (cλ | V ⊗n) = Im (aλ | V ⊗n)
(19)
= Symλ1V = Symn V .

3Una partición λ′ se dirá conjugada de λ cuando se intercambian las filas por las columnas en el diagrama
de Young asociado a λ.
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(2 ) Si λ = (1n), su conjugada es µ = (µ1) = (n). Entonces P(1n) = {id} y Q(1n) = Sn (ya
que todo Sn preserva la única columna de cualquier tablero T(1n)). Luego

a(1n) =
∑

σ∈P(1n)

eσ = eid y b(1n) =
∑

τ∈Q(1n)

sgn (τ)eτ =
∑
τ∈Sn

sgn (τ)eτ

de donde c(1n) = a(1n) · b(1n) = eid ·

(∑
τ∈Sn

sgn (τ)eτ

)
=
∑
τ∈Sn

sgn (τ)eτ = b(1n).

Sea v ∈ CSn arbitrario, entonces es de la forma v
(10)
=
∑
θ∈Sn

zθeθ ∈ CSn. Luego

v · c(1n) = v · b(1n)

=

(∑
θ∈Sn

zθeθ

)(∑
τ∈Sn

sgn (τ)eτ

)
(11)
=

∑
ρ∈Sn

(∑
θτ=ρ

sgn (τ)zτ

)
eρ

=
∑
ρ∈Sn

(∑
θ∈Sn

sgn (θ−1ρ)zτ

)
eρ

=

(∑
θ∈Sn

sgn (θ−1)zτ

)
︸ ︷︷ ︸

∈C

(∑
ρ∈Sn

sgn (ρ)eρ

)
.

En consecuencia, Im (cλ | V ⊗n) = Im (bλ | V ⊗n)
(20)
=
∧µ1 V =

∧n V .

Teorema 3.26. [4, pág. 46] Algún múltiplo escalar de cλ es idempotente (es decir, c2
λ =

nλcλ), y la imagen de cλ es una representación irreducible Vλ de Sn. Cada representación
irreducible de Sn se puede obtener de esta forma para una única partición.

La importancia del teorema 3.26 estriba en que da una correspondencia impĺıcita (pe-
ro directa) entre las clases de conjugación del grupo simétrico Sn y las representaciones
irreducibles del mismo, algo que no se ha logrado para grupos en general.

Ejemplo 3.27. Consideremos la partición λ = (2, 2) ` 4 y el tablero dados en 3.20, y los
subgrupos P(2,2) y Q(2,2) de S4 descritos en (16) y (17) respectivamente. Entonces

a(2,2)
(18)
=

∑
σ∈P(2,2)

eσ = eid + e(1 2) + e(3 4) + e(1 2)(3 4). (23)

b(2,2)
(18)
=

∑
τ∈Q(2,2)

sgn (τ)eτ = eid − e(1 3) − e(2 4) + e(1 3)(2 4) (24)
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de donde

c(2,2)
(21)
= a(2,2) · b(2,2)

(23 ,24)
= (eid + e(1 2) + e(3 4) + e(1 2)(3 4)) · (eid − e(1 3) − e(2 4) + e(1 3)(2 4))

= eid + e(1 2) + e(3 4) − e(1 3) − e(2 4) − e(1 2 4) − e(1 3 2) − e(1 4 3) − e(2 3 4) + e(1 3 2 4)

+ e(1 4 2 3) − e(1 2 3 4) − e(1 4 3 2) + e(1 2)(3 4) + e(1 3)(2 4) + e(1 4)(2 3)

y por lo tanto

c(2,2) = eid + e(1 2) + e(3 4) − e(1 3) − e(2 4) − e(1 2 4) − e(1 3 2) − e(1 4 3) − e(2 3 4) + e(1 3 2 4)

+ e(1 4 2 3) − e(1 2 3 4) − e(1 4 3 2) + e(1 2)(3 4) + e(1 3)(2 4) + e(1 4)(2 3)

(25)

es el simetrizador de Young correspondiente a la partición λ = (2, 2). Mediante un cálculo
directo (aunque un tanto laborioso) se puede verificar que c2

(2,2) = 12c(2,2). Luego, n(2,2) y

V(2,2) = (CS4) · c(2,2) es una representación irreducible de S4, según el teorema 3.26.

3.3. La Construcción de Weyl

En la subsección anterior se vió que para cualquier partición λ ` n se tiene un simetrizador
de Young cλ en CSn. Se denota la imagen de cλ sobre V ⊗n por SλV :

SλV := Im (cλ | V ⊗n) (26)

la cual es una representación de GL (V ) [4, pág. 76].

Definición 3.28. La asignación V  SλV , es un funtor que va de la categoŕıa de espacios
vectoriales en śı misma, denominado funtor de Schur, módulo de Weyl o simplemente
construcción de Weyl, correspondiente a λ [4, pág. 76].

Para probar la funtorialidad de SλV se requiere del siguiente lema.

Lema 3.29. Sean ψ : V −→ W y ϕ : W −→ Z transformaciones lineales. Entonces

(ϕ ◦ ψ)⊗n = ϕ⊗n ◦ ψ⊗n.

Prueba. Es suficiente probarlo para los generadores. Sea pues v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V ⊗n un
generador. Luego

(ϕ ◦ ψ)⊗n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = (ϕ ◦ ψ)(v1)⊗ · · · ⊗ (ϕ ◦ ψ)(vn)

= ϕ
(
ψ(v1)

)
⊗ · · · ⊗ ϕ

(
ψ(vn)

)
= ϕ⊗n

(
ψ(v1)⊗ · · · ⊗ ψ(vn)

)
= ϕ⊗n

(
ψ⊗n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)

)
= (ϕ⊗n ◦ ψ⊗n)(v1 ⊗ · · · ⊗ vn).

Por lo tanto, (ϕ ◦ ψ)⊗n = ϕ⊗n ◦ ψ⊗n.
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Proposición 3.30 (Funtorialidad de Sλ). Sea ψ : V −→ W una transformación lineal.
Entonces Sλ(ψ) : SλV −→ SλW satisface lo siguiente:

(1 ) Sλ(ϕ ◦ ψ) = Sλ(ϕ) ◦ Sλ(ψ), para toda transformación lineal ϕ : W −→ Z.

(2 ) Sλ(idV ) = idSλV .

Prueba.

(1) Sea (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ ∈ SλV , entonces

Sλ(ϕ ◦ ψ)
(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

)
= (ϕ ◦ ψ)⊗n

(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

)
(3.29)
= (ϕ⊗n ◦ ψ⊗n)

(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

)
= ϕ⊗n

(
ψ⊗n

(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

))
= ϕ⊗n

((
ψ(v1)⊗ · · · ⊗ ψ(vn)

)
· cλ
)

= Sλ(ϕ)
((
ψ(v1)⊗ · · · ⊗ ψ(vn)

)
· cλ
)

= Sλ(ϕ)
(
Sλ(ψ)

(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

))
=

(
Sλ(ϕ) ◦ Sλ(ψ)

)(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

)
de donde Sλ(ϕ ◦ ψ) = Sλ(ϕ) ◦ Sλ(ψ).

(2) Sea (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ ∈ SλV . Entonces:

Sλ(idV )
(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

)
= id⊗nV

(
(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ

)
=

(
idV (v1)⊗ · · · ⊗ idV (vn)

)
· cλ

= (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) · cλ.

Por lo tanto, Sλ(idV ) = idSλV y la proposición queda demostrada.

Para la partición λ = (n), la representación V(n) tiene asociada el funtor de Schur
S(n)V = Symn V ; en tanto que para la partición λ = (1n), el funtor de Schur asociado a
la representación V(1n) es S(1n)V =

∧n V (cfr. el ejemplo 3.25).

4. La Teoŕıa de Caracteres

La teoŕıa de caracteres, estrechamente relacionada con la teoŕıa de representaciones de
grupos finitos, fué definida formalmente y generalizada por el matemático alemán Heinrich
Martin Weber en 1881. La definición de Weber era una abstracción de una dada tres años
antes por Dedekind, quien a su vez se inspiró más o menos directamente de Gauss, por el uso
impĺıcito que hace éste de caracteres de orden dos en sus Disquisitiones Arithmeticae publi-
cadas en 1801 [1, pág. 5]. Weber define un caracter de un grupo abeliano finito G como un
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homomorfismo g 7→ χ(g) de G al grupo multiplicativo de los números complejos de módulo
uno. Luego, el conjunto Ĝ de todos los caracteres de G es también un grupo abeliano finito
bajo la multiplicación. Además, cada función complejo-valuada f sobre G puede escribirse
de forma única como una combinación lineal de caracteres [1, pág. 6].

Anteriormente se hizo la observación de que un grupo finito G admite sólo un número
finito de representaciones irreducibles Vi, únicas salvo isomorfismo. Aqúı yace la importancia
de los teoremas de clasificación en teoŕıa de representaciones: una vez descritas las represen-
taciones irreducibles de G, podremos describir una representación arbitraria como una suma
directa de las primeras. En consecuencia, dos importantes objetivos de la teoŕıa son:

1) Describir todas las representaciones irreducibles de G.

2) Encontrar técnicas para dar una descomposición en suma directa (véase 3.17), y de-
terminar las multiplicidades ai de una representación arbitraria V .

En álgebra lineal es conocida la propiedad de que cualesquiera dos matrices asociadas a una
transformación lineal tienen la misma traza, lo que da sentido al concepto que sigue.

Definición 4.1. La función χ
V

del grupo G al campo C de los números complejos dada por

χ
V

: G −→ C

g 7−→ Tr [ρ(g)]

se denomina caracter4 de la representación (V, ρ).

Del ejemplo 3.4 se sigue que el caracter de la representación trivial de un grupo G es uno.

Teorema 4.2 (Algunas propiedades del caracter). Sea G un grupo y sea χ
V

el caracter de
una representación (V, ρ) de grado n. Entonces

(1 ) La transformación lineal ρ(g) : V −→ V es diagonalizable, para todo g ∈ G.

(2 ) χ
V

(1) = n, donde el 1 denota el neutro del grupo.

(3 ) χ
V

(hgh−1) = χ
V

(g), para todo g, h ∈ G.

Prueba. Se probarán únicamente los numerales (2) y (3).

(1 ) Como ρ(1) = idV , entonces [ρ(1)] = In y aśı χ(1) = Tr (In) = n, donde In es la matriz
identidad de tamaño n× n.

4Más adelante se verá el porqué del término para nombrar la función χ
V

.
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(2 ) El cálculo es directo:

χ
V

(hgh−1) = Tr
(
ρ(hgh−1)

)
= Tr

(
ρ(h) ρ(g) ρ(h−1)

)
= Tr

(
ρ(h) ρ(g) ρ(h)−1

)
= Tr

(
ρ(h)−1 ρ(h) ρ(g)

)
= Tr

(
idV ρ(g)

)
= Tr

(
ρ(g)

)
.

Ejemplo 4.3. Sea (V, ρ) la representación regular5 de grado n de un grupo G 6= {1} de
orden también n, y sea χ su caracter (se omite el sub́ındice). Si {vg}g∈G es una base de V ,
por la definición de representación regular se tiene que ρ(σ)vg = vσg. Observe que la igualdad
ρ(σ)vg = vg se cumple si y sólo si σg = g, la cual se verifica si y sólo si σ = 1. Luego, si
[ρ(σ)] es la matriz asociada a ρ(σ) en la base regular, entonces:

(1 ) Si σ 6= 1 (el neutro de G), la diagonal de [ρ(σ)] consiste de ceros.

(2 ) Si σ = 1, la diagonal de [ρ(1)] consiste de unos.

Por lo tanto, el caracter χ de la representación regular está dado por la igualdad

χ(σ) =

{
0 si σ 6= 1
n si σ = 1

(27)

Proposición 4.4. Sean (V1, ρ) y (V2, ρ̃) dos representaciones de un grupo G, de grados m
y n respectivamente, con caracteres χ

V1
y χ

V2
. Entonces:

(1 ) χ
V1⊕V2

= χ
V1

+ χ
V2

.

(2 ) χ
V1⊗V2

= χ
V1
· χ

V2
.

Prueba.

(1 ) Sean V = V1 ⊕ V2 y B1,B2 bases de V1 y V2 respectivamente; entonces B = B1 ∪ B2 es
una base de V y la matriz asociada a (ρ⊕ ρ̃)(g) es de la forma (cfr. con (1) de 4.2)

[ρ⊕ ρ̃]B =

(
[ρ(g)]B1 0

0 [ρ̃(g)]B2

)
de donde

χ
V1⊕V2

(g) = Tr [(ρ⊕ ρ̃)(g)]B = Tr [ρ(g)]B1 + Tr [ρ̃(g)]B2 = χ
V1

(g) + χ
V2

(g).

5Véase el ejemplo 3.6.
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(2 ) Si vj y wk son vectores propios asociados a λj y µk respectivamente, entonces(
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

)
(vj ⊗ wk) = ρ(g)(vj)⊗ ρ̃(g)(wk) = λjvj ⊗ µkwk = (λjµk)(vj ⊗ wk)

lo cual implica que λjµk es valor propio de vj ⊗ wj. Esto es, {vj ⊗ wj}m,nj=1,k=1 es una
base de vectores propios de ρ(g)⊗ ρ̃(g). Luego

χ
V1⊗V2

= Tr
[
ρ(g)⊗ ρ̃(g)

]
=

m∑
j=1

n∑
k=1

λjµk

=

(
m∑
j=1

λj

)(
n∑
k=1

µk

)
= Tr

[
ρ(g)

]
· Tr

[
ρ̃(g)

]
= χ

V1
· χ

V2

Definición 4.5. Sean χ y ψ los caracteres de dos representaciones de un grupo G. Como
en este trabajo sólo se están considerando grupos finitos, la suma

〈χ, ψ〉 :=
1

|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g−1) (28)

es finita y se comporta como un producto interno, en el sentido de que es bilineal,
simétrica y 〈χ, χ〉 6= 0 para todo caracter χ.

El resultado que sigue permite determinar ciertas caracteŕısticas de las representaciones
a través de la ortogonalidad de sus caracteres.

Teorema 4.6. [8, pág. 189] Sean V y W representaciones de un grupo G. Luego

(1 ) Si V y W son irreducibles no isomorfas, entonces sus caracteres son ortogonales, i.e.
〈χ

V
, χ

W
〉 = 0.

(2 ) Si V es irreducible, entonces 〈χ
V
, χ

V
〉 = 1.

Nótese que el primer inciso da una condición necesaria para la irreducibilidad de una
representación. Por su parte, el segundo inciso nos da una condición necesaria para la irre-
ducibilidad y no isomorf́ıa de dos representaciones.

Ejemplo 4.7. Sea (V, ρ) la representación regular6 de grado n de un grupo G 6= {1} de orden
también n, y sea χ su caracter (se omite el sub́ındice). Por la ecuación (27) del ejemplo 4.3,
se tiene que χ(g) = 0 si g 6= 1, y χ(1) = n, de donde

〈χ, χ〉 (28)
=

1

n

∑
g∈G

χ(g)χ(g−1) =
1

n
χ(1)χ(1) =

1

n
n · n = n 6= 1.

Por consiguiente, la representación regular de grado n > 1 no es irreducible.
6Véase el ejemplo 3.6.
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Teorema 4.8. Sean (V, ρ) y (W, ρ̃) dos representaciones de un grupo G. Entonces

(a) Si V admite una descomposición en representaciones irreducibles distintas

V = V ⊕a11 ⊕ · · · ⊕ V ⊕akk (29)

entonces 〈χ
V
, χ

Vi
〉 = ai. Además, ai es independiente de la descomposición elegida.

(b) V ∼= W si y sólo si χ
V

= χ
W

.

(c) Si 〈χ
V
, χ

V
〉 = 1, entonces V es irreducible.

Prueba.

(a) Se sigue del numeral (1) de la proposición 4.4 y del teorema 4.6, ya que

χ
V

= χ
V
⊕a1
1

⊕···⊕V
⊕ak
k

= χ
V
⊕a1
1

+ · · ·+ χ
V
⊕ak
1

= a1χV1 + · · ·+ akχVk .

(b) =⇒) Supongamos que V ∼= W y sea φ : V −→ W un isomorfismo. Entonces para toda
g ∈ G se tiene que φ ◦ ρ(g) = ρ̃(g) ◦ φ, de donde ρ(g) = φ−1 ◦ ρ̃(g) ◦ φ, y por lo tanto
χ
V

(g) = Tr
(
ρ(g)

)
= Tr (φ−1 ◦ ρ̃(g) ◦ φ) = Tr

(
ρ̃(g)

)
= χ

W
(g).

⇐=) Supongamos ahora que χ
V

= χ
W

. Por el inciso (a), ρ(g) y ρ̃(g) contienen, cada
uno, una representación irreducible el mismo número de veces. Por lo tanto, V ∼= W .

(c) Supongamos que 〈χ
V
, χ

V
〉 = 1 y sea V ⊕a11 ⊕· · ·⊕V ⊕akk la descomposición en irreducibles

de V . Luego

〈χ
V
, χ

V
〉 = 〈χ

V
, a1χV1 + · · · akχVk 〉

= a1〈χV , χV1 〉+ · · ·+ ak〈χV , χVk 〉
(a)
= a1 · a1 + · · ·+ ak · ak

=
k∑
i=1

a2
i

= 1.

De modo que algún ai es 1 y todos los demás son cero, de donde V ∼= Vi y por lo tanto
V es irreducible.

Nótese que mientras la proposición 3.17 garantiza la existencia de una descomposición
en irreducibles de una representación V , el teorema 4.8 en su inciso (a) permite calcular
los ai con independencia de la descomposición elegida; el inciso (b) es el porqué del término
caracter al que hace referencia el pie de página de la definición 4.1: la función χ

V
caracteriza

a la representación (V, ρ) en el sentido de que dos representaciones con el mismo caracter
son isomorfas; y finalmente, en su inciso (c) proporciona una condición suficiente para la
irreducibilidad de una representación. Esto prueba el poder de la teoŕıa de caracteres.
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5. Conclusiones

Si bien los resultados discutidos no son todos los que se conocen, estos dan un funda-
mento sólido a la teoŕıa de representaciones de grupos finitos y proporcionan una razón para
profundizar más en ella, aśı como también en la teoŕıa de caracteres. Aun cuando su alcance
no se limita sólo al ámbito matemático, se optó por dar un panorama breve pero lo más
general posible dentro del mismo, con el fin de que el lector pueda apreciar la belleza de las
matemáticas detrás de estas poderosas herramientas. Para lograr también dicho objetivo, se
incluyó una gran cantidad de ejemplos, expuestos (en su mayoŕıa) con gran detalle, haciendo
más amenas las ideas y los conceptos presentados aqúı.

Los autores esperan que este trabajo sirva de motivación a la comunidad cient́ıfica para
continuar con el estudio de la teoŕıa de representaciones, sus alcances y aplicaciones en otras
ramas de la ciencia además de las matemáticas, la f́ısica y la qúımica.
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