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Resumen

En este articulo de difusion describiremos un crecimiento poblacional continuo en el que
los individuos se multiplican y son estadisticamente independientes entre si con una tasa de
crecimiento relativa o per cdpita constante. En 1951 William Feller realizé el andlisis encon-
trando la densidad de transicion del proceso resolviendo la ecuacion de Fokker-Plank. En este
trabajo se desarrolla el tratamiento dado en el libro de Fima C. Klebaner titulado “Introduc-
tion to stochastic calculus with applications”, en el cual la teoria del cdlculo estocdstico es
usada para obtener informacion del proceso directamente de su ecuacion diferencial estocdstica
correspondiente.

1 Introduccién

Después de las definiciones de la derivada de una funcién y de la integral de Riemann, una
enorme gama de problemas de las ciencias naturales, sociales y bioldgicas quedaron bajo
el dominio de la teoria de funciones de una variable real. Las principales componentes de
esta teoria son el uso de la diferenciaciéon para describir razones de cambio, el uso de la
integracion para pasar al limite en la aproximacion por sumas y el teorema fundamental
del célculo, el cual relaciona ambos conceptos y hace mas accesible los computos de estos
limites de sumas (integrales). Esta teorfa dié lugar al concepto de ecuaciones diferenciales
ordinarias, y la aplicacién de estas ecuaciones para modelar fenémenos del mundo real revela
el enorme potencial del célculo.

El calculo estocastico surge de la necesidad de dar sentido a ecuaciones diferenciales or-
dinarias que, con la finalidad de obtener modelos matematicos mas realistas del fenémeno en
cuestion, involucran procesos estocasticos. A manera de ilustracién consideremos el siguiente
modelo sencillo de crecimiento de poblacion

dXt = Oé(t)Xtdt, X() = Xy,

donde X; es el tamano de la poblacién al tiempo t y «(t) es la tasa relativa de crecimiento
al tiempo t. Podria ocurrir que dicha tasa de crecimiento no esté completamente determi-
nada debido a su dependencia de algunos fenémenos ambientales aleatorios, de manera que
tendremos

aft) = p(t) + R,
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donde la funcién u(t) es determinista y se desconoce el comportamiento exacto del “ruido”,
R;. Formalmente, el proceso R; puede verse como la derivada de un proceso estocastico W,
es decir, R; = %, y asi, formalmente, obtenemos la ecuacién diferencial estocéastica

Sin embargo, la mayoria de los procesos estocasticos importantes, tales como el proceso
de Wiener, no son diferenciables (véase por ejemplo, [11] pp. 110-111). Por tal motivo,
el calculo estocastico toma el camino opuesto al del calculo ordinario; primero se define la
integral estocastica

t
Yt:/ XsdWy
0

de cierto proceso estocéstico {X;},., con respecto a cierto proceso estocastico {W;},, ¥y
luego se le da sentido a la diferencial estocdstica a través del “teorema” fundamental del
calculo. Este “teorema” es en realidad una definicién en el calculo estocastico, debido a
que la diferencial no tiene mas significado que el que se le asigna mediante una integral
estocastica, esto es, si {X;},., es un proceso estocastico que satisface la ecuacion integral
estocéstica -

t t
X :X0+/ ,u(S,Xs)dS—i—/ o (s, X,)dWs,
0 0
donde u(t,z) y o(t, z) son funciones dadas, se escribe
dXt = ILL(t,Xt) dt+0(t,Xt) th (1)

Existen muchos textos que consideran el caso donde {W;},, es una semimartingala (para
su definicion, véase por ejemplo, [12] p. 211), sin embargo, en este articulo de difusién nos
restringimos solo al caso en que {W,},, es un proceso de Wiener.

Las ecuaciones diferenciales estocdsticas (1) son el andlogo probabilista de las ecuaciones
diferenciales deterministas, y como se ejemplificé arriba, aparecen cuando se presenta aleato-
riedad en los coeficientes de las ecuaciones deterministas. Hoy en dia, la teoria de las ecua-
ciones diferenciales estocdsticas es un tema bastante desarrollado de la teoria de los procesos
estocasticos, con aplicaciones muy importantes en varios campos del conocimiento tales como
la economia, ingenieria, fisica, medicina y biologia. En particular, en la biologia el cédlculo
estocastico se usa para modelar los efectos de la variabilidad estocastica en la reproduccién
y evolucién genética de poblaciones (véase por ejemplo, [4] v [12]). En este articulo abor-
daremos la difusién de ramificacion de Feller, modelo para el crecimiento de cierto tipo
de poblaciones, que como veremos tiene un crecimiento medio exponencial; y encontraremos
ademads su probabilidad de extincién. Este tipo de procesos, aparte de ser de interés por
si mismos, surgen también como limite de sucesiones de procesos de ramificacién simples
cuando el tamano de la poblacién crece a infinito y la escala de tiempo se comprime de una
manera especifica (véase por ejemplo, [2] p. 262).
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2 Algunos conceptos y resultados sobre funciones y variables aleatorias

Recordemos que una particién P de [a, b] es un conjunto finito de puntos de [a, b], digamos,
P ={xp,x1,..., 2} tal que a = xy < 7y < --- < x, = b. Al nimero |P| = max;<;<,(; —
x;_1) le llamaremos la malla de la particién P.

Sean f, F : [a,b] — R funciones acotadas. Para una particion P = {xg,x1,...,x,} de
la, b] y una eleccién de puntos y; € [x;_1,2;], i = 1,2, ...n, se define una suma de Riemann-
Stieltjes de f con respecto a F por

S(f.F,P): nyz ;) = F(zi1)].

Definicién 2.1 Se dice que [ es Riemann-Stieltjes integrable respecto de F' en [a,b] si
existe un numero real, denotado por fab fdF o por f:f(as)dF(:lr), con la propiedad de que,
para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que |S(f, F,P) — fab fdF| < € para cualquier particion
P ={xo,21,...,x,} de [a,b] con |P| <0 y para cualquier eleccién de puntos y; € [x;_1,x;],
1=1,2,..n. Si existe, a la cantidad fab fdF sele llama la integral de Riemann- Stieltjes
de f con respecto a F en [a,b], y en este caso se escribe

/bde_ lim S(fFP)

IPl=

Observemos que en el caso particular en que F(z) = x se tiene la definicién de que una
funcion sea Riemann integrable.

El siguiente teorema nos brinda una condicion suficiente para reducir una integral de
Riemann-Stieltjes a una integral de Riemann. Su demostraciéon puede verse en [5] p. 232.

Teorema 2.2 Sean f,F : [a,b] — R funciones acotadas. Si F' existe y es Riemann inte-
grable en [a,b], entonces f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a,b] si, y
solo si, fF' es Riemann integrable en [a,b]. En cuyo caso,

/de /fF’

Los siguientes tres conceptos seran requeridos como condiciones sobre los coeficientes en
los resultados concernientes a la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferen-
ciales estocasticas (véase los teoremas 4.9 y 4.10).

Definicién 2.3 Una funcion f : R — R satisface la condicion de Holder de orden
a € (0,1] si existe K > 0 tal que para todo z,y € R

[f(z) = fy)l < K|z —y|*

Cuando f satisface la condicion de Holder de orden o = 1, se dice que [ salisface la
condicion de Lipschitz o que es una funcion de Lipschitz.
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Definicién 2.4 Una funcion f :[0,00) x R — R es localmente Lipschitz en x uniforme-
mente en t, si para cada N > 0 existe K(N) > 0 tal que para todo |x|,|y| < N y todo
t>0

[f(t,z) = f(t,y)| < K|z —yl.

Definicién 2.5 Una funcion f : R — R satisface la condicion de crecimiento lineal si
eviste K > 0 tal que para todo x € R

|f(2)] < K(|z] 4 1).
La prueba de la desigualdad que exponemos a continuaciéon puede verse en [13] p. 188.

Teorema 2.6 (Desigualdad de Gronwall) Sean f,g:[0,T] — [0,00) funciones y a > 0
tales que

Fo <o+ ' f(s)ds

para todo t € [0,T]. Entonces para t € [0,T]
¢
ft) <g(t)+ a/ g(s)e*t=)ds.
0

Dado un espacio de probabilidad (2, F, P), diremos que una propiedad es valida casi
seguramente (c.s.), cuando exista A € F tal que dicha propiedad se valga en Q\A y
P(A) = 0. De esta manera, diremos que una sucesién de variables aleatorias X,, converge
casi seguramente a una variable aleatoria X si existe A € F con P(A) = 0 tal que
Xnp(w) = X (w) para todo w € Q\A. En este caso escribiremos X,, = X c.s.

Otros tipos de convergencia de sucesiones de variables aleatorias son dadas en la siguiente
definicion, donde Fx denota a la funcién de distribucién de la variable aleatoria X.

Definicién 2.7 Sean X, X1, X5, ... variables aleatorias.
a) X, converge en probabilidad a X, denotado por X, Rt X, st para cualquier € > 0,

P(|X,—X|>¢€¢) =0 cuando n — oo.

b) X, converge en distribucion a X, denotado por X, LN X, si para cualquier punto de
continutdad x de Fx,
Fx, (x) = Fx(z) cuando n — 0.

¢) X, converge en L a X, r > 1, denotado por X, = X, si

E(|X,—X|") =0 cuando n — oo.
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Es conocido (véase por ejemplo, las secciones 2.4, 2.5, 2.8 y 7.1 de [1]) que X,, = X =
X, 5 X = X, % X. También, X, » X cs. = X,, & X.

Tres importantes resultados bien conocidos en la teoria de integraciéon de Lebesgue son
los siguientes. La prueba de cada uno de estos puede verse en la seccién 1.6 de [1].

Teorema 2.8 Sean Y, X, X1, Xs,... variables aleatorias. Se tiene que

(Teorema de convergencia mondtona) Si Y < X, < X, c.s. para todon =1,2,...,
ElY| <00 y X, = X c.s., entonces

lim FX, = EX.

n—oo

(Lema de Fatou) Si X, >Y c.s. para todon =1,2,... y EY > —o0, entonces

liminf £X, > F (liminf X, ).
n— oo n—oo
(Teorema convergencia dominada) Si |X,,| <Y c.s. para todon=1,2,..., E|Y| < 0o
y X, = X c.s., entonces EX existe y
lim FX, = EX.

n—o0

3 Algunos preliminares sobre procesos estocasticos

Un proceso estocdstico a tiempo continuo es una coleccién X = {X;};>o de variables
aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad (€2, F, P), las cuales toman valores en
un espacio medible, llamado espacio de estados. Para nuestros propdsitos el espacio de
estados es (R, B(R)), donde B(R) es la o-édlgebra de Borel en R. El indice t € [0,00) es
interpretado como el tiempo. Para cada w €  fijo, la funcién ¢t — X;(w), que mapea [0, c0)
en R, es una trayectoria o realizacién del proceso X. Si las trayectorias son continuas, se
dice que el proceso estocastico X es continuo.

Necesitaremos, mas adelante, la siguiente version simplificada del teorema de Fubini (para
una versién mas general véase [1] pp. 105-106).

Teorema 3.1 (Teorema de Fubini) Sea {X,},., un proceso estocdstico continuo. Sil es
un subintervalo de [0, 00) tal que

/E\Xt|dt<oo,
1

entonces las trayectorias de X son integrables y

/EXtdt = E/Xtdt.
I I
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Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), a una coleccién F = {F, };>¢ de sub-o-algebras
de F se le llama una filtracién, si F;, C F; para s < t. En este caso a (2, F,F, P) se le
llama espacio de probabilidad filtrado.

Definicién 3.2 Un proceso estocdastico X = {X;}i>0 es adaptado a la filtracion F si, para
cada t > 0, X; es Fi-medible.

La filtracion méds pequena respecto a la cual un proceso X = {X;};>¢ es adaptado es la
generada por s{ mismo, {F;* }+>o, dada por F;¥ = o(X, : s < t). Esta filtracién es conocida
como la filtracion canodnica de X y se interpreta como la informacion generada por el
proceso X.

Definicién 3.3 Sean X = {X;}i>0 y Y = {Yi}+>0 procesos estocdsticos.

a) La variaciéon cuadrdtica de X sobre [0,t] se define como el limite en probabilidad
(cuando exista)

[Xv X]t = hmZ(Xti - Xti—1)27
i=1

donde el limite es tomado sobre las particiones P = {to,t1,...,t,} de [0,t] con |P| — 0.

b) La covariacion cuadrdtica de X yY sobre [0,t] se define como
1
(X, Y] = 5([X +Y, X + Y] - [X, X[ = [V, Y]).

Definicién 3.4 Una variable aleatoria T : 2 — [0, 00] es un tiempo de paro respecto a la
filtracion {Fi >0 si, para cada t > 0, {1 <t} € F;.

La demostracién del siguiente resultado puede verse en [3] p. 44.

Teorema 3.5 Si X es un proceso estocastico continuo, adaptado a una filtracion F y A €
B(R), entonces la variable aleatoria

T4 =inf{t >0: X, € A},

donde convenimos que inf () = oo, es un tiempo de paro.

Definicién 3.6 Sea T un tiempo de paro respecto a la filtracion {F;}i>o. Los eventos ob-
servados antes o en el tiempo T son descritos por la o-dlgebra

F.={AeF:An{r <t} e F para todot > 0}.

Definicién 3.7 Sean 7 un tiempo de paro y X = {X; >0 un proceso estocdstico.

a) Se define la variable aleatoria X, sobre el evento {7 < oo} como X;(w) = X, (w).
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b) El proceso parado en 7, X7 = {Xi: }i>0, se define por Xipr(w) = Xinr(w)(w).
Observemos que el proceso parado estd bien definido puesto que ¢t A 7 := min{t¢, 7} < oo.

Definicién 3.8 Un proceso estocdstico X = {X;}i>0 adaptado a una filtracion {F;}i>o con
E|X;| < oo para todo t > 0 es una martingala si, para cualesquiera 0 < s < t,

E(Xi|Fs) = X c.s.

El siguiente resultado nos proporciona una condicién suficiente para que una martingala
converja. Su demostracién puede ser consultada en [12] p. 187.

Teorema 3.9 51 X = {X,};>0 es una martingala cuadrado integrable, es decir,
sup,so B(X}) < 0o, entonces Xoo = limy_,oo X, eziste c.s. y E|X| < c0.

Definicién 3.10 Un proceso estocdstico X = {X;}i>o adaptado a una filtracion F es una
martingala local si existe una sucesion creciente de tiempos de paro 7,, llamada sucesion
localizante, tal que 7, T 0o cuando n — oo y para cada n, X™ = {Xir, >0 €s una
martingala.

Es facil ver que cualquier martingala es una martingala local. El teorema que exponemos
enseguida nos da una condiciéon suficiente para que el reciproco de este hecho se cumpla. Su
prueba puede verse en [12] p. 202.

Teorema 3.11 Sea X una martingala local con Xo = 0. Si E[X, X]; < oo para todo t > 0,
entonces X es una martingala. Si sup;s, E[X, X]|; < oo, entonces X es una martingala
cuadrado integrable.

Definicién 3.12 Sea X = {X;}i>0 un proceso estocdstico. Si para todo y € R y para
cualesquiera 0 < s < t se satisface

P(Xt S yl'Fs)() - P(Xt S y|Xs) C.s., (2)

se dice que X es un proceso de Markov.

La condicién (2), conocida como la propiedad de Markov, nos dice intuitivamente que
el comportamiento de X en el futuro depende tinicamente de su estado presente y no de su
comportamiento en el pasado.

Definicién 3.13 Un proceso de Markov X = {X;}i>0 es un proceso de Markov fuerte
si, para cualquier tiempo de paro finito T respecto a {F{* }i>0 y para cualesquiera y € R y
t >0 se cumple

P(Xre S y|Fr) = P(Xrie S ylX7) s,
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Definicién 3.14 Un proceso estocdstico W = {W;}i>¢ es un proceso de Wiener o
movimiento browniano si

a) Wo =0 c.s.

b) Tiene incrementos independientes, esto es, para cualesquiera 0 < t; < to < --- < t,, las
variables aleatorias Wy, Wy, — Wy, ... Wy, — W, _, son independientes.

c) Posee incrementos gaussianos, es decir, para cualesquiera 0 < s < t, Wy—Wy ~ N(0,t—s).

d) Tiene trayectorias continuas c.s.

4 Algunos preliminares del calculo estocastico

Denotaremos por 14 a la funcién indicadora de un conjunto A, es decir, 14(x) =1siz € A
y la(z) =0siz ¢ A.

Definicién 4.1 Sea W un proceso de Wiener. Un proceso estocdstico X = {X;}o<i<r €S

un proceso simple adaptado si existen tiempos 0 =ty < t; < --- < t, =T y variables
aleatorias &y, &1, ..., En_1 con & constante, &; ft‘jv—medz'ble yE () <o0,i=0,1,...,n—1;
tales que
n—1
Xt = 501{0} (t) + Z £i1(ti,ti+1]<t>' <3>
i=0

Definicién 4.2 La integral de Ito del proceso simple X dado por (3) con respecto al
proceso de Wiener W se define como

T n
/ Xtth == Z 5i—1<Wti - Wtifl)‘
0 i=1

Sea X™ una sucesién de procesos simples adaptados convergentes en probabilidad a un
proceso X. Entonces bajo ciertas condiciones, la sucesiéon de sus integrales fo X[ dw,

también converge en probabilidad a una variable aleatoria J, la cual es tomada como la
integral de 1t6 [ X,dW,.

Teorema 4.3 Si X es un proceso continuo y adaptado, entonces la integral de Ito fOT X dW,
estd bien definida. Mds ain, Y; = fot X dWy estd bien definida para todo t < T. Ademds, el
proceso Y ={Y;}o,<p €s una martingala local continua con variacion cuadrdtica

t
vl = [ Xidas
0

La prueba del teorema 4.3 puede ser consultada en [13] pp. 70-73 y en [6] pp. 77-79.
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Definicién 4.4 Un proceso estocdstico X es un proceso de Ito si
t t
Xt:XO—i—/,usds—l—/ osdWs, 0<t<T, (4)
0 0

donde Xy es Fy¥-medible, los procesos ju y o son adaptados a TV con fOT \ps|ds < ooy

fOT o2ds < 0o. Si el proceso X satisface (4), se dice que tiene diferencial estocdstica

dXt = /,Ltdt + O'thVt, 0 S t S T.

Definicién 4.5 Si X es un proceso de Ito que satisface (4) yY es un proceso adaptado que
satisface fot Yips| ds < ooy fot Y202ds < oo, entonces fot Y,dX, se define por

t t t
/ stXs = / }/Sﬂsds +/ Ytso-des‘ (5>
0 0

0

Las demostraciones de los siguientes dos teoremas pueden ser consultadas, por ejemplo,
en la seccién 7 del capitulo II de [15].

Teorema 4.6 (Férmula de Ito) Sean X un proceso de Ito que satisface (4)y f:R — R
una funcion dos veces continuamente diferenciable. Entonces f(X) es también un proceso
de Ito con la representacion

_ ’ / 1 ! " 2
FX0 = 50 + [ P+ 5 [ (et (0
La representacién diferencial de (6) es
df (Xi) = (f,<Xt),Ut + %f”(Xt)Utz) dt + f'(Xi)o dW.

Sean X y Y procesos de It6 que satisfacen
dX; = X dt + oXdW, (7)

dY, = p) dt + of dW,. (8)

Teorema 4.7 (Férmula de integracion por partes) Sean X y Y procesos de Ito que
satisfacen (7) y (8), entonces,

~—

t t t
XY = XoYo +/ X dYs + / YidX, + / oXoY ds. (9
0 0 0
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La representacién diferencial de (9) es

d(X;Y;) = X4dY; + Yid X, + 0 o) dt.

Una ecuacién diferencial estocastica conducida por el proceso de Wiener, W, tiene
la forma

dXt = M(t, Xt)dt + U(t, Xt)th, (10)

donde las funciones pu(t, z) y o(t, x), llamadas deriva y coeficiente de difusién respecti-
vamente, son conocidas y el proceso estocastico X es desconocido.

Definicién 4.8 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, y sea W un proceso de Wiener so-
bre (0, F, P). Un proceso estocdstico X adaptado a la filtraccion {F¥ }i>o es una solucion
fuerte de la ecuacion diferencial estocdstica (10) si para todot > 0 las integrales fot w(s, Xs)ds

y [l o(s, X)W, existen, y
t t
X = Xy —l—/ w(s, Xs)ds +/ o(s, X, )dW,.
0 0

A una solucién fuerte X de (10) se le conoce también como difusién de Ito.

Asi como en el caso de ecuaciones diferenciales deterministas, en el caso estocastico
también existen teoremas para la existencia y unicidad de soluciones fuertes de ecuaciones
diferenciales estocéasticas. La demostracién del siguiente teorema de existencia y unicidad
puede ser consultada en [8] pp. 104-107.

Teorema 4.9 (Existencia y unicidad) Si u(t,x) y o(t,x) son localmente de Lipschitz
en x uniformemente en t, y satisfacen la condicion de crecimiento lineal en x, entonces
existe una unica solucion fuerte X de la ecuacion diferencial estocdstica (10). Ademds, X
es continuo.

Se conoce también que las difusiones son procesos de Markov fuertes (véase por ejemplo,
[14] pp. 20-21).

El siguiente resultado, especifico para ecuaciones diferenciales estocasticas de dimension
uno, requiere condiciones menos estrictas para garantizar la existencia y unicidad de ecua-
ciones diferenciales estocasticas, el cual exponemos en su version mas simple, esto es, para
ecuaciones diferenciales estocasticas con coeficientes homogéneos en el tiempo. Su de-
mostracién puede verse en [16] p. 265.

Teorema 4.10 (Yamada- Watanabe) Si j(x) satisface la condicion de Lipschitz y o(z)
satisface una condicion de Hélder de orden o > 1/2, entonces existe una tnica solucion
fuerte para la ecuacion

dX, = p(X,)dt + o(X,)dW;. (11)
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Otro concepto de solucién (que no trabajaremos aqui) de una ecuacién diferencial es-
tocastica es el de solucion débil, el cual permite dar significado a las ecuaciones diferen-
ciales estocasticas que no tienen soluciones fuertes. Las soluciones débiles son soluciones en
distribucion, pueden ser definidas sobre algin espacio de probabilidad filtrado y existir bajo

condiciones mas débiles sobre los coeficientes de la ecuacién (véase por ejemplo, la seccion
5.3 de [11]).

Si las derivadas parciales 2pu(t,z), Zo(t,z) y aa—;a(t,x) existen, es conocido (véase
9] p. 102) que si la probabilidad de transicién P(s,z,t,y) = P (X; <y|X; =xz) de la
difusién X tiene una densidad de transicién p(s,x,t,y), es decir, P(X; <y|X;=2x) =
[Y p(s,z,t,2)dz, tal que 2p(s, z,t,y), 8yp(s r,ty)y 8y2p(s x,t y) existen, entonces para
t > s, p(s,z,t,y) satisface la ecuacién diferencial parcial

8 8 1 02 2
A esta ecuacién se le conoce como la ecuacién hacia adelante de Kolmogorov o la
ecuacion de Fokker-Plank.

Reciprocamente, si las condiciones de existencia y unicidad de soluciones de la ecuacion
(10) se cumplen y p(s, z,t,y) como una funcién en ¢ y y, satisface la ecuacion (12), entonces
p(s,z,t,y) es la densidad de transicién de la soluciéon X de (10) (véase [11] p. 369).

Nos restringiremos ahora a ecuaciones diferenciales estocasticas de la forma (11). En este
caso la probabilidad de transiciéon P(s,z,t,y) = P(0,x,t —s,y) depende sélo de t — s (véase
el teorema 6.10 de [12]). Por lo que en este caso, la probabilidad de transicién es denotada
por

P(t,xz,y) = P(s,z,t+ s,y) = P(0,z,t,y) = P (X; < y|Xo =),

y su densidad, cuando existe, es denotada por p(t,z,y). La ecuacién de Fokker-Plank (12)
queda expresada como

0 ; 0 10*
ap( » Ly y) - _a_y (M(y)p(ta x7y)) + Ea_yg (U (y)p(ta xhy)) :

Consideremos una difusiéon X que satisface la ecuacion diferencial estocéstica con coefi-
cientes homogéneos en el tiempo (11). Sean 7 el primer tiempo de salida de X de un intervalo
(a,b), esto es,

=inf{t>0:X; ¢ (a,0)},

y T, el primer tiempo en el cual la difusién X alcanza el valor x € [a, b], es decir,
=inf{t >0:X; =uz}. (13)
Del teorema 3.5 se observa que tanto 7 como 7, son tiempos de paro. M4és atn, por la

continuidad de X, es claro que 7 = min {7,, 7}.

El siguiente teorema (cuya demostracién puede ser consultada en [12] p. 163) nos da
una férmula para calcular la probabilidad de que el proceso alcance b antes de alcanzar a,
P, (15 < 7,) = P (1 < 74| X0 = ).

11
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Teorema 4.11 Si o(z) > 0 es continua en [a,b] y Xo =z, a < x < b, entonces

P, (m,<T,) = Sz) = Sla)

S(z) = / exp (- / i/;—éyy))dy) du, (15)

con xy y x1 siendo constantes indeterminadas.

donde

A la funcién S se le conoce como funcién de escala, y es una solucién de la ecuacién
diferencial ordinaria (véase [12] p. 162)

502(:,;)5"(3;) +u(@)S' () = 0.

5 Difusion de ramificacién de Feller

Deseamos, en esta seccién, describir un crecimiento poblacional continuo en el que los indi-
viduos se multiplican y son estadisticamente independientes entre si con una tasa de creci-
miento relativa o per capita constante; en este caso, el desplazamiento medio infinitesimal
y la varianza son necesariamente proporcionales al tamano instantaneo de la poblacion. De
esta manera, si X; es una variable aleatoria que representa al tamano de la poblacion en el
instante ¢ > 0, entonces el proceso X = {X;},., serd un proceso de Markov para el cual
existiran constantes o y o tales que -

limt'E (X, — 2| Xy = 2) = ax
t—0

. -1 . 2 _ — 2
11_1%15 E[(X,—2)" | X =z] =0’z

Asi, por el teorema de Yamada-Watanabe (teorema 4.10), el proceso es la solucién unica de
la ecuacién diferencial estocastica

dXt = O{Xtdt + o/ Xtth. (16)

La ecuaciéon de Fokker-Plank correspondiente es

0 0 o? 0

—p(t,z,y) = —a— t,x,y)) + ——== t,x,y)). 17
prdCEA) 3y (yp(t, 2,9)) + 5 oy (yp(t, 2, y)) (17)
En 1951 el matemdatico William Feller [7] realizé el andlisis de este proceso de difusion X
resolviendo la ecuacién diferencial parcial (17). En el presente articulo desarrollaremos el
tratamiento realizado en [12] (seccién 13.1) mediante la aplicacion de la teorfa del calculo
estocastico para obtener informacion de dicho proceso directamente de la ecuacién diferencial
estocéstica (16).
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Cabe destacar que aunque el crecimiento de una poblacién es, estrictamente hablando,
un proceso discontinuo, para poblaciones grandes el modelo continuo es una aproximacion
muy razonable, siempre y cuando se use una escala de tiempo apropiada (véase por ejemplo,
la seccion 6 del capitulo VI de [2], o la seccion 4 de [10]).

El primer resultado muestra, como es de esperarse, que la solucién de (16) es no negativa
y que una vez que toma el valor 0, permanece por siempre en 0.

Teorema 5.1 P(X; > 0 para todo t > 0) = 1. Ademds, si 79 = inf{t > 0 : X; = 0},
entonces Xy = 0 para todo t > 9.

PRUEBA. Consideremos primero a (16) con Xy = 0. Asi, es claro que X = 0 es una solucion,
y como la solucién es tinica, entonces en este caso X = 0 es la soluciéon. Consideremos ahora a
(16) con Xy > 0y al tiempo aleatorio 7y = inf{t > 0 : X; = 0}. Notemos que por el teorema
3.5, Tp es un tiempo de paro con X, = 0. De este modo, como X es un proceso de Markov
fuerte, entonces X; para t > 7y es la solucién a (16) con X,, = 0, y asi, X; = 0 para todo
t > 19. Por lo tanto, si Xy > 0, entonces X; > 0 paratodot < 19y X; = 0 paratodot > 7. m

El siguiente resultado describe el crecimiento medio de la poblacion.

Teorema 5.2 Sean Xo >0 y a > 0. Entonces EX; = Xoe® y {Xie ™ }i>0 es una martin-
gala no negativa que converge casi sequramente cuando t — oo a una variable aleatoria Z
con E|Z| < oo.

PRUEBA. Probaremos primero que EX; = Xpe®. Para ello veamos que X, es integrable.
Por el teorema 4.3 tenemos que { f(f \/stWs}tZO es una martingala local. Asi, podemos
elegir una sucesién localizante 7,, tal que el proceso parado en 7,, { fOtAT" VX dW}iso, €8
una martingala. Luego, escribiendo

tATh tATh
Xinr, = Xo+ X.ds + a/ v/ XdW,
0 0
y tomando esperanzas obtenemos
tATh
EXin, = Xo+aF Xgds,

0

pues debido a que el proceso {fOtAT" VvV XsdWs >0 es una martingala, 0 = o F/ fOOAT” VX AW, =

oF ftAT" VX dW, para todo t > 0. Como t A7, Tt cuando n 1 oo y dado que X es no

0
negativo, 0 < ftAT”

t .
o Xsds T fo Xqds cuando n 1 oo. Luego, por el teorema de convergencia
monotona,

tATh t
FE Xds — E/ X.ds
0

0
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cuando n T co. Por consiguiente,
t
EXinr, — Xo+ a/ EXds
0

cuando n 1 0o, donde hemos usado que, por el teorema de Fubini, Efot X,ds = f(f EX.ds.
Debido a que X es continuo, lim,joc Xinr, = X3, y por el lema de Fatou,

t
EX,=F liTm Xinr, = Elirr%inf Xins, < lin%inf EXinr, = liTm EXinr, = Xo + a/ EX.ds.
nfoo nioo nioo nioo 0
Asi, usando la desigualdad de Gronwall (teorema 2.6) obtenemos
t
EX; < Xo+a / Xoe®™)ds = Xoe.
0

Tenemos asi que FX; < Xpe™ < oo para todo t > 0, lo cual prueba que X; es integrable.

Veamos ahora que la martingala local { f(f VXsdWs}i>o es en realidad una martingala.
Notemos que por el teorema 4.3 y el teorema de Fubini

‘ : t t
E [/ \/XSdWS,/ \/XSdWS} = E/ Xsds:/ EXds
0 0 t 0 0

t
< XO/ e®ds = (Xo/a)(e™ — 1) < 00
0

para todo t > 0. De este modo, por el teorema 3.11, {fot VvV XsdWi}i>0 es una martingala.
En particular, 0 = Efoo VX AW, = Efot VX, dWy, y entonces, tomando la esperanza en

cada lado de la expresion integral de (16) resulta que EX; = Xo+ F fot aXds, de lo cual se
obtiene la ecuacién diferencial ordinaria % = aF X, con condicién inicial £ X, = X,. Por
lo tanto EX, = Xye.

Para probar que {X ;e *};5¢ es una martingala no negativa que converge c.s. a una
variable aleatoria integrable, observemos que tanto {X;};>¢ como {e~*'},>¢ son procesos de
[t6 para los cuales la férmula de integracién por partes (teorema 4.7) da

t t
Xe ™ = X, + / Xode ™ + / e “dX,.
0 0

Pero, de la ecuacién (5), tenemos que fot e dX, = fg e~ *aX,ds + fg e o/ X, dWy, y
aplicando el teorema 2.2 obtenemos que f(f Xede ™ = f(f —aXse *ds. De manera que

t
Y, = Xe ™ = X+ 0/ e” ¥/ X dWs,
0
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y asi, nuevamente por el teorema 4.3, {Y;};>¢ es una martingala local tal que

. . t
ElY,Y], = E{J / e/ X dWy, o / e—aS\/XSdWS] =F / ole 2 X ds
0 0 t 0
t

t t
= / ole 2 E X ds = / ole 2 X e ds = X002/ e “ds
0 0 0

- (XO%Q) (1— ).

Consecuentemente, sup,, E [Y,Y], = Xoo? [[" e **ds = XoZ < oo pues a > 0. Por lo
tanto del teorema 3.11, {Y;};>0 es una martingala cuadrado integrable, y asi del teorema 3.9
tenemos que existe una variable aleatoria Z con E|Z| < oo tal que

lim X;e ™ =27 cs.
t—o00

El siguiente resultado nos da la probabilidad de extincién de la poblacion cuando Xy =
x> 0.

Teorema 5.3 Sea Xg = x > 0. Entonces la probabilidad de extincion es e(720/7)7 gi oy > ()
ylsia<O0.

PRUEBA. Consideremos los tiempos de paro 75 y 7, con b > 0 definidos por (13). De la
ecuacién (14) obtenemos

P.(ro<m)=1-

donde S(x) esta dada por (15). En este caso particular resulta

* “ 20 1
S g — _d d — CT0 —cr __ ,—cr1
() / exp( / = y) w=——e (e — e ),

2 ¢
donde ¢ = =3 y o, 71 > 0. Asf,
e~ _ e—cb

P, (ro<m) = T

C

Observemos ahora que limy_o, P, (1o < 73) = ¢ * si a > 0 ya que e~ — 0 cuando b — oo,
y limy 00 Py (1o < 7)) = 1 si @ < 0 pues por la regla de L’ Hopital

) e T €_Cb ) a4 (e—C$ _ e—Cb) ) CG_Cb
lim ———— = lim ©
bosoo 1 —e=¢b b—oo &

15
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Por lo tanto, la probabilidad de extincién es

(-2)z 0
P — 1 P — e o ; Sl >
= (70 < Too) b (70 <) { 1, si a <0,

donde 7, = limy_,, 7 €s el tiempo de explosion, el cual es infinito si la explosién no ocurre.
La explosion ocurre si el proceso X toma el valor co en un tiempo 7., finito. [ ]
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