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Resumen

En este trabajo, basados en un articulo de V. P. Ermakov (1845-1922), se introducen los
llamados sistemas de Ermakov y su relacion con los sistemas de Lie. Los sistemas de Ermakov
involucran ciertos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias y han sido estudiados amplia-
mente desde finales de la década de los 1970s por sus conexiones con problemas importantes de
la fisica-matemdtica, como por ejemplo, el oscilador armdnico dependiente del tiempo, tanto
en el caso clasico como en el cudntico. Asimismo, varios casos de la ecuacion de Schridinger
se pueden estudiar desde la dptica de estos sistemas. Se abordard, también, su relacion con la
ecuacion de Riccati y la ecuacion de Kummer-Schwarz.

1 Introduccion

En 1880, el matemético ucraniano Vasily P. Ermakov, en un articulo publicado por la Uni-
versidad de Kiev (Ucrania) [1, 2], presenté un método para integrar ecuaciones del tipo

d?y dy
A2 + B = 1

suponiendo que se conoce una solucién particular de esta ecuacién diferencial. Como sabe-
mos, las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden con coeficientes varia-
bles, como (1), son completamente integrables sélo en unos cuantos casos. Con ello queremos
indicar que no existe un método general para obtener las soluciones de este tipo de ecua-
ciones, a diferencia, por ejemplo, del caso de una ecuacion con coeficientes constantes

d
— +a— +by =0, (2)
cuya la solucion general es de la forma

p(r) = crp1(x) + capr (),

donde @1 y 2 son soluciones independientes de (2), con ¢y, ¢y ciertas constantes [3].

Maés atn, en el caso de una ecuacion de la forma

d’y  dy
E‘i‘aa*'by—f(x)a (3)
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con f = f(x) una funcién continua en un cierto intervalo, la solucién general estda dada por
(13]):

Y =Py + crp1 + v,

donde 9, es una solucién particular de (3) y 1 ¥ 2 son soluciones independientes de la
ecuaciéon homogénea (2). Aqui es necesario aplicar el método de wvariacion de pardmetros
para encontrar la solucién particular v, [3].

En el trabajo original de Ermakov se obtienen soluciones completas para ecuaciones de
la forma (1) por medio de cambios de variables que las reducen a una cuadratura (calcular
una integral) y se presentan varios ejemplos que han resultado ser muy importantes por sus
multiples aplicaciones fisicas. Durante muchos anos, el trabajo de Ermakov [1] fue préc-
ticamente desconocido fuera de su entorno inmediato ya que fue publicado en ruso por la
Universidad de Ucrania y paso practicamente desapercibido para la comunidad matematica
de occidente. Es hasta finales de los 1970s que se di6 a conocer ampliamente en Europa
y América cuando James L. Reid llamé su atencion en sus investigaciones doctorales y sus
subsiguientes publicaciones, ver por ejemplo [5, 15, 16, 17].

En el citado trabajo de Ermakov [1, 2], también se muestra, con varios ejemplos, cémo
algunos tipos de ecuaciones no-lineales de segundo orden se pueden reducir, mediante cambios
de variables apropiados, al estudio de ecuaciones del tipo (1). Uno de los ejemplos mas
notables que presenta Ermakov en [1] es una ecuacién, que mucho tiempo después, y de
manera independiente, estudiaron W. E. Milne (1930) [13] y E. Pinney (1950) [14], la cual
representa un modelo para un oscilador armoénico, dependiente del tiempo, con un potencial
cuadrado inverso y que se puede escribir como

iy = (4)
Yy

donde k es una constante distinta de cero. Aqui, la notacién &, &, ..., indica las derivadas
de la funcién x = x(t) con respecto al parametro ¢, usualmente identificado con el tiempo.
La ecuacion (4), ahora llamada ecuacién de Ermakov-Milne-Pinney, revivid el interés por el
trabajo de Ermakov y contribuyo a que se reconociera una linea de investigacién en la fisica-
matematica, los llamados sistemas de Ermakov. En particular, Ermakov demuestra que la
ecuacién no-lineal (4) estd estrechamente relacionada del oscilador arménico dependiente del
tiempo en la frecuencia

i+ w?(t)z =0, (5)

la cual es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden. Mas ain, Ermakov demostré

que la funcién
1 z\?
I= [(xy —yi)® + (5)

donde C' es una constante, es una integral primera de (4), lo cual se comprueba por medio

=0, (6)

de un célculo directo: — = 0. Ademas, si z; = x1(t) y 23 = x2(t) son dos soluciones

particulares de (5), entonces sustituyendo estas soluciones en (6) se obtienen dos soluciones
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para (4). Abordaremos esto con mds detalle en la Seccién 4. A la cantidad conservada
I dada por (6) se le llama invariante de Ermakov-Lewis ya que también fue encontrado
posteriormente por R. Lewis en 1967 [12], de forma independiente.

Por otra parte, en 1950, Edmund Pinney presenté en [14] una solucién para la ecuacién

. 1
i+wit)r = et (7)
en la forma )
z(t) = (Au® + 2Buv + cv?)?, (8)

donde u = u(t) y v = v(t) son soluciones particulares, linealmente independientes, de (7).
Ademds, las constantes A, By C estdn relacionadas por medio de la férmula B2—AC' = 1/W,
donde W es el Wronskiano de las dos soluciones independientes v y v.

Precisamente, las dos ecuaciones (4), (5), junto con la integral primera (6), es lo que
caracteriza a un sistema de Ermakov. Es decir, un sistema de Ermakov viene dado por dos
ecuaciones acopladas ligadas por un invariante que nos permite encontrar soluciones de una
ecuacion, conociendo las soluciones de la otra.

Los sistemas de Ermakov forman un campo de investigacion muy activo en la actualidad
ya que son casos particulares de los llamados sistemas de Lie, los cuales obedecen ciertas
leyes de superposicion. De esta manera, es posible estudiar los sistemas de Ermakov desde
el punto de vista geométrico, utilizando las herramientas de la Teoria de Lie, lo cual nos
permite obtener sus simetrias [10, 16, 17] y asi, caracterizar conjuntos completos de sus
soluciones.

2 Sistemas de Ermakov

Para fijar notacion y nomenclatura, diremos que un sistema de Ermakov es un par de ecua-
ciones diferenciales de segundo orden, no-lineales, acopladas, de la forma:

i+ wit)e = #f (%) (9)
i+ =~ 5 (g) (10)

donde f y g son funciones arbitrarias en sus argumentos y w es la funcion de frecuencia, que
usualmente depende del tiempo. Ademas, el sistema (9)-(10) siempre posee una constante
de movimiento (invariante), que es de la forma

1 y/x z/y

I= g(acy —yi)? + (r)dr + / g(T)dr. (11)
Notemos que si f(y/x) =0y g(x/y) = x/y, entonces (9)-(10) nos dan las ecuaciones (5) y
(4), respectivamente. Asimismo, mediante un calculo directo, de (11) se tiene

1 z/y 1 1 2
It yip+ [ rar =g -yir a3 (1)

Y

15



16 GUADALUPE MIGUEL MUNGUIA GAMEZ

lo cual nos da (6). Aqui suponemos, que las funciones involucradas estén bien definidas y
son lo suficientemente derivables.

Si hacemos los cambios de variables u = & y v = , entonces el sistema de Ermakov
(9)-(10) se escribe como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

T =u, (12)
i = é () - 2, (13)
y=u, (14)
o= (2) - o (15)

y el campo vectorial, dependiente del tiempo, que representa este sistema esta dado por

0 0 1 5 0 1 9 0
X(0) =g+ v ()~ w0) 5+ (salafn) - H0n) 5. (10
Notemos que si definimos lo campos
0 0 1 0 1 0 0] 0
Zy —U%+Ua—y+wf(y/$)a—u+x—y29($/y)%y Zy = ro T Ya

entonces Z,, Z3 son campos que no dependen del tiempo ¢, pero se tiene
X(t) = Z1 + () Zs.

Ademas, notemos que si

7 1 0 N 0 0 0

=—|(x=— — —U— — V=

>T 2 Vo y@y ou Ov)’

entonces se tienen las siguientes relaciones entre los corchetes de los campos 7y, Zy y Zs:
[Zh Z3] = 2227 [Zlu ZQ] = Zl? [Z27 Z3] = Z3’

Esto nos permitira reconocer los sistemas de Ermakov como sistemas de Lie, como se vera
en la Seccion 5.

3 Algunos comentarios sobre el articulo de Ermakov

En esta parte haremos algunos comentarios sobre el articulo de Ermakov [1, 2]. Sin em-
bargo, por restricciones de espacio s6lo abordaremos algunos de los puntos principales de
este trabajo.
Consideremos la ecuacion diferencial lineal de segundo orden
d?y

dy
E—i—a(m)a—kﬁ(m)yzo (17)
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y supongamos que u = u(z) es una solucién particular de esta ecuacion, es decir,

du du

@‘FO&(ZE)@ﬁ-ﬁ(I)U:O (18)
Si multiplicamos (17) por u y (18) por ¥y, obtenemos dos expresiones que luego restamos
para eliminar los términos con [3(z) y se obtiene

d?y du dy du
7y - _y— ) = 1
Yz da? ta (udx dz 0 (19)
Un calculo sencillo nos muestra que el cambio de variable
dy du
w=u——y—
dx yda:
transforma la ecuacién (19) en
dw n
— +aw =
dx

la cual se puede integrar facilmente y se obtiene la solucién
w = cexp (—/adx) (20)

Por otra parte, mediante un cambio de varible apropiado, la ecuacién (17) puede transfor-
marse en otra ecuacién en la cual no esté presente el término de la primera derivada dy/dz.

En efecto, si hacemos
(=2 o)
y=zexp|—5 [« dx

entonces un calculo directo nos muestra que con este cambio de la variable dependiente v,

(17) se transforma en
d?z 1 , 1lda
_ (1. 1lda 21

da? <4Oé N 2dx 5) y (21)

Precisamente esta forma de la ecuacién (17) hace mas fécil encontrar condiciones de integra-
bilidad, como lo muestra Ermakov en [1] para el caso en que la expresién entre paréntesis de
la parte derecha de (21) es un cociente de ciertos polinomios. M4és precisamente, Ermakov
obtiene condiciones de integrabilidad para cualquier ecuacion de la forma

donde ¢ es una constante.

d?y nz*+E&x+1
dz?  (pad + g2 +rx + 5)° Y

(22)

donde n, & 7, p, q, v y s son constantes. De hecho, tales condiciones de integrabilidad
dependen, esencialmente, de las raices de la ecuacion

pr® +qr? +rr+s5s=0 (23)
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y Ermakov analiza los diferentes casos, proporcionando las soluciones para cada uno de
ellos y donde la herramienta principal es utilizar el método de fracciones parciales para
descomponer la funcién racional en el lado derecho de (22) y transformar la ecuacién a una
forma mas manejable.

Por ejemplo, en el caso de que todas las raices de (23) sean distintas se tiene la ecuacién
diferencial

d?y nx’ +&x+ 71

A2 " (w4 a) @+ b @+’

la cual es completamente integrable (se pueden obtener todas sus soluciones) si se cumple

que
4o 43 4y
\/”<a—b><a—c>i\/”<b—a><b—c>i\/”<c—a><c—b>

es un entero impar para alguna eleccion de los signos que acompanan a las raices. Aqui, «,
By v son los términos de la descomposicién en fracciones parciales de

nz*+&x+1
(z+a)’ (z+0)* (v + )"

Anélogamente, cuando (23) tiene dos raices iguales, la ecuacién (22) se puede escribir
como

2d2y_ o 6 v
et i = (e eroee o)

la cual es completamente integrable en los siguientes tres casos:

1. Si
4 B
CEDCEDNG

es un entero impar para alguna eleccion de los signos que acompanan a las raices.

1+

2.5Ma=0y

es un entero impar.
3. Sia=p0=0

Como mencionamos anteriormente, Ermakov analiza caso por caso, estableciendo condi-
ciones de integrabilidad y proporcionando ejemplos que, en la mayoria de los casos, son
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ecuaciones diferenciales no-lineales de segundo orden que reduce, por medio de cambios de
variable, a los casos integrables.

Por ejemplo, la ecuacion no-lineal

d?y
cos’r — = (asen’x + bsenx + c)y,

dz?

para a, b, c constantes, se transforma mediante el cambio de variables

senx = t, y:z(l—tQ)_i,
en la ecuacion ,
d°z 1 1
2 2 _ 2
(t —1)@—(@—1)1& +bt+c—§>z, (24)
la cual es completamente integrable si se cumple que la expresién
1 1
Z+a—b—|—cj: Z+a+b+012\/ﬁ (25)

es un entero impar para alguna eleccién de los signos. Para ilustrar esto, notemos que (24)
se puede escribir como

(t+1)(t—1)d—222 <(a—i)t2+bt+c—%> .

dt? (t+1)(t—1)

donde el coeficiente de z, en la parte derecha, lo descomponemos por medio de fracciones
parciales en la forma

(a—i)t2+bt+c—% B Q 6]
( t+D)(E—1) )‘(?IT+??T+7>’

y se obtienen los siguientes valores para o, 8y 7:

b+c+a—3 b+c+a—3
a:b___jf_i” ﬁ:__77_i’

En particular, para a = 1, b = 0y ¢ = 1, se tiene que (25) es igual a 5 y se satisface la
condicién de integrabilidad. Ademas, se tiene que

y (24) toma la forma

@+U@—m§§:(af%%%5)a (26)
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cuya solucién se puede expresar como

d2

5 5
= (t+1)1(t—1)1
s= (4 )i - )i

((t+1)%(t—1)%).

Haciendo los célculos necesarios en esta ultima expresion se obtiene la solucién de (26):

1
(t+1)i(t—1)5

z=—

Otros ejemplos que menciona Ermakov en su articulo son los iguientes:

1. La ecuacion de Riccati,

dy 2
— = Ay+ B 27
1 -V tAY+ B (27)
se trasforma, al aplicarle la transformacion
_ 1dz
YT A
en L 1
z z

la cual se obtiene después de derivar y con respecto a x y sustituir en (27). La solucién
de la ecuacién (28) es examinada por Ermakov para los diferentes casos ya que tiene
la forma de la ecuacién (1).

. La ecuacion

d%y dy\’ dy )
y@%—A (£> —|—Bya—|—0y =0, (29)

se transforma en una ecuacién del tipo (27) bajo el cambio de variables

y = exp (— / zdx) (30)

ya que se obtiene

dz
— =(A+1)z"—Bz+C.
1 (A+1)z z+
Si en la ecuacién (29) se toma A = —1, entonces se tiene el siguiente caso particular
dy  (dy\? dy
— — | = By—=+Cy* =0
Y dz? (dx TRV TV ’

la cual bajo, la transformacion (30), se reduce a una ecuacién lineal de primer orden,

dz
— 4+ Bz=20C.
P +Bz=C
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4 La ecuacion de Ermakov-Milne-Pinney

Uno de los ejemplos més notables que presenta Ermakov en [1] es el que da lugar al estudio
de los propiamente llamados sistemas de Ermakov. En efecto, Ermakov demuestra que si se
conoce una integral de la ecuacion

d?y

L= My, (31)

entonces es posible obtener una solucion para la ecuacion

d?z «

(32)

con « una constante. Para mostrar esto, notemos que es posible eliminar M de (31) y (32) si
sumamos lo que se obtiene al multiplicar estas ecuaciones por —z y por y, respectivamente.

Asi, se llega a la ecuacion
d?z d¥y  «

S Rl A 33
Y92~ “az ~ BV (33)
la cual se puede escribir como
d dz dy Q@
— ) = = 4
dz (ydx de) 237 (34)

Ahora, si multiplicamos ambos lados de la ecuacién (34) por 2(y& — z$%), se obtiene

d dz dy 2 2y d 1y
—|y——2z= =———— (= 35
dz (ydx de) z dz <z>’ (35)
la cual, después de integrar en ambos lados, resulta en
dz  dy\’ ay?
—Z _ ) =0 - = 36
(y da Zd:z:) 2 (36)

donde C' es una constante. Notemos que la ecuacién (36) es precisamente el invariante de
Ermakov-Lewis (6).

Para obtener soluciones explicitas de (31), Ermakov usa (36) para llegar a la expresién

Qo — ydz_—zdi/, (37)
C-%

de donde, al dividir en ambos lados por y? y simplificar, se obtiene

v e (8 (%

y2_y2\/0_az_y22_\/0_az_zf (i)\/CZ—i—a \/CZ_;_O"

21
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Si ahora multiplicamos en ambos extremos de esto tltimo por C' e integramos, obtenemos

dz [ 22
C/?—FO(): OE—Q, (38)

donde Cj es la constante de integracién. La férmula (38) representa, esencialmente, una
solucién de (32).

Por otro lado, como es suficiente con obtener soluciones particulares de (31), hacemos
C' =0 en (36) y se obtiene

la cual es una ecuacion de variables separables, por lo que es posible escribirla en la forma

@ B % n da/ —«

Yy z 22

Y

que al integrar, nos da
d
logy = log z + \/—oz/ —;E
z

Por lo tanto, una solucién explicita para (31) viene dada por
dx
Y=z exp (i\/ —a/ —2) . (39)
z

Notemos que cada eleccién de los signos en (39) una solucién particular para (31), con lo
cual es posible encontrar un conjunto completo de soluciones para (32).

Por otra parte, de la discusién anterior, es claro que cualquier solucién particular de (32)
nos permite encontrar soluciones de (31), lo que muestra la profunda interconexién entre
estas dos ecuaciones.

Notemos que si hacemos z =t y M = w?(t) de la ecuacién (31), entonces se obtiene la
ecuacion del oscilador armoénico dependiente del tiempo

— + W (t)y =0, (40)

y si hacemos o = 1 en (32), se obtiene la llamada ecuacién de Ermakov-Milne-Pinney,

d?z

1
_ = 2 JE—
1 w(t)z + = (41)

La soluciones de (40) y (41), presentada por Pinney en [14], es interpretada como una integral
primera de la ecuacién de tercer orden

d3z dx dw
— 4w dw—2 = 0. 42
dt3+wdt+ wdtx 0 (42)



SISTEMAS DE ERMAKOV, SISTEMAS DE LIE Y APLICACIONES

En fechas més recientes, Conte (citado en [5]) observa que el estudio de la ecuacién (41), la
llamada ecuacién de Kummer-Schwarz,

dz d3x A2z dz\* dz\”
2— — -3 — 4(=) —4? =] =0 43
at e <dt2) i (dt) “ (dt) ’ (43)
y la ecuaciéon de Riccati

d
d—gg—i—:zr;z—l—wz:O7 (44)

son analogos ya que el anélisis de una implica estudiar las otras dos ecuaciones [5].

Asi, por ejemplo, es facil verificar por medio de un calculo directo que la ecuacién de
Kummer-Schwarz (43), con el cambio de variable

dx 9
— 45
a - C (45)

se transforma en la ecuacién (41).

5 El algebra de Lie de campos vectoriales en los sistemas de Ermakov

Los sistemas de Lie fueron estudiados originalmente por Lie [4] y posteriormente por Guld-
berg [8] v Vessiot [9], aunque sus trabajos estuvieron olvidados por més de un siglo. Un
mayor interés por los sistemas de Lie se ha visto desde hace unos cuarenta anos, los cuales
son un campo de investigacion actual por sus muchas conexiones con varias ecuaciones de la
fisica-matematica, como los mencionados arriba.

Nuestro principal interés es mostrar como los sistemas de Ermakov son casos particulares
de sistemas de Lie y hacer un estudio unificado de varias de las ecuaciones que se han
mencionado. Una de las principales herramientas que utilizaremos es el llamado Teorema
de Lie, el cual nos caracterizard un sistema de Lie a través de algebras de Lie de campos
vectoriales.

Consideremos un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias (SEDO) en R”, que
podemos escribir como

dx
_— = t
dt f( 7':6)7
o, en forma explicita como
dl'l
_— t
dl‘g
—= = fo(t 46
dt f2( ,.’L’) ( )
dz,
= fn(t7x)

At

23
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donde f = (f1, f2, -, fn) v cada funcién f; : R x R" — R es de clase C*®. Aqui, x =
(21,29, ,x,) € R™

El campo vectorial dependiente del tiempo, en R"™, que define el sistema (46) esta dado
por

+...+fn<t’x) 0

0
X(t,2) = filt.x) —

8[1)1‘
el cual es una campo vectorial suave.

Un resultado muy importante demostrado por Lie [4] en el que se basa la Teoria de los
Sistemas de Lie es el siguiente.

Teorema 1 (de Lie) Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en R™ de la forma
(46) admite un principio de superposicion

®: (R")™ x R” — R"

sty solo si el campo vectorial, dependiente del tiempo
X(ta) = 3 flto) (an
im1 3%
se puede escribir localmente en la forma
X() =) a;(t)X; (48)
j=1

donde X1, Xs,--- , X, son campos vectoriales que generan un dlgebra de Lie real de dimension

r, de tal manera que
,

[XOH Xﬁ] = Z CZBX’Y

=1

para constantes reales clﬁ, cona,B,y=1,...,r.
Es precisamente a través del Teorema de Lie que se definen los llamados sistemas de Lie:

Definicién 1 Un sistema (no-autonomo) de EDO en R"™ se dice ser un sistema de Lie
si satisface la condicion del Teorema de Lie, esto es el campo que define el sistema (47),
satisface la condicion (48).

Por ejemplo, consideremos el oscilador armoénico dependiente del tiempo:

i+ w(t)z = 0. (49)
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Tomando el cambio de variable v = & esta ecuacion se escribe como un sistema de ecuaciones
direfenciales ordinarias de primer orden:

cuyas soluciones son las curvas integrales del campo vectorial dependiente del tiempo

0 9 0
X(t) = Var T w (t)x% (52)
Consideremos los campos
0 0
X1 = Ua—x, X3 = Zﬁ%,
y calculemos su corchete [X7, X3]:
o 0 0 0
[Xl,Xg] = |:’Ua—x,l’%:| :U% —.I‘a—x (53)

Vemos que (53) no es combinacion lineal de X; y X, por lo que agregamos el campo vectorial

1 0 0
X2 = 5 (ma—x - U%) s (54)

y tenemos que el conjunto de campos { X7, Xy, X3} satisface las relaciones
[X17X3] = _2X27 [XDXQ] :X17 [X27X3] :X37

que son precisamente las relaciones que definen el dlgebra de Lie 3-dimensional s[(2, R). Mas
aun, se tiene que el campo X (¢) en (52) se expresa como combinacion lineal de X7, X, X3:

X(t)=X14+0- Xy —w?(t) X3

De esta manera, de acuerdo con el Teorema de Lie, el sistema (50)-(51) es un sistema de Lie,
y por lo tanto, lo mismo podemos decir de (49).

En el caso de la ecuacion de Riccati,
i = a(t) + b(t)x + c(t)x? (55)

el campo vectorial, dependiente del tiempo, asociado a esta ecuacién es
2 8
X(t) = a(t) + b(t)x + c(t)x”] =,
ox
y si consideramos los campos vectoriales en R,

0 ) , 0
X1 = 1%, X2 —x%, X3 =T —,
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entonces es facil ver que
(X1, Xo] = X, (X1, X3] = 2X5, [(Xo, X3] = Xs.
Por lo tanto, el campo vectorial que define la ecuacion de Riccati se escribe como
X(t) = aXy +bXy + cXs.

Asi, los campos vectoriales { X, X5, X3} generan un dlgebra de Lie, que también en este
caso, es isomorfa a sl(2,R).

De una manera similar podemos ver que la ecuacién de Ermakov-Milne-Pinney
. 9 k
r=—w (t>$+57 (k#()):

es un sistema de Lie ya que esta ecuacion es equivalente al sistema

cuyo campo asociado es

Y(t) = v% - (—w2(t)a: - %) 9. (56)

Por otro lado, si tomamos los campos

0 k\ 0O 0

vemos que su corchete es,

0 0
Y1, Y3] = U + o

por lo que completamos con el campo

1 0 0
E:§P%_%i

y el conjunto {Y7,Ys, Y3} satisface las relaciones
[Y1,Y3] = 2Y5, Y1, Ya] =11, Y2, V3] = V3.

Notemos ademas, que
Y () = Yi +w?(0)Ys,
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por lo que los campos vectoriales {Y7,Y>, Y3} generan un élgebra de Lie de dimensién 3,
isomorfa a sl(2,R), por lo cual la ecuacién de Ermakov-Milne-Pinney es un sistema de Lie.

En el caso de un sistema generalizado de Ermakov, de la forma:

i= 1 <g> — W (t),

37 \x
.1 ry 9
= — — — t
i y3g($> w*(t)y,

donde f y g son funciones suaves, con x # 0, y # 0, se escribe como un sistema de ecuaciones
de primer orden

T = u,
1 ,.ry
i= 51 (5) <o
gj_va
1 Yy 2
0= 50 (5>—w(t)y,

y este define el campo vectorial

W(t) = ua2 + ( Ly (%) - w%)w) % + v(,% + (%g (ﬁ) - w2(t)y> %. (57)

3

Si se definen los campos vectoriales

R A AU O P A OF SR S

se tiene que el campo (57) se puede escribir como combinacién lineal de estos dos campos,
W(t) = W1 + w2(t)W3.

Mas aun, se tiene que

0 0 0 0
U — V=

ox + y@y ou ov

el cual no es combinacion lineal de W; y W3, por lo que definimos el campo,

[Wl, Wg] =T

Asi, se tienen las relaciones
[Wla WB] = 2W27 [Wh W2] = W17 [W27 WB] == W37

de donde se sigue que los campos vectoriales {Wy, Wy, W3} generan un dlgebra de Lie de
dimensién 3, isomorfa a sl(2,R), por lo que un sistema generalizado de Ermakov es un
sistema de Lie.

27
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En la Seccién 4 se vi6 la relaciéon entre la ecuacion de Kummer-Schwarz con las ecuaciones
de Ermakov-Milne-Pinney, Riccati y el oscilador arménico dependiente del tiempo via el
método de Ermakov. De nuevo se vera esta equivalencia pero ahora desde el enfoque de los
sistemas de Lie. Ya se mostré que las ecuaciones de Ermakov-Milne-Pinney, Riccati y del
oscilador arménico dependiente del tiempo inducen sistemas de campos vectoriales los cuales
generan un &lgebra de dimensién 3, isomorfa a sl(2,R). Ahora haremos lo mismo para la
ecuacion de Kummer-Schwarz, dada por

Br 3 /dr\ ' [d22)? dz\*? dz
i ) -2 ) 2b () —
a3~ 2 (dt) (dtQ) (@) <dt) 2 (58)

donde ¢y = ¢o(z) y by = byi(t) son funciones arbitrarias. Esta ecuacién la podemos escribir
como un sistema de ecuaciones de primer orden:

a7

o

a

da 3a? 3

a = 53 — 200(1’)0 -+ 2b1(t)’l)

Si consideremos los campos vectoriales

0 ) ) o 9  [(3a 2\ 0
N1 —21}%, NQ—’U%_{—ZCL%, Ng—U—x+a—+ (———200($)U ) -

se tienen que sus corchetes estdan dados por
[N17N3] = 2Ns, [Nb NQ] = Ny, [N27N3] = Njs.

De esta manera el conjunto { N1, Na, N3} genera una &lgebra de Lie de dimensién 3, la cual
es isomorfa a sl(2,R). Mas aun,

2
X(t) = vg + a2 + (g% — 2co(z)v® + 251@)1’) % = Ns + b1 () N1

Con esto se deja en claro la relacion estrecha que hay entre la ecuacion de Kummer-
Schwarz, Ermakov-Milne-Pinney, Riccati y el oscilador armoénico dependiente del tiempo y
sus soluciones. La relevancia de estas relaciones radica en que pueden ser utilizadas para
obtener una mejor interpretacion de sistemas fisicos que modelizan.

Agradecimientos: El autor desea agradecer al Dr. Guillermo Davila Rascon por las dis-
cusiones y la ayuda recibida en la preparacién de este articulo. También agradece a los
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