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Resumen

La ecuacion KdV ha sido objeto de mucho interés en los ultimos anos. Existen diferentes
esquemas numéricos para estudiar el problema de la interaccion de soluciones tipo soliton de
esta ecuacton. También existen varias maneras de resolver de manera exacta el mismo problema
de interaccion. En este trabajo se expone de manera detallada el procedimiento para resolver
la ecuacion KdV usando transformaciones de Backlund y se utiliza la solucion obtenida para
analizar el nivel de precision de algunos esquemas numéricos que se han publicado recientemente
para estudiar el problema de interaccion.

1 Introduccion

La ecuacién Korteweg-de Vries o KdV es una ecuacién diferencial parcial no lineal que mo-
dela un tipo de ondas, llamadas solitones (nombre acunado por Norman Zabusky y Martin
Kruskal, en 1965, [1], [8]), que histéricamente fueron observadas por vez primera sobre la
superficie del agua en un canal de baja profundidad.

La historia de esta ecuacién inicia en Agosto de 1834 ([6] pdg 7-15, [2]), cuando el
ingeniero naval escocés John S. Russell, realizaba experimentos en el Union Canal (en Her-
minston), para obtener un diseno mads eficiente para los botes. En una ocasién observé que
al detener repentinamente un bote que se trasladaba por el canal, se formé una elevacion
de agua delante de la proa, que siguié avanzando a lo largo de gran parte del canal sin
aparente cambio de forma o disminucion de velocidad, hasta que se destruy6 debido a las
irregularidades de la forma del canal.

Russell realizé6 numerosos experimentos sobre ondas en tanques y canales que el mismo
disené. A las ondas observadas les llamé ondas de traslacion y después ondas solitarias. A
partir de sus observaciones reporté cuatro propiedades ([2]):

(a) la onda en forma de un monticulo (heap) de agua se propaga aparentemente sin cambiar
su forma ni disminuir su velocidad;

(b) una cantidad inicial suficientemente grande de agua puede producir dos o mas ondas
solitarias, que se separaran con el tiempo;

(c¢) cuando dos ondas solitarias se cruzan, emergen de la interaccién “sin cambio de ningin
tipo”;
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(d) si h denota la profundidad del canal, una onda solitaria de amplitud 7 se traslada con
una velocidad ¢ dada por ¢ = g(h + ), donde g denota la aceleracién debida a la
gravedad.

En [3] se expone el desarrollo histérico que transcurrié desde el descubrimiento de Russell
de las ondas solitarias, hasta las investigaciones tedricas hechas por Boussinesq (Francia) y
por Rayleigh (Inglaterra), publicadas en 1871 y 1877; y por Korteweg y de Vries (Holanda)
en 1895, que culminaron en la formulacién de lo que se conoce como ecuacién KdV.

Una versién adimensional de la ecuacion KdV es

donde t y x denotan el tiempo y la posicién, respectivamente, y u denota la amplitud
de la solucién. Esta ecuacién tiene aplicaciones en muchos campos, como mecanica de
fluidos, acustica, 6ptica y biologia molecular, entre otros. Son innumerables los reportes de
aplicaciones de la KdV (1). En [4], por ejemplo, se estudian fenémenos de actstica no lineal,
flujo de magma, la gran mancha roja de Jupiter, fisica de plasmas, lineas de transmisién
eléctrica, entre otros, en los que aparece la ecuaciéon KdV como modelo bésico.

2 La solucién exacta

En esta seccién expondremos un procedimiento matematico sencillo para encontrar la solucién
tipo solitén de la ecuacién (1) ([6] pags. 21-22, [8] pags. 3-5).

A partir de la observacién experimental de que la solucion de la KdV es una onda que se
propaga sin cambiar de forma y con velocidad constante, buscamos una solucién de (1) de
la forma u(z,t) = f(x —ct), con ¢ € R constante. Haciendo el cambio de variable s = x — ct,
reescribimos (1) como

—cf' +6ff + f"=0. (2)

Integrando una vez (2) obtenemos
—cf +3f + f" =4, (3)

donde A es una constante de integracién. Multiplicando (3) por f’, integrando y despejando
la derivada restante se obtiene

N2 o f2

%)z—ﬁ+3—hﬁ+3, (4)
donde B es otra constante de integraciéon. Las condiciones a la frontera (sugeridas por la
forma del solitén) f, f/, f” — 0 cuando s — 400 implican que A = B = 0, y entonces (4) se
puede escribir en la forma

(f)? = f*c—2f). (5)
Nétese que, como estamos interesados sélo en soluciones reales, la ecuacién (5) implica que
¢ —2f > 0. Separando variables, escribimos (5) como
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por lo que
1 1 ‘ Ve—=2f —/c
JES— n prmm—
Ve o |Ve=2f+ /e
con xy constante de integracion. Para que las soluciones sean reales, debe cumplirse que
¢ > 0. Al despejar f y recuperar las variables originales, obtenemos

+(s — o),

Fx—ct) = ulx, t) = gseChZ (g(as et — :)30)). (7)

A la recta en el plano xt dada por x — ¢t — xy = 0 se le conoce como linea caracteristica. El
frente de la onda (es decir, el valor de = en el que se localiza la cresta para cada t > 0) se
“desplaza” sobre esta recta; xq es el frente inicial.

u(z, 0) u(z,t > 0)

c/2 c/2
| |
| |
| |
|

xX | X
o xo +ct

La expresién dada en (7) es un ejemplo de lo que se conoce como solitdn: una solucién
autosimilar (es decir, de la forma u(x,t) = f(z — ct)) de una ecuacién diferencial parcial
de evolucién no lineal, tal que la solucion y todas sus derivadas tienden a cero conforme
r — *£o0.

3 El problema de la superposiciéon

Cuando se tiene una ecuacion diferencial lineal, la combinacién lineal de dos o mas de sus
soluciones también es solucion de la ecuacién. Mas atn, el comportamiento grafico de la
combinacion lineal es, estrictamente, la superposicion de todas las graficas de las soluciones
involucradas. A esta propiedad se le conoce como superposicion lineal.

Supongamos que tenemos dos funciones tipo solitén f; y f2, que son soluciones particu-
lares de la misma ecuacion diferencial parcial lineal y que sus gréaficas son como las que se
muestran en las figuras 1 y 2.

Ahora, sea F' = f; + f5. Por el principio de superposicién lineal, F' también es solucién
de la ecuacién diferencial y su grafica se veria como se muestra en la figura 3. Los frentes de
f1 v f2 se desplazan a lo largo de sus lineas caracteristicas respectivas. Al momento de la
interaccién, los frentes se combinan y la curva soluciéon corresponderia a la curva punteada.
Después se separan, avanzando con las mismas propiedades (velocidad, amplitud, etcétera)
que poseian antes de interactuar. Esto ocurre en un escenario de interaccion lineal.

Para una ecuacion diferencial no lineal, no se satisface el principio de superposicion. Sin
embargo, en el caso de la ecuacion KdV se presenta un escenario muy parecido: si la condicién
inicial se toma como la superposicién de dos solitones (con frentes suficientemente alejados),
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Figura 3: Grafica de F', la superposicion lineal de las soluciones f; y fa.

la solucién tiene un comportamiento similar a la superposicién lineal antes y después de la
interaccién, pero se presenta un desfasamiento durante la interaccion de estos solitones.

Para explicar esto, supongamos ahora que f; y fo satisfacen una ecuacién diferencial
parcial no lineal. Sea G solucién de la misma ecuacion diferencial, tal que las graficas de G
y de fi + fo coinciden en el tiempo inicial. La dindmica de G estaria dada por la figura 4.

En la figura 4, ambos solitones se desplazan inicialmente sobre sus lineas caracteristicas
respectivas. Al momento de la interaccién ocurre un desfasamiento, lo cual resulta en el
solitén de mayor velocidad emergiendo con una fase ligeramente adelantada, pero propagan-
dose a la misma velocidad. El solitéon de menor velocidad, en cambio, emerge de la colisién
con una fase ligeramente retrasada, aunque méas notoria que la del solitén grande. Aunque
no puede apreciarse del todo en la figura 4, en el instante en que inicia la interaccién entre
solitones, las lineas caracteristicas (discontinuas) dejan de tener un comportamiento lineal.
Al terminar la interaccién, los solitones presentan nuevas lineas caracteristicas (punteadas)
paralelas a sus originales.

4 Transformaciones de auto-Backlund

Las transformaciones de Béacklund ([7] pags. 5-7), son un conjunto de relaciones entre e-
cuaciones diferenciales parciales y las soluciones de éstas. Consisten en un sistema de dos
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Figura 4: Grafica de G, con las lineas caracteristicas
antes (discontinuas) y después de la interaccién (punteadas).

ecuaciones diferenciales parciales de primer orden que relacionan a 2 funciones (a veces in-
volucrando algiin parametro adicional), que satisfacen cada una a alguna ecuacién diferencial
parcial.

Para explicar esta idea, sean P(u) = 0y Q(v) = 0 ecuaciones diferenciales parciales, con
u, v funciones que dependen de x y t. Entonces, es posible encontrar una pareja de relaciones
entre las funciones u y v:

Rl(”?”autavtauxavx7 . ,l’,t
R2(U7U7utuvt7umavm7 .. ,,’L’,t

(8)

SN—
1l
o O
——

tales que

e Eliminando u, ambas relaciones son integrables y la funcién resultante v es solucién de

Q) =0.

e Eliminando v, ambas relaciones son integrables y la funcién resultante u es solucion de
P(u) =0.

Se dice que el par de relaciones (8) son las transformaciones de Bdcklund entre Py Q.
Cuando las transformaciones de Backlund relacionan soluciones de la misma ecuacion di-
ferencial; es decir, P = @, se dice entonces que la ecuacién diferencial es invariante ante
transformaciones de Bdicklund o que posee transformaciones de auto-Bdcklund (llamadas
también autotransformaciones de Bécklund).

La principal ventaja de que una EDP sea invariante ante estas transformaciones, es que
a partir de una solucién, pueden utilizarse las transformaciones de Backlund como proceso
iterativo, para construir otras soluciones.

A continuacién ilustramos el uso de la transformaciones de Béacklund ([8] pag 6-9) para
resolver la KAV (1).
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Sea u(x,t) una solucién de la ecuacién KdV (1). Sea v(z,t) una funcién tal que v, = u.
Sustituyendo en (1) e integrando una vez respecto a x obtenemos

v + 311926 + Vpgw = h(t), 9)

donde h(t) es una funcién arbitraria. Sin pérdida de generalidad, podemos tomar h(t) = 0,
y entonces (9) es

v + 3%2@ + Vggz = 0. (10)

t
(De hecho, si hacemos el cambio de variable v*(x,t) = v(x,t) — / h(s)ds, vemos que

vy = v — h(t), v} = vy, V), = Ugse. Entonces, al sustituir en (9), vemos que v* satisface
(10)).

Para (10), consideremos el par de relaciones (transformacion de Backlund)

?5 = —vx—l—ﬁ—i(v—’17)2~ N (11)
U = =0+ (0= 0) (Ve — Vee) — 2(0) 4 Vo0 +07) [

con £ =x, T =t; [ es conocido como pardmetro de Bdcklund.

El método de Bécklund permite generar una solucién no trivial v de (10) aplicando la
solucién trivial v = 0, utilizando el sistema de relaciones (11). Sustituyendo v = 0 en (11)

se obtiene:
_ 1,2
L } (12)

Vy = UVUgy —21}%

Resolviendo la primera ecuacion diferencial de (12), obtenemos:

v; = /2B tanh [\/ﬁcl(t) + \/gx] (13)

vy = \/2f coth [@cz(t) + \/gsc}, (14)

donde ¢ (t) y c2(t) son funciones de integracion.

Derivando con respecto a x la primera ecuacién diferencial de (12), sustituyendo en la
segunda ecuacién diferencial y resolviendo, también se generan dos diferentes soluciones:

v = —v/2Btanh [V32t + \/2Bey(a)| (15)

vy = —+/2B coth [ﬂﬁ?’/?t + \/%4(9:)}, (16)

donde c3(z) y cq4(x) son funciones de integracién.
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Igualando las ecuaciones (13) y (15), al igual que (14) y (16), obtenemos que vy y vy
estan dadas por:

v; = +/2ftanh [\/é(:t—?ﬁt)] \

(17)

%

/28 coth [\/g(x — 25t)]

Derivando cada funcién de (17) respecto a x y renombrando las ecuaciones como u = vy, y
U = Vs, Obtenemos el sistema

u(z,t) = vy, = Psech? [\/g(x - 2515)]
U(x,t) = vy, = —Bcsch? [\/g(x — QBt)]

Hemos obtenido en (18) una solucién tipo solitén para la ecuaciéon KdV (1), dada por
u(x,t) y cuyo frente de onda se encuentra sobre la recta x = 25t. Pero ademds, hemos
obtenido una solucién irregular para la KAV, dada por u(z, t) la cual tiene el comportamiento
de un solitén, excepto que posee una singularidad sobre la recta x = 25t.

J

Vs

A continuacién, mostraremos cémo utilizar las transformaciones de Bécklund para estu-
diar la interaccién de solitones ([8] pags. 10-12).

Sea v alguna solucién de (10). Sean v; y v soluciones obtenidas a partir de la transfor-
maciones de auto-Bécklund, dadas por el par de relaciones en (11), con pardmetros 51 y (2
respectivamente.

La primera relaciéon de (11) puede escribirse, para vy y vy, como

(’U - U1)z } ‘ (19)

(v —v9)

Vig = —Up + B1 —

N[ N[

Vgy = —Up + P2 —

Sea vy; la solucion obtenida al aplicar la transformaciones de auto-Bécklund a v; con
pardmetro f5. Sea también v4 la solucion obtenida al aplicar la transformaciones de auto-
Bécklund a vy con pardmetro ;. Entonces, la primera relacion de (11) puede escribirse, para
Vg1 ¥ V19, COMO

Vg, = —Ui,+ B2 — %(?ﬁ — vg1)? } (20)

_ 1 2
Vig, = —Vop+ f1— 5(v2 — V1)
Para proseguir, necesitamos recurrir a una de las herramientas mas importantes en la

teoria de transformaciones de Bécklund: el teorema de permutabilidad de Bianchi ([10] pags.
304-306). Este teorema establece que, partiendo de una solucién inicial (en este caso v) y
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utilizando dos pardametros de Bécklund distintos (51 y f2), la composicién de transforma-
ciones de Backlund sobre la solucién inicial bajo cada pardmetro es permutativa. En otras
palabras, tenemos que vy; = v15 = V.

B
U—1>’Ul

J/ﬁQ lﬁQ
Vo L) 1\

El Teorema de permutabilidad de Bianchi

Restando las dos ecuaciones en (19) obtenemos

Vig — V2g = 01 — B2 — %(Ul — v2)(v1 +v2 — 2v). (21)

De igual manera, restando las dos ecuaciones en (20) se tiene la expresién

V21, — Vig, = —Vip + B2 — 5(01 - U21)2 +va, — Bi + §(U2 - U12)2=

que se puede reescribir como

Vig — Vog = B2 — 1 — %(Ul - U2)(U1 —2U + U2)- (22)

Igualando (21) y (22), para después despejar W, ésta queda expresada como

gzl (23)

V1 — U2
Por lo tanto, la derivada parcial de (23) respecto a z, a la que denotaremos como T'(x,t),

(Br = B2)(v1y — Vay)

T(x,t) =¥, =-2
(ZE, ) (Ul _ 1)2)2

+ Vg, (24)

es la solucién exacta de la ecuacion KdV (1).

Es importante recalcar que, para que (24) sea una solucién regular, v, debe ser una
solucién irregular de la KAV (1), mientras que vy, debe ser una solucién regular. Ademas,
los parametros de Béacklund deben tomarse tal manera que By > (1. Esto asegura que el
denominador en (24) no se anula.

5 Comparaciones graficas

En esta seccion, se realizara una comparacion entre la solucién exacta obtenida por la trans-
formacién de Bécklund (24) y un esquema numérico, presentado en [9].
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Sea T(x,t) la funcién (24) que se obtiene con las funciones v; = v/2 tanh [

(z—21)]
(z—21)]

= V/8coth [\/§(x —8t+10)], y Tp(z,t) la que se obtiene con v; = V2 tanh [

E\ H&\ -

vy = V7 coth [\/§(ZE — Tt + 10)}, con v = ¢ para ambas funciones.

Las soluciones de Backlund estan expresadas como

desch® [V2(x — 8t + 10)] + sech? [% (z — 215)}

Ta(x,t) =6 5 (25)
(\/gcoth [\/§(x — 8t + 10 — V/2tanh [% i 2t ])
y
To(e.t) = 5 3.5csch? g(x —Tt+ 10)} + sech? [ (z— 2t)] )

<ﬁcoth [77(95—7154-10)} \/_tanh[ (x—Qt)Dz‘

En (25) se genera un solitén de altura 4 y otro de altura 1, cuyos frentes iniciales se
encuentran en ro4 ~ —10.3885 y 214 ~ 0.7768, respectivamente; mientras que en (26) se
genera un solitén de altura 3.5 y otro de altura 1, cuyos frentes iniciales se encuentran en
Top ~ —10.45075 y x15 ~ 0.84375, respectivamente.

A continuacién, se presenta un conjunto de gréaficas comparativas entre las soluciones
exactas y sus respectivas aproximaciones numéricas para —15 <z < 18 y 0 < ¢t < 3. Cabe
hacer notar que, aunque aparentemente se percibe sélo una grafica, en realidad se trata de
dos graficas en cada caso: una correspondiente a la solucion exacta y otra a la solucion

y
)ﬁ@l"

T

Figura 5: Dindmica de Ta(x,t).

Como puede apreciarse en la figura 5, no existe una diferencia visible entre la grafica de
la aproximacion numérica y la de la solucién exacta, obtenida mediante la transformacién
de Backlund. Debido a la diferencia de velocidades entre los solitones, para el tiempo final
t = 3 ya existe una separacién completa entre ambos solitones. El cambio de fase para el
solitén menor es notoriamente visible, en comparacién al solitén grande.
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En la figura 6 se muestran las graficas de la solucién exacta, Tg, obtenida mediante
la transformacion de Backlund y la solucién numérica, en el caso en que la diferencia de
velocidades entre los solitones es menor a la de la funcién T4 dada por (25). Nétese que
las caracteristicas de las soluciones (25) y (26) son similares; para el tiempo final ¢ = 3, la
separacién total entre los solitones para el caso de la solucién (26) es menor que para la
solucién (25).

’ Ty
0000
j/))&?s!ﬂﬁt’ft‘m.

=4

Figura 6: Dindmica de Ts(z,t).

Ambas graficas resultan satisfactorias, al ser practicamente idénticas la solucién ex-
acta (obtenida por la transformacién de Bécklund) y la solucién numérica. Sin embargo,
como todo esquema numérico, existe un error asociado incrementandose conforme avanza el
tiempo. Para analizar la propagacion de este error, se obtuvo la diferencia entre las solu-
ciones para cada incremento del tiempo. Las gréaficas con los errores maximos absolutos son
las siguientes:

Error Error
0.1s . 018
-
0.15 . 0.15
. .
L] L]
0.12 . 0.12 Fau
L ] L[]
9. 1072 - 9.10-2 .
. .
61072 - 61072 .
-
' FELY
3-107* ettt 31072 L
- N - .
Ceese®’ ‘ | ] ITulzmplo { “...?.'.I NN .Tu.zmp.o {
03 06 09 1.2 15 1.8 211 24 2.7 3 03 0.6 09 12 15 1.8 211 24 27 3
Figura 7: Tabla de errores para T4 (x,t). Figura 8: Tabla de errores para Tg(z,1t).

Los errores obtenidos para cada valor de ¢ marcan una ligera, pero creciente pérdida de
precision del esquema numérico ante la solucion exacta obtenida mediante Backlund, con
un error inicial menor a una milésima. Esta pérdida se ralentiza y disminuye durante la
interaccién, para después acentuarse mas al separarse los solitones, luego del cambio de fase.



LA ECUACION KDV: ANALISIS DE LAS SOLUCIONES NUMRICA Y EXACTA 11

6 Conclusiones

Métodos como el de soluciones asintéticas débiles (entre otros), en conjunto con los diferentes
esquemas numéricos existentes, se utilizan para generar aproximaciones numéricas a las
soluciones de la KdV consistentes de dos o més solitones interactuando entre si. El principal
problema que presentan, es que se requiere de un gran costo computacional y/o el uso de
una gran variedad de herramientas matematicas que no son sencillas de utilizar.

La transformaciones de auto-Béacklund y el IST son, entre otros, métodos conocidos
para generar soluciones analiticas exactas de la ecuacion KdV. En el caso de Backlund, la
principal desventaja de este método es que no existe un control exacto de la condicién inicial:
no hay expresion matematica que determine especificamente donde se encuentran los frentes
de onda, en el caso de dos o mas solitones, para un tiempo inicial.

Sin embargo, a partir de soluciones exactas obtenidas con el método de Backlund, es
posible analizar la propagacién del error en los esquemas numéricos. Asi, disponemos de un
excelente marco de referencia analizar las soluciones numéricas que puedan construirse, a fin
de aproximar soluciones de dos o mas solitones, para la ecuacion KdV y sus variantes.
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