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Resumen

Se presenta una extensión o complemento a la conocida Regla de Sarrus, cuya estructura
extendida nos permite calcular con facilidad la adjunta de una matriz de orden 3 × 3, y en
consecuencia su matriz inversa, cuando existe. Se incluyen como ejemplos ilustrativos de la
sencillez de su aplicación, problemas parametrizados y criptoloǵıa básica.

1 Introducción

El uso de reglas mnemónicas en cálculos matemáticos frecuentes, nos permite tanto mini-
mizar los errores aśı como reducir el espacio requerido para presentar los cálculos. Este es el
caso del cálculo del determinante para una matriz de orden 3×3, mediante la llamada Regla
de Sarrus1, la cual no requiere del cálculo expĺıcito de cofactores. El cálculo de la inversa de
una matriz 3 × 3, normalmente se realiza mediante uno de dos métodos: (a) aplicación de
la forma escalonada reducida por renglones a la matriz extendida [A|I] o bien (b) mediante

la fórmula A−1 =
adj(A)

det(A)
, donde la adj(A) requiere del cálculo expĺıcito de la matriz de

cofactores de A y posteriormente de su traspuesta. Presentamos un esquema que permite
de manera sencilla, calcular la adjunta de una matriz 3 × 3 y por tanto la inversa de una
matriz de dicho orden (ver [2] págs. 47-51).

2 Cálculo de la inversa de una matriz A3×3

Se presentan los esquemas mnemónicos para calcular A−1 en términos de su determinante y
adjunta. Primero recordamos la Regla de Sarrus y luego presentamos la extensión propuesta
que nos permite calcular cómodamente, la adjunta de una matriz A3×3, y en consecuencia
su matriz inversa, cuando existe.

1Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) Matemático francés. Fue profesor de la Facultad de Ciencias en la
Universidad de Estrasburgo. [3]
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2.1 Regla de Sarrus: determinante de una matriz A3×3

Dada una matriz A3×3 = [aij], podemos calcular su determinante mediante expansión por
cofactores:

A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⇒ det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
det(A) = a11

∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
det(A) = a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31)

+a13(a21a32 − a22a31)

Realizando la distribución de términos, obtenemos:

det(A) = a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a12a23a31

+a13a21a32 − a13a22a31

Ordenando los términos y algunos factores, obtenemos:

det(A) = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

−a13a22a31 − a23a32a11 − a33a12a21

Es aśı como se obtiene la simplificación del método para calcular det(A) mediante la
conocida Regla de Sarrus. Los términos positivos se calculan en base al esquema:

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

⇒ a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

en tanto que los términos negativos como:

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

⇒ −a13a22a31 − a23a32a11 − a33a12a21
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2.2 Cálculo de la adjunta de una matriz A3×3

Con base en la matriz A se construye la matriz de cofactores M

M =



∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣


Y dado que adj(A) = MT , se tiene

adj(A) =



∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣


Se observa que las entradas MT

12, MT
21,MT

22,MT
23 y MT

32 de la adjunta de A se pueden
expresar con determinantes equivalentes:

MT
12 = −

∣∣∣∣ a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ = −(a12a33 − a13a32) = a32a13 − a33a12

MT
12 =

∣∣∣∣ a32 a33

a12 a13

∣∣∣∣
MT

21 = −
∣∣∣∣ a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ = −(a21a33 − a23a31) = a23a31 − a21a33

MT
21 =

∣∣∣∣ a23 a21

a33 a31

∣∣∣∣
MT

22 =

∣∣∣∣ a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣ = a11a33 − a13a31 = a33a11 − a31a13

MT
22 =

∣∣∣∣ a33 a31

a13 a11

∣∣∣∣
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MT
23 = −

∣∣∣∣ a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ = −(a11a23 − a13a21) = a13a21 − a11a23

MT
23 =

∣∣∣∣ a13 a11

a23 a21

∣∣∣∣
MT

32 = −
∣∣∣∣ a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ = −(a11a32 − a12a31) = a31a12 − a32a11

MT
32 =

∣∣∣∣ a31 a32

a11 a12

∣∣∣∣
Entonces adj(A) puede expresarse de la forma:

adj(A) =



∣∣∣∣ a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a32 a33

a12 a13

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣ a23 a21

a33 a31

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a33 a31

a13 a11

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a13 a11

a23 a21

∣∣∣∣∣∣∣∣ a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a31 a32

a11 a12

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣


(1)

2.3 Esquema mnemónico para calcular adj(A3×3)

Los cálculos de los determinantes implicados para la matriz adjunta en la ecuación (1),
pueden realizarse de forma estructurada, mediante lo que podemos llamar un complemento
o extensión a la Regla de Sarrus, agregando a la matriz inicial, además de los dos renglones
de la Regla de Sarrus, una columna a la derecha, con los cuatro últimos números de la primer
columna, conforme se indica en la figura 1.

Cada uno de los bloques B1, B2 y B3 en dicha figura, puede visualizarse como una matriz
B4×2. Considere la transformación T : C4×2 → C1×3 definida en términos de determinantes
como:

T



α1 β1

α2 β2

α3 β3

α4 β4


 =

[∣∣∣∣α1 β1

α2 β2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣α2 β2

α3 β3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣α3 β3

α4 β4

∣∣∣∣] (2)

Esta transformación T nos permite ahora, obtener directamente, los renglones de la
matriz adjunta de A:
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Figura 1: Matriz A y bloques auxiliares B1,B2,B3

adj(A) =

T (B1)
T (B2)
T (B3)

 (3)

Puede verificar que los determinantes aśı obtenidos corresponden exactamente a los pre-
sentados en la ecuación (1).

Una vez obtenidos det(A) y adj(A), se calcula directamente la matriz inversa de A:

A−1 =
1

det(A)
adj(A)

3 Aplicaciones selectas

Se presentan problemas que ilustran la facilidad de los cálculos asociados a la inversa de una
matriz A3×3, al utilizar la extensión propuesta. Las mismas soluciones podŕıan obtenerse
por otros métodos para el cálculo de una inversa, pero se requeriŕıa mayor número de pasos
intermedios, aśı como espacio adicional para su presentación; además se elimina la necesidad
de realizar divisiones (como se requiere normalmente al utilizar operaciones elementales de
renglón). Aqúı se asume que el contexto del problema implica realizar los cálculos paso
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a paso, de manera manual, por ejemplo, durante una clase frente al pizarrón, o bien en
concursos académicos relacionados al tema.

3.1 Matriz inversa de un sistema con un parámetro

Calcular la matriz inversa de

A =

 1 0 1
t 1 t
3 t 2


El determinante de la matriz A es:1 0 1

t 1 t
3 t 2


1 0 1
t 1 t

→ det(A) = 2 + t2 − 3− t2 = −1

La adjunta de la matriz A, utilizando la extensión a la Regla de Sarrus es:1 0 1
t 1 t
3 t 2

 t
3

1 0 1 1
t 1 t t

→ adj(A) =

 2− t2 t −1
t −1 0

t2 − 3 −t 1



Entonces la matriz inversa resulta:

A−1 =

 t2 − 2 −t 1
−t 1 0

3− t2 t −1


3.2 Criptoloǵıa básica: cifrado de Hill

El cifrado de Hill emplea una matriz invertible para codificar un mensaje. Por ejemplo:

A =

 1 0 1
3 1 2
3 1 3


y una tabla que relaciona śımbolos con claves

Śımbolo 7 2 4 1 5 0 A N I U O S esp.
Clave 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Dado el mensaje codificado:
5SA00 5I74SO
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Se invierte la matriz A, primero calculando el determinante1 0 1
3 1 2
3 1 3


1 0 1
3 1 2

⇒ det(A) = 3 + 3− 3− 2 = 1

Utilizando la extensión de la regla de Sarrus se calcula la adjunta:1 0 1
3 1 2
3 1 3

 3
3

1 0 1 1
3 1 2 3

⇒ adj(A) =

 1 1 −1
−3 0 1
0 −1 1



Entonces la matriz inversa resulta:

A−1 =

 1 1 −1
−3 0 1
0 −1 1


Con base en la tabla y el mensaje codificado se construye la matriz Mcod.

Śımbolo 7 2 4 1 5 0 A N I U O S esp.
Clave 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

5SA00 5I74SO

Mcod =

 4 5 4 2
11 5 8 11
6 12 0 10


La codificación está dada por el sistema

AMdec = Mcod

Resolviendo
Mdec = A−1Mcod

Mdec =

 1 1 −1
−3 0 1
0 −1 1

 4 5 4 2
11 5 8 11
6 12 0 10


Con base en la matriz Mdec,

Mdec =

 9 −2 12 3
−6 −3 −12 4
−5 7 −8 −1





EXTENSIÓN DE LA REGLA DE SARRUS 65

nuevamente utilizando la tabla de referencia

Śımbolo 7 2 4 1 5 0 A N I U O S esp.
Clave 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

se determina la matriz M equivalente módulo 13.

M =

 9 11 12 3
7 10 1 4
8 7 5 12


Śımbolo 7 2 4 1 5 0 A N I U O S esp.
Clave 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Msje. =

 U S esp. 1
N O 2 5
I N 0 esp.


Mensaje ⇒ UNISON 2015

Para mayor información del tema, se sugiere revisar [1].

Detalle del proceso de encriptado:

Para encriptar o codificar el mensaje UNISON 2015, se construye la tabla que define la
relación entre los números clave y los śımbolos que éstos representarán. Una vez escrito el
mensaje en la matriz (de dimensión 3×m) se sustituyen los números clave:

Msje. =

 U S esp. 1
N O 2 5
I N 0 esp.

⇒M =

 9 11 12 3
7 10 1 4
8 7 5 12


Posteriormente, utilizando una matriz invertible A3×3 y con det(A) = 1 (para evitar

inversos multiplicativos2), la cual se puede presentar en forma de clave o código de seguridad
como 133011123, se construye la matriz codificada con el producto AM:

AM =

 1 0 1
3 1 2
3 1 3

 9 11 12 3
7 10 1 4
8 7 5 12

 =

 17 18 17 15
50 57 47 37
58 64 52 49


Con base en la cual se contruye la matriz Mcod, que es la matriz módulo 13 equivalente

al producto AM y se sustituyen los śımbolos para generar el mensaje en código:

Mcod =

 4 5 4 2
11 5 8 11
6 12 0 10

⇒
 5 0 5 4
S 0 I S
A esp. 7 O

⇒ 5SA00 5I74SO

2Esta condición es sólo para fines de cálculo manual, en general puede ser distinto de 1, siempre y cuando
existan los inversos multiplicativos módulo el tamaño de la tabla de śımbolos.
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3.3 Problema verbal parametrizado

Problema: Considere tres números tales que su promedio es 1, el promedio del primero y el
tercero también es 1. Además la suma del tercero y m veces la suma de los dos primeros es
7. ¿Cuál es el rango de valores del tercer número cuando m cambia de 2 a 3?

Solución. Primero especificamos las ecuaciones que modelan el problema, considerando
los números a, b, c en orden. 

a+ b+ c

3
= 1

a+ c

2
= 1

m(a+ b) + c = 7

Matricialmente, podemos entonces escribir:

Ax = B

con:

A =

 1 1 1
1 0 1
m m 1

 , x =

 a
b
c

 , B =

 3
2
7


Aplicamos ahora el esquema mnemónico: 1 1 1

1 0 1
m m 1

 1
m

1 1 1
1 0 1

1
1

y procedemos a calcular: |A|= m+m− (m+1) = m−1. Entonces para m 6= 1, podemos
encontrar A−1 como sigue:

A−1 =
1

m− 1

 0−m m− 1 1
m− 1 1−m 0
m 0 −1


Ya que sólo requerimos determinar los valores de c, para diferentes valores de m (en un

rango de m donde |A| 6= 0), entonces utilizamos sólo el tercer renglón de A−1. Para m = 2,
obtenemos:

cm=2 =
1

2− 1

[
2 0 −1

]  3
2
7

 = −1
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cm=3 =
1

3− 1

[
3 0 −1

]  3
2
7

 = 1

Por tanto el rango de variación para c cuando m cambia de 2 a 3, es [−1, 1]

(obs. como cm =
3m− 7

m− 1
, la función es monótona creciente en el intervalo indicado, por

lo que c se mantiene en el intervalo señalado).

Conclusión

Se ha presentado un esquema sencillo para calcular la inversa de una matriz de orden 3× 3
(cuando existe). Aún cuando dicho esquema es válido sólo para matrices de dicho orden (al
igual que la Regla de Sarrus), se espera que por su sencillez logre ser de utilidad.
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