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Resumen

En este trabajo se abordan modelos de control markovianos en tiempo discreto con espacios
de estado y de control numerables, con costos acotados y distribucion de perturbaciones aleato-
rias desconocida 0. Asumiendo perturbaciones observables y aplicando la distribucidn empirica
como estimador de 0, el objetivo es construir politicas adaptadas, las cuales son asintoticamente
optimas en costo descontado.

1 Introduccién

Los modelos de control markovianos constituyen una clase de modelos de control estocastico
en tiempo discreto, cuya evolucion en el tiempo la podemos describir de la siguiente manera.
Sial tiempot =0,1,2,... el sistema se encuentra en el estado x; = x , entonces el controlador
elige una accién o control a; = a y ocurre lo siguiente: 1) se produce un costo ¢ que depende
tanto del estado como de la accién elegida; 2) el sistema se mueve a un nuevo estado x4 =y
de acuerdo a una ley de transicion. Una vez ocurrido lo anterior, el proceso se repite.
Luego, bajo tal escenario los costos de operacion se acumulan durante la evolucion del
sistema, de manera que el proposito del controlador es encontrar una politica de control que
minimice el costo total acumulado definido por un indice de funcionamiento. En particular
nos enfocaremos en el indice de costo total esperado a-descontado, el cual se introducira en
la Seccion 2.

Una clase particular de modelos de control markovianos es aquella en la que la dindmica
del sistema esta modelada por medio de una ecuacién en diferencias de la forma

Ti41 :F($ta&t7€t)7 t:0717"'7

donde {{;} es una sucesién de variables aleatorias (v.a’s) independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.) con distribucién comin 6; entonces la ley de transicion de este modelo de
control esta determinada por la funcién F' junto con la distribucién 6. Cabe senalar que bajo
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este esquema regularmente se supone que # es conocida por el controlador, lo cual en algunos
casos resulta ser una hipdtesis restrictiva. Por lo tanto, en este trabajo consideramos la
situacion en que 6 es desconocida, de tal manera que el controlador debera combinar métodos
de estimacién estadistica (distribucién empirica) con técnicas de optimizacién, (véase [6]).
De hecho, se llama politica adaptada a la que se obtiene de dicha combinacién. Asi que, el
objetivo del presente trabajo es estudiar la optimalidad de politicas adaptadas bajo el criterio
de costo descontado. Sin embargo, debido a las caracteristicas propias del mencionado indice,
la optimalidad de las politicas adaptadas se estudiara en un sentido asintético, ya que bajo
métodos de estimacion y control no es posible en general garantizar la existencia de politicas
éptimas (véase [3]).

A lo largo del trabajo usaremos la siguiente notacion. Ny, N y R representan, respecti-
vamente, el conjunto de los nimeros enteros no negativos, enteros y reales.

2 Preliminares

Modelo de Control. Consideremos un modelo de control markoviano en tiempo discreto:
M= (XA {A(z) CA:2 e X} S, F.60,c)

donde X, A y S son los espacios de estado, de control y de perturbaciones aleatorias, respec-
tivamente, los cuales supondremos numerables, ademés, para cada x € X, A(x) C A es un
conjunto finito no vacio que representa al espacio de controles admisibles cuando el sistema
se encuentra en el estado . Luego, la dindmica del sistema se define mediante la ecuacion
en diferencias (1), donde

F:XxAxS—X

es una funcién dada y, especificamente, {£t}t€NO es una sucesién de v.a’s i.i.d. definidas
en un espacio de probabilidad comin (2, F, P), tal que toman valores en algiin conjunto
numerable S, y con distribucién comun 6, la cual es desconocida por el controlador), es decir,

O(s):=P{&=s} VteNyyseS.
Finalmente, el costo por etapa es una funcién
c:K—R

donde
K:={(z,a) v € X,a € A(x)}

es el espacio de pares de estado-accion admisibles.
Interpretacién. A diferencia de un modelo de control estdndar (6 conocida), M

representa un sistema dinamico que evoluciona en el tiempo de la siguiente manera: en la
etapa t el sistema se encuentra en el estado z; = x € X y el controlador usa la distribucién



MODS. DE CONTROL MARKOVIANOS: UNA APLIC. DE ESTIM. EMPIRICA AL CASO CON DESCUENTO 75

empirica para obtener un estimador 6; de la distribucién desconocida 6 definido de la siguiente
manera:

00K) = § D)

donde

L 1 Si fj:k,
0k(&5) = {0 si & # k.

Luego el controlador combina este proceso con la historia del sistema para seleccionar un
control adaptado al estimador, de modo que

a = a(b;) € A(z).
Entonces se genera un costo c¢(z, a) y el sistema avanza a un nuevo estado
Tyl = r eX
de acuerdo a la ley de probabilidad dada por

P (a):=Plry =2 |2 =z, a, = a

=) 0(k).

keSp

con

Sp = {sGS:F(x,a,s):x/}.

Y una vez que la transicion se presenta el proceso se repite.
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Politicas de control. Para cada t € Ny definimos el espacio de historias admisibles
hasta el tiempo t por

H()Z:X
Hp: = (KxS)!xX, teN.

Un elemento de H; es un vector o historia de la forma

ht = (.1'0, N VT P T I gtfla xt) )

con (zj,a;) € Ky ¢ € Spara j=0,1,...,t -1

Una regla de decision es un procedimiento para elegir un control en una etapa, la cual
puede depender, ya sea de la historia hasta la etapa actual, o bien solamente del estado del
sistema en dicho estado. De hecho, una regla de decision dependiente de la historia es una

funcién

ft:Ht_>A

tal que fi(hy) € A(z;). Més atn, si f; depende de h; inicamente a través de x;, decimos que
fi es una regla de decisién markoviana, y en cuyo caso tendremos

ft:X%A,

tal que fi(x) € A(x).

Definicién 2.1 Una politica de control admisible (o simplemente una politica) es una sucesion

™= {fo, f1,.. .}

de reglas de decision. Si las f; son markovianas se dice que m es una politica markoviana, y
en caso de que f, = f para alguna f : X — A, diremos que 7 es una politica estacionaria.

Denotaremos por II al espacio de todas las politicas, e identificaremos al conjunto de
politicas estacionarias con el conjunto

F:={f:X—=A| f(x) € A(x)}.

Criterio de optimalidad. Ahora introducimos el llamado indice de funcionamiento,
el cual consiste en una funcién que de alguna manera mide el comportamiento del sistema
cuando se utilizan diferentes politicas de control. En particular, en este trabajo consideramos
el indice de costo descontado, el cual definimos a continuacién.
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Definicién 2.2 Para cada x € X, m € Il y a € (0,1), se define el costo total esperado
a-descontado como

Vol(m,x) = EL

oo
Z a'e(zy, at)] ,
=0

donde a es el factor de descuento y ET denota la esperanza condicional cuando se usa la
politica 7 y el estado inicial es xo = x ( véase [2]).

Problema de control 6ptimo. Debido a que los costos de operacion se acumulan
durante la evolucién del sistema de acuerdo al indice de costo descontado, entonces, el
problema de control éptimo consiste en encontrar una politica 7 tal que minimice el costo
total esperado a-descontado previamente introducido, es decir,

Vo(m*, z) = in£I Vo(m,z) = V*(z), zeX
S

A la funcién obtenida se le conoce como funcién de valor 6ptimo, mientras que la politica
7% es llamada politica 6ptima.

Condiciones. A continuacién introducimos las condiciones que asumiremos sobre el
modelo M en lo que resta de este trabajo.

Hipétesis 2.3  (a) Para cada x € X, A(x) es un conjunto finito.

(b) Eziste una constante M tal que

lc(z,a)| < M V(z,a) € K.

No es dificil demostrar que la parte (b) en la Hipdtesis 2.3 implica que el indice V, (7, x)
estd acotado (véase: [5], p.10). Este hecho nos permitira establecer los principales resultados
de optimalidad descontada apoyandonos en la teoria de funciones sobre espacios lineales
normados. Para lo anterior, denotemos por B(X) al espacio lineal normado de todas las
funciones acotadas v : X — R con norma

[0l == sup |v ()]

zeX

Observaciones 2.1 Como consecuencia directa de la Hipdtesis 2.3 (b) se tiene que:

a) B(X) es una espacio de Banach;
b) V* e B(X).

77
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Ecuacién de Optimalidad. Introducimos ahora un elemento que es la clave para
caracterizar y obtener politicas 6ptimas.

Definicién 2.4 Diremos que una funcion V' es solucion de la ecuacion de optimalidad o-
descontada (a-EQO) siempre que

V(z) = min {c(:c, a)+a) V[F(z,a,k) G(k)}, zeX,

a€A(x) e

donde 0(k) := P[§ = k.

A continuacién incluimos un resultado bien conocido (véase: [3] y [5]), el cual garantiza
que la funcién de valor 6ptimo V* resuelve la a-EQO, y a su vez, la existencia de una politica
estacionaria tal que optimiza dicha ecuacion.

Teorema 2.5 (a) La funcion V* es la tunica funcion acotada que satisface la a-EO, es
decir

V*(xz) = min {C(l‘, a) + &ZV* [F(z,a,k)] H(k)} ., xEX.

a€A(x) es

(b) Eziste f € F tal que minimiza la ecuacion anterior, esto es,

V(z)=cla,f)+a) VI[F(x, f,k)]ok), zeX

keS

Y ademds, la politica m = {f} es dptima.

3 Construccién de politicas adaptadas

Estimacion y control. Como establecimos inicialmente, en este trabajo consideramos
a 0 desconocida, de manera que el controlador debera combinar métodos de estimacion
estadistica (distribucién empirica) con técnicas de optimizacién adecuadas, con el propdsito
de construir una politica adaptada, que es como se le conoce a la politica obtenida de la
citada combinacién. Especificamente, para construir esa clase de politicas definimos (véase:
3], [4] y [6]) la sucesién de funciones {V;};2, en B(X) como sigue: V; := 0, mientras que
para cada t € N, mediante la ecuacién recursiva dada por

Vi(z) := min {c(x, a) + az Viei [F(z,a, k)] Qt(k)} , reX

a€A(x) es
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De lo cual, no es dificil demostrar (véase: [4] y [6]) que bajo la Hipdtesis 2.3,
Vi—=V*|| =0 as. cuando t— oo,

donde a.s. significa convergencia casi segura respecto a la medida de probabilidad P; y

ademds que, para cada t € N existe f; = t@t € [ tal que minimiza el lado derecho de la

espresion recursiva previamente introducida, es decir,

Vi(z) =c(z, fi) + &Y Viy [F(z, fi, k)] 0,(k), z€X.
keS

Definimos ahora la politica adaptada 7 := {7;} como
Ti(he) = 7 (he; 0y) == fi(wy) t €N,

y 7o alguna accién fija. No obstante, respecto a la optimalidad de la politica 7, nétese que de
la Definicion 2.2 se deduce que el costo total esperado a-descontado depende fuertemente de
las acciones seleccionadas durante las primeras etapas, que es cuando la informacion respecto
a la distribucion 0 es aun deficiente para el estimador, razén por la cual no es posible en
general obtener una politica éptima, y en tales circunstancias estudiaremos el concepto de
optimalidad de una politica dada en un sentido asintético de acuerdo a lo siguiente.

Sea @ : K — R la funcién definida como

O(z,a) = c(z,a) + ozz V*[F(z,a,k)]0(k) — V*(z).
keS

Obsérvese que, por el Teorema 2.5 (a) junto con la definicién de V*, de la ecuacién previa
se tiene que la a-EO es equivalente a la expresion

min ®(x,a) =0,
a€A(x)

de donde se obtiene que, en particular, una politica 7 = {f*} es a-6ptima si, y solo si

O(x, f) =0 VreX
En consecuencia, podemos definir la optimalidad asintética de la siguiente manera.

Definicién 3.1 Diremos que una politica m € 1l es asintéticamente optima descon-
tada para el modelo M si para cada x € X,

ET [®(x4,a:)] = 0 cuando t — oo.

T
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4 Resultado principal

Ahora introduciremos el teorema que contiene el resultado principal de este trabajo.

Teorema 4.1 Bajo la Hipdtesis 2.3, la politica 7 = { f;} es asintdticamente éptima descon-
tada para el modelo M.

El esquema de la demostracion de este resultado es como sigue.

e Primero se demuestra que la Hip6tesis 2.3(a) implica que para cada = € Xy 7w € II se

satisface

sup |®(z,a) — P4(x,a)] =0 P —a.s cuando t — oo,
(z,0)€K

donde para cada t € Ny (z,a) € K :

Oy(x,a) = c(z,a) + a Y Vi1 [Flx,a, k)] 0,(k) — Vi().

Ademas, se usa el hecho de que la familia
V. ={V*[F(z,a,-)]: (z,a) € K}

de funciones

V*:S=R

es uniformemente acotada debido a la Hipdtesis 2.3 (b) y, como ademds S es numerable,
entonces V es una clase Glivencko-Cantelli (véase: [1]), es decir,

n —0 P —a.scuando t — oo,

donde
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