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Resumen

Utilizando rectas polares, presentamos una construccion por medio de la cual cada circun-
ferencia en el plano de un tridngulo induce puntos colineales sobre sus lados, y para algunas
circunferencias especiales en el tridngulo, estudiamos la recta determinada por dichos puntos.
Presentamos ademds una caracterizacion de las familias de circunferencias que dan lugar a
una misma recta. Finalmente, puntualizamos que nuestra construccion corresponde al campo
de la geometria proyectiva, para dar paso a repetir la construccion utilizando secciones conicas.

1 Introducciéon

La geometria es el estudio de las propiedades de las figuras y objetos en un espacio determi-
nado. A lo largo de la historia de la humanidad, las diferentes civilizaciones han descubierto
la importancia de la geometria, de acuerdo a las necesidades particulares de su tiempo. En
sus inicios, la geometria consistia en resolver problemas concretos sobre el célculo de longi-
tudes, areas y volumenes. Hoy en dia, las aplicaciones de la geometria estan presentes en
distintas areas especializadas del conocimiento, del arte y de las ciencias. Esta evolucion ha
sido un proceso que consta de diferentes etapas en la historia.

El resultado que presentamos y desarrollamos en este trabajo puede catalogarse dentro
de una rama de la geometria llamada geometria proyectiva, la cual se considera que tuvo su
origen con el trabajo de Girard Desargues el siglo XVII. En geometria proyectiva, desaparece
la nocion de distancia, a pesar de que ésta es esencial en la geometria euclidiana. Ademaés,
en geometria proyectiva, todas las rectas tienen un punto de interseccién. En particular, el
punto de interseccion de dos o mas rectas paralelas es un punto al infinito, y el conjunto de
todas estas rectas es la linea al infinito.

En la formulacién y en la demostracion de nuestro resultado, aparecen nociones propias
de la geometria proyectiva, por ejemplo, el concepto de recta polar y el Teorema de Menelao.

Con el fin de hacer esta exposicién mas accesible, se ha intentado presentar los resultados
utilizando herramientas de geometria euclidiana, con las que el lector, en mayor o menor me-
dida, tiene alguna familiaridad. Procedemos a presentar algunas herramientas en geometria
que seran de gran utilidad en este trabajo: teoria de rectas polares en el plano y potencia
de un punto respecto a un circulo.
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1.1 Rectas Polares. Construccién geométrica.

El resultado principal presentado en este trabajo (Teorema estda dado en términos de la
nocién de recta polar de un punto respecto a una circunferencia. En [I} 3] se puede consultar
una presentacion de esta nocion en términos de teoria de inversion. Otra exposicion distinta
se halla en [2]. Para nuestros fines, presentamos la siguiente definicién.

Consideremos una circunferencia w en el plano y un punto P fuera de ella. Desde el
punto P se trazan las rectas tangentes a w. Llamémosles P, y P, a los puntos de tangencia
de dichas rectas. A la recta Zp, determinada por los puntos P; y P», le llamamos la recta
polar del punto P con respecto a la circunferencia w.

Py
P>

Figura 1: Zp es la recta polar de P respecto de w.

Tomemos ahora un punto () sobre la circunferencia w. En este caso, la recta polar %,
es la tangente a w por dicho punto Q:

Zq

Figura 2: % es la recta polar respecto de w del punto Q.

Finalmente, veamos el caso cuando el punto R esta en el interior de w. Llamémosle O al
centro de la circunferencia, y por el punto R tracemos la cuerda con extremos Ry y Rs, de
manera que R Ry sea perpendicular a OR. Por los puntos R; y Ry trazamos las tangentes
a w hasta intersecarse en el punto R'. Finalmente, la recta Zr, que es perpendicular a R'R
y que pasa por R, le llamamos la recta polar de R con respecto a w.

De esta forma, hemos definido el concepto de recta polar para (casi) todo punto del plano.
La desventaja de definir las rectas polares asi es que parece que en cada caso (con el punto
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Figura 3: Una manera de construir la recta polar %, si R estd en el interior de w.

dentro, fuera o sobre la circunferencia) obtenemos rectas que no guradan ninguna relacién
entre ellas. En [Il, 3] podemos encontrar una definicién unificada, pero el lector interesado
en convencerse por si mismo de que las definiciones aqui presentadas son en realidad una
sola, puede hacerlo resolviendo el siguiente resultado:

Lema 1.1 Sea w la circunferencia de centro en el origen y radio 1. Si P = (a,b) es un
punto cualquiera en el plano, entonces la ecuacion de la recta polar Lp es ax + by = 1.
Esto, sin importar si P estd dentro, sobre o fuera de w.

El software libre GeoGebra incluye una herramienta para construir la recta polar de un
punto respecto a una circunferencia. Se invita al lector a descargarlo (click aqui) y verificar
que la recta polar esta definida para todo punto del plano, salvo el centro de la circunferencia.

Observaciones 1.1 Aunque parece ser de geometria euclidiana, el concepto de recta polar
corresponde a la geometria proyectiva. Por ejemplo, las rectas polares pueden construirse
usando solo regla, y en términos de cualquier conica, no sélo una circunferencia (ver [2]).
Ademds, no estd definida la recta polar para el centro O de la circunferencia, ni existen
puntos cuya recta polar pase por O. Sin embargo, desde el punto de vista de la geometria
proyectiva, la recta polar de O es la linea al infinito, y cada recta que pasa por O es la recta
polar de algin punto al infinito. Esto puede intuirse a partir de la definicion aqui presentada.

Proposicion 1.2 Sean w una circunferencia en el plano, P, QQ y R puntos en el mismo plano
Yy Lp, Loy Lr sus respectivas rectas polares respecto de w. Algunas propiedades interesantes
de las rectas polares de puntos con respecto a una circunferencia son las siguientes:

o Si P pertenece a la recta polar £y, entonces ) pertenece a la polar Zp.
e Si R es la interseccion de Lp y £y, entonces Lr es precisamente PQ).

e Los puntos P, Q) y R son colineales si y solo si Lp, Ly y Lr concurren.


http://www.geogebra.org/download
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Figura 4: Zp y £ se intersecan en R. Por ello, Z5 es la recta PQ).

La siguiente proposicién nos dice que la recta polar de P respecto a w puede construirse
de la siguiente forma: si trazamos dos rectas por dicho punto, de manera que corten a la
circunferencia w en cuatro puntos A, B, C', D, entonces los puntos ) y R que resultan de
intersectar los lados opuestos y las diagonales de ABCD estan en la recta polar. Para ver
una demostracién de estas propiedades, puede consultar [I} 3.

Proposicién 1.3 Sean A, B, C, D cuatro puntos sobre una circunferencia w. Las rectas AB
y C'D se intersecan en P; las rectas AD y BC' se intersecan en @ y las rectas AC' y BD se
intersecan en R. Resulta que el tridngulo APQR es autopolar, lo cual significa que

e QR es la recta polar de P respecto a w, es decir, £p = QR,
e RP es la recta polar de Q) respecto a w, es decir, £ = RP y

e PQ es la recta polar de R respecto a w, es decir, Lr = PQ.

Figura 5: El triangulo APQR es autopolar.
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1.2 Potencia de un punto, ejes radicales y circunferencias ortogonales

Sea w una circunferencia de centro O y radio R, y sea P un punto en el plano. Definimos la
potencia del punto P con respecto a la circunferencia w como el niimero PO? — R%. En lo
sucesivo, denotaremos a la potencia de P respecto de w como P, (P).

Es inmediato de la definicién notar que si P es un punto en el exterior de la circunferencia
w, entonces la potencia de P respecto a w es un nimero positivo. Similarmente, si P esta en
el interior, entonces dicha potencia es negativa, y en el caso en que P esta sobre w, entonces
la potencia de P respecto a w es igual a cero.

La potencia de un punto respecto a una circunferencia es importante debido a que en
cierto sentido es un invariante geométrico. Para explicarlo, consideremos una circunferencia
w y un punto P distinto de su centro O. Sean X e Y las intersecciones de la recta PO con
w, donde X es la interseccién mas cercana a P.

O ©

Figura 6: Una interpretacién geométrica: P,(P) = PX - PY.

Observemos que PX = PO — XO = PO —- Ry PY = PO + OY = PO + R (como
segmentos dirigidos), por lo que PX - PY = PO? — R? = P,(P). Sin embargo, la férmula
P.(P) = PX - PY es vélida incluso para cualquier recta por P que interseca a w, no sélo
para la recta PO. En efecto, tracemos una segunda recta por P,y sean A, B los puntos de
intersecciéon de dicha recta con w.

w

Figura 7: En los dos casos, con P dentro o fuera de w, se tiene que P,(P) = PA- PB.

En la primera figura, los éngulos ZPBX y ZPY A son suplementarios a ZX BA, mientras
que en la segunda figura, los angulos ZPBX y ZPY A subtienden el arco AX. En cualquier
caso, se tiene la igualdad de angulos /PBX = ZPY A, la cual, implica la semejanza de
los triéngulos APBX y APY A. Por tanto, sus lados correspondientes son proporcionales:

ﬁﬁ = PY Esta igualdad se reescribe como PA- PB = PX - PY = P,(P).
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Finalmente, cuando P es exterior a w, trazamos una tangente por P a w.

Figura 8: Para P exterior a w, la longitud de la tangente PT satisface que P, (P) = PT>.

Puesto que el radio OT es perpendicular a la tangente PT, se tiene que el tridngulo
APOT es rectéangulo. Por el Teorema de Pitdgoras, PT? = PO? — R* = P,(P), por lo que,
geométricamente, la potencia de P es igual al cuadrado de la longitud de la tangente PT'.

Es importante resaltar que la nociéon de potencia de un punto respecto a una circunfer-
encia w puede definirse sin ningin cambio si w es un punto, es decir, una circunferencia de
radio cero. Esta nocién serd de utilidad a lo largo de la Seccién [2}

Sean ahora % y w dos circunferencias y sea P un punto en el plano. En general, la potencia
de P respecto a w es un nimero distinto de la potencia de P respecto a %. Naturalmente,
existen puntos P en el plano para los cuales las dos potencias son iguales. Se puede demostrar
que el lugar geométrico de los puntos P cuyas potencias respecto a € y w son iguales es una
linea recta, conocida como eje radical de € y w. Cuando las circunferencias se intersecan,
el eje radical pasa por los puntos de interseccion, pero en general, siempre es perpendicular
a la recta que une los centros de las circunferencias.

P
- "!\

Figura 9: La recta vertical es el eje radical de € y w. Como P pertenece al eje radical de ¢
y w, las tangentes desde P a € y w son de igual longitud.

Para cada par de circunferencias, su eje radical es una linea recta. En algunas ocasiones,
se tiene que tres o mas circunferencias tienen el mismo eje radical dos a dos. En este caso,
se dice que las circunferencias son coaxiales, como en la Figura [10]
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Figura 10: Una familia de circunferencias coaxiales.

Sin embargo, en general, tres circunferencias determinan tres ejes radicales, uno para cada
par de circunferencias. En ese caso, los tres ejes radicales concurren en un punto llamado
centro radical, el cual tiene la misma potencia con respecto a las tres circunferencias.

Figura 11: La recta azul es el eje radical de las circunferencias azules. La recta punteada es
el eje radical de las circunferencias punteadas. La recta de trazo grueso es el eje radical de
las circunferencias de trazo grueso. S es el centro radical de las tres circunferencias.

Si desde el centro radical trazamos las tangentes a las tres circunferencias, dichas tan-
gentes tendran igual longitud, porque el cuadrado de la longitud de cada tangente es igual a
la potencia comun desde dicho centro. Tomando la longitud de las tangentes como radio, y el
centro radical como centro, tenemos una circunferencia que pasa por los puntos de tangencia.
En otras palabras, los radios de esta circunferencia son tangentes a las tres circunferencias.

En general, cuando dos circunferencias se intersecan y una de ellas tiene dos radios
tangentes a la otra, se dice que ambas circunferencias son ortogonales.
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Figura 12: La circunferencia roja es ortogonal a las otras tres.

2 Resultado principal y su demostracion

Procedemos ahora a enunciar el resultado principal de este trabajo, el cual es un criterio de
colinealidad para puntos sobre los lados de un triangulo. Esta construccion utiliza la nociéon
de recta polar de un punto respecto a una circunferencia.

Teorema 2.1 Sean AABC un tridngulo y w una circunferencia en el plano. Sean £La, £p
y Zc las respectivas rectas polares de A, B y C' con respecto a w. Sean A la interseccion
de las rectas Ly y BC, B la interseccion de las rectas £ y CA, y C la interseccion de las
rectas Lo y AB. Se tiene que los puntos A, B, C' son colineales.

Figura 13: AABC es un tridngulo y w una circunferencia. Las rectas £, (verde), £ (azul)
y Zc (rojo) son las rectas polares de los vértices A, B y C, respectivamente. La linea en
amarillo es la determinada por los puntos colineales A, By C.

Para dar la prueba del Teorema [2.1, necesitamos algunos resultados previos. En la
demostracion del primero de ellos, utilizaremos el Teorema de Menelao, que es el resultado
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de colinealidad por excelencia, asi como el Teorema generalizado de la bisectriz. En [3] se
puede consultar una demostracién de ambos resultados.

Teorema 2.2 (Teorema de Menelao) Sea AABC un tridngulo y sean AV, §, C puntos
en las rectas BC, CA, AB, respectivamente.

Los puntos Av, E, C' son colineales si y solo si Z_l; . BC 4B _ 1

Este teorema corresponde al campo de la geometria proyectiva porque, estrictamente
hablando, la colinealidad no depende de las longitudes de los segmentos involucrados, sino
solamente de las proporciones de los mismos.

Teorema 2.3 (Teorema de la bisectriz generalizado) Sea AABC un tridngulo y sea

: BP __ BA  sen/BAP
P un punto en la recta BC'. Se tiene que 55 = 3¢ - Soopac-

Ahora aplicaremos los teoremas anteriores para probar lo siguiente:

Proposicién 2.4 Sea AABC un tridngulo, y sea O un punto que no pertenece a ninguna
de sus alturas. Sean A la interseccién de BC' con la perpendicular a OA que pasa por O, B
la interseccion de CA con la perpendicular a OB que pasa por O y C la interseccion de AB
con la perpendicular a OC' que pasa por O. Se tiene que los puntos A, B, C' son colineales.

< B
A

Figura 14: Ilustracién de la Proposicién [2.4

Notese que la Proposicion es un caso degenerado del Teorema [2.1| cuando la circun-
ferencia w es de radio cero. En efecto, si O y P son puntos distintos, la polar de P respecto
a O, como circunferencia de radio cero, se entiende como la perpendicular a OP por O.
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PRUEBA. Por construccion, se tienen las siguientes igualdades de angulos dirigidos:
/BOA = /BOA, /COB=/COB, /AOC = /AOC.

En consecuencia, sen/BOA _ senlCOB _ senZAOC _ 1 Py ] Teorema generalizado de la

ZBOA sen ZCOB sen ZAOC

bisectriz aphcado a A y al tridngulo ABOC, la razén en que A divide al segmento BC'
BA __ BO sen ZBOA CB __ co . sen ZCOB

puede calcularse por T0 T OC snsaoc Similarmente, tenemos que Z= = 57 - =25 Soa Y
g—g = é—g : %. Multiplicando y considerando segmentos dirigidos,

BA CB AC _BO CO AO sen/ZBOA sen/COB senZAOC

AC BA CB OC OA OB sen/A0C sen/BOA sen /COB
Por el Teorema de Menelao, los puntos ,ZL B , C' son colineales. [

Teniendo en cuenta el resultado de la Proposicién [2.4] es ficil convencerse de que el
reciproco también es cierto. En otras palabras, dados tres puntos colineales A B C sobre
los lados de un tridngulo AABC, existe un punto P tal que los dangulos LAPA, ABPB,
ZCPC son todos rectos. Mas aun, como veremos en el siguiente resultado, el punto P no
es lnico, sino que existe un segundo punto P’ con la misma propiedad. En lo sucesivo,
denotaremos por ¢4, €5, ¢c a las circunferencias de diametros AA, BB, CC.

Lema 2.5 Sea AABC' un tridngulo y sean Z, B Y C puntos colineales en las rectas BC,
CA y AB, respectivamente. Se tiene que las circunferencias €4, €p, €c tienen dos puntos
en comun.

Figura 15: P y P’ son los puntos O que dan lugar a Z, B y C de la Proposicién .

PRUEBA. Sean Py P’ las intersecciones de las circunferencias ¢4 y 45 de didmetros AA y
BB. Por construccién, se tiene que AP es perpendicular a PA y que BP es perpendicular
a PB. Sea (1 la interseccién de la perpendicular a C'P por P con la recta BC. Por la
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Proposicién u 4} los puntos ;f B y C, son colineales. En otras palabras, C es la interseccién
de las rectas AB y . AB. Puesto que, por hipdtesis, C es la interseccién de las rectas AB'y
AB tenemos que C = C. En particular, P pertenece a la circunferencia de diametro cc.
De manera similar, P’ pertenece a la circunferencia de diametro C'C. ]

El siguiente resultado es el ultimo que necesitamos para demostrar el Teorema 2.1}, el cual
probaremos usando geometria euclidiana. Existe una demostracion més inmediata usando
teoria de inversién. Se invita al lector a realizar dicha demostracién.

Lema 2.6 Sean A, gguntos distintos y w una circunferencia. La recta polar £y del punto A
respecto a w pasa por A si y solo si la circunferencia €4 de didmetro AA yw son ortogonales.

PRUEBA. Si A estd sobre w, el resultado es inmediato de la definicién de recta polar para
este caso. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que A esta fuera de la circunferencia,
de lo contrario se puede intercambiar el papel de A y A (jpor qué?). Sean O el centro de
w, P la segunda interseccién de €4 con la recta AO, y S, T las intersecciones de AP con w.
Por ser AA el didmetro de %4, se tiene que L/APA = 90°, es decir, AP es perpendicular a
OA. Puesto que la polar £ es perpendicular a OA, se tlene que .Z4 pasa por A siy soélo
si AP es la polar de w. Por definicion de Z4, esto ultimo ocurre si y sélo si Sy T son los
puntos donde las tangentes desde A tocan a w. A su vez, lo anterior se tiene si y sélo si
LASO = 90°. Como ZSPO es recto, se tiene que ZASO = 90° si y so6lo si los triangulos
NASO y ASPO son semejantes. Esto ocurre si y sélo si % = %, es decir, si y solo si
OA-OP = R?, donde R es el radio de w. Puesto que OA - OP es la potencia de O respecto
de €4, se tiene que R? es igual al cuadrado de la longitud de la tangente desde O a €4. Esto

es equivalente a que w sea ortogonal a €4, como queriamos. [

Con todos estos resultados en nuestras manos, procedamos a probar el Teorema [2.1]



UNA RELACION POLAR ENTRE TRIANGULOS Y CIRCUNFERENCIAS

PRUEBA. Por hipétesis, la polar de A respecto a w pasa por A. Por el Lema , se concluye
que las circunferencias €4 y w son ortogonales. Similarmente, €5 y w también lo son. Sean
P y P’ los puntos de interseccién de €4 con €. Sea Cj el punto de interseccién de la recta
AB con AB. Basta entonces con demostrar que Co C. Por ser A B CO colineales, el Lema
.5limplica que la circunferencia %, de diametro CCy pasa por Py P’ . Por otra parte, como
w es ortogonal a €4 y €3, se tiene que w es ortogonal a cualquier circunferencia que pasa por
Py P'. En particular, w es ortogonal a 6. Por el Lema[2.6] 1a polar de C respecto a w pasa
por el punto en %, diametralmente opuesto a C, es decir, pasa por Cy. Esto significa que Cy
es la interseccién de AB con la polar de C respecto a w, es decir, Cy = C como queriamos. W

Observaciones 2.1 Los resultados preliminares de esta demostracion serdn de utilidad en
la siguiente seccion. Sin embargo, se puede dar una demostracion directa del Teorema
por geometria analitica. Se invita al lector a llevarla a cabo como sigue:

1. Elija un sistema coordenado cuyo origen sea el centro de w y tal que el radio de w sea 1.
Denote por (xa,ya), (x,ys), (xc,yc) a las coordenadas de A, B, C' respectivamente.

2. Utilice el Lema[l.1y calcule las distancias dirigidas d(B, £a) y d(B, Z4) de los puntos

, BAV _d(B,gA)

By C ala recta £4. Note ademds que = A(C 7))
BA Tarp+yayp—1 AC
3. Concluya asi que == 0T T mametoane i Obtenga expresiones similares pam y a5

4. Utilice el Teorema de Menelao para concluir.

El Teorema es bastante general, de hecho, es valido para cualquier posicién relativa
entre el triangulo y la circunferencia.

Uno de los casos no comprendidos por nuestra demostracion es aquél en el que exacta-
mente una de las rectas polares es paralela al lado opuesto. Por ejemplo, si £y y BC' son
paralelas, entonces el punto A es un punto al infinito. Para que el Teorema siga siendo
valido en este caso, debe cumplirse que BC' y BC' son paralelas. Esto puede verificarse
utilizando el punto 3 de las Observaciones para calcular las razones gg AB R aplicando
el Teorema de Thales. Nétese que este caso ocurre si y sélo si el centro O de w esta sobre la

altura del triangulo AABC trazada desde A.

Otro de los casos ocurre si dos de las rectas polares son paralelas a los lados opuestos,
digamos Z5||AC vy Z¢||AB. En este caso, el centro O de w pertenece a las alturas desde B
y C. Esto significa que O es el ortocentro de AABC, asi que O pertenece a la altura desde
A. Por ello, Z,||BC. Esto significa que A, B, C' son puntos al infinito, es decir, pertenecen
a la linea al infinito y son colineales.

Finalmente, si alguna de las rectas polares coincide con el lado opuesto del triangulo,
entonces la conclusién del Teorema 2.1 es trivial.

Con esto, hemos incluido ya todos los posibles casos en la relacion del triangulo AABC
con la circunferencia w. Por ello, podemos concluir que el Teorema [2.1, mas que un resultado
de geometria euclidiana, es un resultado de geometria proyectiva.
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Figura 16: Cuando el centro O de w pertenece a la altura desde A, las rectas £, (verde),
BC' (amarillo) y BC' (negro) son paralelas.

2.1 Familias de circunferencias generadoras

Sean AABC' un triangulo y £ una recta en el plano. Es natural preguntarse si existira

alguna circunferencia w tal que la recta .2’ sea precisamente la determinada por los puntos
A, B, C, en el sentido del Teorema .

Definicién 2.1 Sea AABC un tridngulo y sea £ una recta en el plano. Decimos que la
circunferencia w genera a £, si £ es la recta determinada por los puntos A, B, C, en el
sentido del Teorema [2.1.

En esta parte veremos que, dados un triangulo y una recta .Z’, la familia de circunferencias
w que generan a .Z es una familia de circunferencias coaxiales. Para demostrarlo, necesitamos
el siguiente resultado.

Lema 2.7 Sean 61 y 65 circunferencias de radios ry y 9, respectivamente, que se intersecan
en Py P'. La circunferencia w de centro O y radio R es ortogonal a €, y > si y sélo si w
es coazial con las circunferencias P y P’ de radio cero. En particular, O pertenece a PP’.

Figura 17: w es ortogonal a @, y %5 si y s6lo si w es coaxial con Py P'.

PRUEBA. Notemos que la mediatriz de PP’ es el eje radical de Py P’, es decir, es la linea

010, de los centros de €1 y %». De hecho, la potencia de O; respecto a P es r7. M4s
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atn, la potencia de O; respecto a w es también r? porque %, es ortogonal a w. Por ello, O,
pertenece al eje radical de P y w. Analogamente, O pertenece al eje radical de Py w. Esto
prueba que 010, es el eje radical de P, P’ y w, por lo que son coaxiales. Reciprocamente,
si w, Py P’ son coaxiales, entonces cada punto @ de la mediatriz de PP’ tiene potencia
QP? con respecto a w. En particular, para O; se tiene que, 0;0? — R? = O, P? = r?, lo cual
demuestra que w y %] son ortogonales. Analogamente, w y %5 son ortogonales. ]

Teorema 2.8 Sea NABC' un triangulo, y sea £ una recta. Sean Z, E, C los puntos
de interseccion de £ con BC, CA, AB, respectivamente. Sean P y P’ los puntos en
comun de las tres circunferencias €a, €r, o de diametros AA, BB y CC. La familia de
circunferencias que generan a £ consiste de aquéllas que son ortogonales a €, €5 y Gc.
Equivalentemente, esta familia consiste de las circunferencias con centro en la recta PP’ que
son coaxiales con P y P', como circunferencias de radio cero.

(4ol

CA

Figura 18: Para el tridngulo AABC'y la recta .Z (amarillo), cada circunferencia en morado
genera a .Z. Dichas circunferencias son ortogonales a €4 (verde), €5 (azul) y é¢ (roja),
quienes tienen a Py P’ en comun. La mediatriz de PP’ es eje radical comun de la familia.

PRUEBA. Supongamos que w genera a la recta .Z. Entonces, la recta polar £, pasa por A.
Por el Lema [2.6] se tiene que w es ortogonal a €. Similarmente, w es ortogonal a €5 y éc.
Reciprocamente, si €4, ¢, €c son ortogonales a w, entonces, por el Lema 2.6] tenemos que
£, pasa por A, g pasa por B, Z¢ pasa por C, es decir, w genera a .. Para probar la
segunda parte, notemos que w es ortogonal a €4, €5y G siy solo si es ortogonal €4 v €,
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ya que las tres circunferencias tienen dos puntos en comun. Por el Lema [2.7] esto equivale
a que w sea coaxial con Py P’ ]

3 Ejemplos

En esta seccién, para un mismo triangulo AABC, aplicaremos el Teorema [2.1] para algunas
circunferencias especiales w. Por ejemplo, cuando la circunferencia w es el circuncirculo o el
incirculo del tridngulo, el Teorema[2.1] da lugar a resultados ya bien estudiados en geometria.

En efecto, si w es el circuncirculo de AABC, entonces las rectas polares de A, B, C' son
las tangentes a w por dichos puntos. Esto significa que A, B, C' son las intersecciones de las
tangentes al circuncirculo con los lados opuestos.

Figura 19: Si w pasa por todos los vértices del triangulo, las rectas polares son tangentes.

Sea w ahora el incirculo de AABC, y sean D, E, F los puntos de tangencia de w en
los lados de AABC. En este caso, las rectas polares de los vértices respecto a w son las
determinadas por los puntos de tangencia.

B D C
Figura 20: Este caso es como el anterior, pero aplicado al triangulo ADFEF'.

Finalmente, sea AABC un tridngulo, y tomemos como w a la circunferencia de diametro
BC. Para esta eleccion de w, se tiene que Zp vy Z¢ son las perpendiculares por B 'y C al
lado BC. Pero maés interesante es estudiar la polar .Z4. Por construccion, el centro de w es
el punto medio M de BC'. Asi, £, es perpendicular a AM. Mas ain, veamos que £, pasa
por el ortocentro de AABC.
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Sean D y FE las intersecciones de w con las rectas CA y AB, respectivamente. Por ser
BC un didmetro de w, los angulos Z/BEC y BDC' son ambos rectos. Esto quiere decir que
BD y CFE son las alturas desde B y C, respectivamente, y su punto de interseccion H es el
ortocentro de AABC. Por la Proposicién [1.3] las rectas BC'y DE, asi como las rectas BD
y CE, se intersecan en dos puntos, los cuales pertenecen a la recta polar de A. El primero
de ellos es entonces A, y el segundo de ellos es H.

Figura 21: El caso cuando w es de didmetro BC'.

Esta discusion se resume en este resultado:

Proposicién 3.1 Sean AABC' un tridngulo de ortocentro H, M el punto medio de BC' y
D y E los pies de las alturas desde B y C, respectivamente. Sea B la interseccion de C'A
con la perpendicular a BC' por B y sea C' la interseccion de AB con la perpendicular a BC
por C'. Entonces, las rectas BC, DE, BC y la perpendicular a AM por H son concurrentes.

4 La Familia del Circuncirculo

Hemos estudiado diferentes casos particulares para la circunferencia w. Por ejemplo, cuando
tomamos w como el circuncirculo del triangulo AABC, las polares de los vértices son las
tangentes a w pasando por cada uno de ellos. Asi, la recta £ generada en el sentido de la
Definicién [2.1] es la que pasa por los puntos de interseccién de las tangentes al circuncirculo
en cada vértice con el respectivo lado opuesto (ver Seccién .

En un tridngulo AABC, existe una circunferencia especial, llamada circunferencia de
Feuerbach. También es conocida como la circunferencia de los nueve puntos porque pasa
por nueve puntos notables en el tridngulo, a saber:

e los puntos medios de los tres lados del tridngulo,

e los pies de cada una de las tres alturas,
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e los puntos medios de los tres segmentos que unen al ortocentro con cada vértice.

B/ D ~—\M — C
Figura 22: El centro S de la circunferencia de Feuerbach es el punto medio del segmento
OH, donde O es el circuncentro del tridngulo, y H es su ortocentro.

Para consultar muchas de las bonitas propiedades que tiene esta circunferencia, ver [3].

Ahora estudiaremos la recta generada por la circunferencia de los nueve puntos del
tridngulo AABC. Resulta que dicha recta coincide con la recta £ generada por el cir-
cuncirculo (Proposicién. En otras palabras, ambas circunferencias pertenecen a la misma
familia, en el sentido del Teorema [2.8|

Ademas, apoyandonos en el Teorema [2.8], construiremos el eje radical del circuncirculo y
la circunferencia de los nueve puntos, asi como otras circunferencias coaxiales con las mismas.
Sus centros pertenecen a una recta, conocida como la recta de Fuler.

Proposicién 4.1 Dado un tridngulo AABC, su circuncirculo y su circunferencia de los
nueve puntos generan a la misma recta.

Figura 23: JAOM P es paralelogramo y LIPK M D es ciclico.
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PRUEBA. Sean O el circuncentro de AABC, A el punto de interseccion de la tangente al
circuncirculo por A con BC, D el pie de la altura desde A, H el ortocentro, M el punto
medio de BC, P el punto medio de AH y K el pie de la perpendicular de P sobre AM.

Es un resultado conocido de geometria que AH = 20M. Por ser P el punto medio de
AH, tenemos que los segmentos AP y OM son paralelos y de la misma longitud. Por ello,
LAOMP es un paralelogramo. En particular, M P y AO son paralelos. Por ser OA un
radio, y AA la recta tangente del circuncirculo, se tiene que OA y AA son perpendiculares.
Por lo anterior, se tiene que M P es perpendicular a AA. Este hecho, y la perpendicularidad
entre AP y MA, nos llevan a que P es el ortocentro del tridngulo AAAM. Por ello, los
puntos A, P, K son colineales.

Por otro lado, M, D, P pertenecen la circunferencia de los nueve puntos. Ademas,
ZMDP es recto, por lo cual, M P es didmetro de la circunferencia. Por ser ZPKM = 90°,
se tiene en virtud de lo anterior que K pertenece también a la circunferencia de los nueve
puntos del triangulo. En otras palabras, JPK M D es ciclico, pues la circunferencia de los
nueve puntos pasa por todos sus vértices. Por la Proposicién[1.3] la recta polar de A respecto
a la circunferencia de los nueve puntos pasa por el punto de intersecciéon de KPPy MD. En
otras palabras, A pertenece a la polar de A respecto a la circunferencia de los nueve puntos.

De manera similar se demuestra que si B y C' son las intersecciones de las tangentes
por By C al circuncirculo con las rectas CA y AB, entonces las rectas poalres de B 'y C
respecto de la circunferencia de los nueve puntos pasan por B y C. Esto significa que la
recta generada por el circuncirculo es la misma que la generada por la circunferencia de los
nueve puntos, en el sentido del Teorema [2.1] [

4.1 El Eje radical de la familia y la recta de Euler

La Proposicion nos dice que la circunferencia de los nueve puntos y el circuncirculo
generan a la misma recta. Por otra parte, el Teorema asegura que la familia de cir-
cunferencias w que generan a una misma recta tienen un mismo eje radical. Presentemos
entonces algunos puntos notables en el eje radical de la circunferencia de los nueve puntos y
el circuncirculo.

Sea A la intersecciéon de BC' con la tangente por A al circuncirculo de AABC. Similar-
mente, se definen B y C. Sean A, B/, C' los puntos medios de los segmentos AA, B B, CC,
es decir, los centros de las circunferencias €4, €5, éc de diametros AA, BB, C’CL Puesto
que el circuncirculo y la circunferencia de los nueve puntos generan a la recta por A, By C,
el Lema nos dice que €4, €5 y 6c son ortogonales al circuncirculo y la circunferencia
de los nueve puntos. Ademads, los centros A’, B’ y C' de €, €5 y ¢ estan sobre el eje
radical de esas dos circunferencias. Por otro lado, sean D, E, F' los pies de las alturas, y
Ay, By, (4 las intersecciones de los pares de rectas: EF con BC, F'D con CA, y DE con
AB. Es posible demostrar también que A;, B; y C} estan sobre el eje radical de ambas
circunferencias.

Otro elemento importante para construir a las circunferencias de la familia del cir-
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Figura 24: La linea gruesa es el eje radical del circuncirculo y la circunferencia de Feuerbach.

cuncirculo y la circunferencia de los nueve puntos es la recta de Euler. Sobre esta recta
se encuentran el ortocentro, el circuncentro, el centro de la circunferencia de los nueve pun-
tos, el gravicentro, y algunos otros puntos notables del tridngulo [3]. En consecuencia, los
centros de las circunferencias de la familia del circuncirculo pertenecen a la recta de Euler.

Figura 25: En amarillo, la recta generada por el circuncirculo. En morado, el circuncirculo y
la circunferencia de los nueve puntos de AABC'y otros miembros de la misma familia, entre
ellos los puntos P y P’ que son de radio cero. La linea punteada es el eje radical comin y
en color naranja tenemos la recta de Euler. Las circunferencias ¢4 (verde), €5 (azul) y é¢
(rojo) son ortogonales a cada circunferencia en la familia.

Sea w una circunferencia en la familia anterior (color violeta). Sabemos que su centro
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O,, pertenece a la recta de Euler, y que w es ortogonal a €4, €5y ¢c. Sean Py P’ los
puntos comunes de €4, ¢ y ¢c. Como w es ortogonal a ellas, su radio R, es igual a la
rafz cuadrada de la potencia de O, con respecto a esas circunferencias: R? = O, P - O, P’
En particular, la potencia de O, respecto a dichas circunferencias es positiva, por lo que O,
estd en la recta de Euler pero fuera del segmento PP’

Por ejemplo, el ortocentro H tiene potencia negativa respecto a €4, ¢, éc. Por ello, no
existe circunferencia centrada en H que pertenezca a la familia del circuncirculo. En cambio,
como el gravicentro GG estd entre el circuncentro y el centro de la circunferencia de los nueve
puntos, se encuentra fuera del segmento P'P y si existe una circunferencia centrada en el
gravicentro que pertenece a la familia.

5 Reformulaciones del Teorema [2.1]

El siguiente resultado (Teorema [5.2) es una reformulacién del Teorema [2.1] en el sentido de
que ambos resultados son equivalentes. Dicha reformulacién se obtiene por la dualidad entre
las nociones de polos y polares.

Dadas una circunferencia w y una recta £ en el plano, se define el polo de . como el
punto P tal que Zp = %, es decir, tal que £ es la polar de P respecto a w. En particular,
O es el polo de la linea al infinito y las rectas por O tienen un punto al infinito por polo.

La Proposicién [1.2], en términos de la nocion de polo, se reformula como sigue:

Proposicién 5.1 Sean w una circunferencia, £, # , N rectas en el plano y Py, Py, Py
sus respectivos polos. Se tiene lo siguiente:

e S5i.Z pasa por P, entonces M pasa por Py.
e Si A es la recta que pasa por Py y P4, entonces Py es la interseccion de L y M .

e Las rectas £, M, N son concurrentes si y solo si Py, Py, Py son colineales.

En términos de la nocién de polo, el Teorema [2.1] equivale al siguiente:

Figura 26: El dual del Teorema [2.1] utilizando polos de rectas.
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Teorema 5.2 Sean AABC un tridngulo y w una circunferencia en el plano. Sean Ppc,
Pca y Pap los polos de las rectas BC, C'A y AB respecto a w. Se tiene que las rectas APpc,
BPss y CPag son concurrentes.

PRUEBA. Por la Proposicion demostrar la concurrencia de las rectas APpc (verde),
BPcy (azul), CP4p (roja) es equivalente a probar que sus polos son colineales. Sean A,
E, C como en el enunciado del Teorema . Por un lado, por la Proposicion , el polo
de APpc es la interseccién de las rectas polares A y de Ppc. La recta polar de Ppc es
precisamente BC, por lo cual, el polo de la recta APpc es A. Similarmente, el polo de BFPca
es B y el polo de C'Pyp es C. Por el Teorema A, B, C son colineales. Esto significa que

sus polares APgc, BPcy, C'Pyp son concurrentes, como queriamos probar. [ |

Como comentdbamos arriba, los Teoremas [2.1]y [5.2 son equivalentes. Se invita al curioso
lector a tratar de generalizar el Teorema a dimensiones superiores. Por ejemplo, dada
una esfera w en el espacio de dimensién 3, el polo de un plano es un punto, la polar de una
recta es otra recta y el polo de un punto es un plano. En estos términos, puede presentarse
una formulacién n-dimensional del Teorema [5.2] y tratar de obtenerse una demostracion.

Procedemos ahora a presentar una tultima reformulacion del Teorema [2.1, utilizando
secciones conicas. Recordemos que el Teorema [2.1] es un resultado de geometria proyectiva,
lo cual garantiza que dicho resultado sigue siendo valido si las rectas polares se toman con
respecto a cualquier cénica. La nocién de recta polar respecto a una cénica en general no
la discutiremos aqui, sélo hay que entender que la Proposicién [1.3| es vélida si cambiamos
circunferencia por conica. De esta manera, la recta polar Lx del punto X respecto a una
conica [ puede construirse como sigue: se trazan dos rectas por X que corten a I' en cuatro
puntos P, @, R, S, y luego se toman los puntos Y y Z como la interseccion de las diagonales
y/o lados opuestos del cuadrildtero PQRS. Resulta que recta determinada por los puntos Y
y Z es siempre la mimsa para el punto X, de manera que Y Z se define como la recta polar
de X respecto de I' (ver [2]).

Figura 27: Construyendo la recta polar de X respecto a la parabola I'.
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Sea w una circunferencia en el plano proyectivo RP?, es decir, el plano con la linea
al infinito. Consideremos otro plano proyectivo RP? y sea I' una cénica en dicho plano.
Vamos exhibir una transformacién proyectiva 7 : RP?2 — RP? que transforma la cénica I'
en la circunferencia w. Para ello, apelaremos a la definicién de seccién coénica. Fijemos
un cono circular recto en el espacio proyectivo RP?, o sea, en el espacio con el plano al
infinito, como en la Figura . Tomemos el plano proyectivo RP? que contiene a w (azul) e
intersequémoslo con el cono, de manera que su interseccion sea precisamente w. De la misma
manera, tomemos el plano proyectivo RP? que contiene a I' (verde) e intersequémoslo con el
cono, de manera que su interseccion sea precisamente I'.

Figura 28: T" es una hipérbola en el plano verde, w una circunferencia en el plano azul y m
es una transformacion proyectiva entre ambos planos que es una biyeccion de I' en w.

Ahora, para cada punto X del plano proyectivo de I" (verde), tomemos la recta XO,
donde O es el vértice del cono, y prolonguémosla hasta intersecar al plano de w (azul).
A su interseccién la denotamos por m(X), por lo que se tiene definida una correspondencia
7 : RP?2 — RP2. No es dificil convencerse que esta transformacién envia puntos de I' a puntos
de w, ya la imagen de puntos en el cono sigue perteneciendo al cono. Ademads, cada punto de
w es la imagen de un dnico punto X de I', pudiendo ser X un punto al infinito (recordemos
que los planos son proyectivos, y contienen la linea al infinito). M4ds atin, 7 : RP? — RP?
transforma puntos colineales en puntos colineales, y similarmente, se puede demostrar que
transforma rectas tangentes a I' en rectas tangentes a w.
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Teorema 5.3 Sean AXY Z un tridngulo y I una cénica en el plano proyectivo RP2. Sean
Lx, Ly y Ly las rectas polares de X, Y y Z, respecto de T'. Sean X la interseccion de Y Z
con Lx, Y la interseccion de ZX con Ly, Z la interseccion de XY con Ly. Se tiene que
los puntos X, Y y Z son colineales.

Figura 29: Repitiendo la construccion del Teorema [2.1] utilizando cualquier cénica.

PRUEBA. Sea w una circunferencia en el plano proyectivo RP? y sea 7 : RP? — RP? la
trasformacién proyectiva descrita anteriormente. Denotemos por A = 7n(X), B=7(Y), C =
m(Z) ala imagen de los vértices del tridngulo. Para cada P en el plano de w, denotemos por
Zp a la recta polar de P respecto de w. Puesto que m preserva concurrencia y colinealidad,
se tiene que las rectas polares respecto a I' son enviadas en las polares respecto a w:

W(Ex) :gA, 7T([,y) :.,%B, W(Ez) :gc.
Sean ahora g, B , C los puntos definidos como en el enunciado del Teorema , es decir,
A=%NBC, B=Y%nNCA, C=%nAB.

De nuevo, como 7 preserva colinealidad, se tiene que 7(XY) = AB, n(YZ) = BCy n(ZX) =
CA. Por ello, se tiene también que

(X)=n(LxNYZ) =Ly NBC = A,
7(Y)=n(Ly NZX)=%3NCA=B,
m(Z2)=7(Lz;NXY) =% NAB=C.
Por el Teorema , los puntos A, B, C son colineales, es decir, los puntos 7(X), n(Y),

7(Z) son colineales. Puesto que 7 es proyectiva, se tiene que X, Y, Z son colineales, como
queriamos. [
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