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Resumen

La coherencia parcialmente dirigida (en Inglés “partial directed coherence.o PDC) es una
métrica en el dominio de la frecuencia a través de la cual se establece la dirección del flujo de
información entre dos series de tiempo. En este art́ıculo se muestra el uso de la PDC para
determinar relaciones de conectividad funcional en datos de electroencefalograf́ıa (EEG) a fin
de obtener información sobre los procesos cerebrales subyacentes. A manera de ejemplo, aqúı
se muestra un análisis preliminar de datos correspondientes a actividad cerebral en respuesta
a estimulación estética, y se discuten las capacidades y dificultades presentadas en el análisis
basado en la PDC.
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1. Introducción

Entendemos por conectividad funcional cerebral como el proceso a través del cual distintas
regiones del cerebro interactúan para realizar distintos procesos [3]. Dicha interacción no es
necesariamente producto de una conexión estructural espećıfica entre las regiones involucra-
das, sino el resultado de un análisis de la correlación de las activaciones cerebrales localizadas
en distintas regiones.

Gran parte de los avances que se han logrado en el entendimiento de la conectividad
funcional ha sido resultado de estudios de resonancia magnética funcional [8]. Sin embargo,
dicha tecnoloǵıa impone una limitante importante en el tipo de actividad cerebral que puede
analizarse. Y es que, para realizar estudios de resonancia magnética funcional, es necesario
que las personas se mantengan quietas dentro del aparato durante todo el proceso de medi-
ción. Independientemente de ello, una vez que se han realizado las mediciones del evento de
interés, el análisis de la conectividad funcional se hace en términos de la correlación entre
activaciones cerebrales en distintas regiones espaciales. Aśı pues, los estudios de resonancia
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magnética proporcionan información detallada a nivel espacial, pero limitada en términos de
su resolución temporal.

Los recientes avances en términos de la tecnoloǵıa de adquisición de actividad cerebral
con sistemas de electroencefalograf́ıa (EEG) están permitiendo realizar experimentos mucho
más elaborados de los que es posible realizar en equipos de resonancia magnética, además
proporcionando una muy alta resolución temporal, aunque sacrificando la resolución espacial.
Aún aśı, los estudios de conectividad funcional cerebral basados en EEG están permitien-
do revelar información importante sobre eventos relacionados a la operación de interfaces
cerebro-computadora [1], la fatiga durante el ejercicio [11], el aprendizaje [5], por citar algu-
nos ejemplos en los que hemos trabajado recientemente. En todos ellos, las series de tiempo
adquiridas a través del EEG son tratadas como procesos aleatorios cuya correlación está en
función de si los procesos cerebrales subyacentes están o no en sincrońıa [10].

Distintas técnicas de análisis de series de tiempo han sido propuestas para describir las
correlaciones entre señales que reflejan la actividad cerebral. En particular, el concepto de
causalidad de Granger [4] es una herramienta fundamental para la descripción de las relacio-
nes dinámicas direccionadas entre componentes de un proceso multivariable, y recientemente
ha encontrado aplicación en el área de las neurociencias [6]. Este concepto probabiĺıstico de
causalidad está basado en la idea de sentido común de que la causa precede sus efectos en
el tiempo, lo que se puede formular en términos de predictibilidad. Aśı, la causalidad de
Granger es evaluada emṕıricamente mediante la aproximación por modelos autorregresivos.

Una métrica que se desprende de la causalidad de Granger para el dominio de la frecuencia
es la coherencia parcialmente dirigida (en Inglés partial directed coherence o PDC). De igual
manera, la PDC se ha ido popularizando como una herramienta de análisis de las interacciones
funcionales en ritmos cerebrales espećıficos y en nuestro trabajo de investigación ha sido de
gran utilidad para el análisis de la conectividad funcional cerebral. Es por ello que, en este
art́ıculo, se hace una breve revisión de la PDC y se presenta un ejemplo de análisis basado
en esta métrica para datos de EEG asociados a est́ımulos estéticos.

2. Coherencia parcialmente dirigida

La PDC es presentada en [2] como una métrica en el dominio de la frecuencia para
establecer relaciones de flujo direccionado de la información entre dos series de tiempo. Re-
cientemente ha sido utilizada para establecer conectividad funcional cerebral mediante un
riguroso análisis estad́ıstico de la significancia de las correlaciones que la PDC es capaz de
revelar [14].

2.1. Fundamentos teóricos

Modelo de mediciones electroencefalográficas

Consideremos que las señales de EEG se representan matemáticamente como series de
tiempo xm,k(n) donde m = 1, . . . ,M , corresponde al canal (sensor) de medición, n =
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1, . . . , Nk muestras en el tiempo, y k = 1, . . . , K eventos independientes del fenómeno de
interés. Entonces, para propósito de su representación matemática y posterior modelado, los
datos de EEG se arreglan en matrices espacio-temporales Xk de tamaño M × Nk, es decir:

Xk =


x1,k(1) x1,k(2) · · · x1,k(Nk)
x2,k(1) x2,k(2) · · · x2,k(Nk)

...
...

...
xM,k(1) xM,k(2) · · · xM,k(Nk)

 , (1)

para cada evento independiente. T́ıpicamente Nk = N , es decir, es un valor constante para
todas las mediciones al que se denomina época y que establece una ventana de análisis común
para todos los eventos.

Cálculo de la PDC

Ahora consideremos que las mediciones (1) pueden ser reacomodadas en la forma x(n) =
[x1(n), x2(n), . . . , xM(n)]T , donde los sub́ındices k se omiten por conveniencia notacional.
Entonces, bajo la consideración de que las mediciones de EEG corresponden a procesos
estocásticos ampliamente estacionarios, x(n) puede ser ajustado a un modelo autorregresivo
multivariable tal que

x(n) =
P∑
p=1

Apx(n− p) + e(n), (2)

donde Ap ∈ RM×M , para p = 1, 2, . . . , P , son las matrices que contienen los coeficientes am,p
del modelo autorregresivo de orden P , y e(n) = [e1(n), e2(n), . . . , eM(n)]T , tal que em(n) es
una señal de ruido blanco (proceso de error no correlacionado) que se suma al m-esimo canal.

Ahora bien, la función total de transferencia entre cada fuente de ruido y cada variable
en el modelo puede obtenerse a través de la transformada z de (2):

X(z) =
P∑
p=1

ApX(z)z−p + E(z). (3)

Por lo tanto, la función total de transferencia H(z) = X(z)/E(z) está dada por

H(z) =

[
I −

P∑
p=1

ApX(z)z−p

]−1

= A(z)−1, (4)

donde I es una matriz identidad de tamaño M ×M . Nótese que 4 puede representarse en el
dominio de la frecuencia de la siguiente manera:

H(f) = H(z)|z=ej2πf = A(f)−1. (5)

Bajo estas condiciones, una métrica de las relaciones causales directas (conectividad di-
reccional) de xj a xi, para {i, j} ∈ {1, 2, . . . ,M} está dada por la PDC y se define de la
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siguiente manera:

πi←j(f) =
Aij(f)√

aj(f)aTj (f)
, (6)

donde Aij(f) y aj(f) son, respectivamente, los elementos i, j y la j-esima columna de A(f).
En la práctica, sólo la magnitud de (6) es considerada.

Significancia estad́ıstica

No basta con calcular la PDC para que ésta sea indicativa de conectividad funcional
cerebral, sino que también hay que realizar un análisis de su significancia estad́ıstica, a fin de
cerciorarse de que cierto valor de PDC pueda interpretarse como una conectividad efectiva y
no un resultado azaroso. Entonces, bajo la hipótesis nula H0 : |Aij(ω)|2 = 0, para ω = 2πf ,
la distribución asimptótica de N muestras de

N

Cij(ω)
|Aij(ω)|2, (7)

es un promedio ponderado de dos distribuciones independientes χ2 con un grado de libertad,
con Cij(ω) dada por

Cij(ω) = Σii

[
P∑

p,l=1

Fjj(p, l)((cos(pω) cos(lω) + sin(pω) sin(lω))

]
, (8)

donde Σii son los elementos de la diagonal de la matriz de covarianza del ruido Σ =
E[e(n)eT (n)], Fjj(p, l) son los elementos de la diagonal de F = R−1, con R = E[x (n)x T (n)]
correspondiente a la matriz de covarianza de las mediciones. Los elementos de R están dados
por

Rij(p, l) = cov(xi(n− p), xj(n− l)), para p, l = 1, 2, . . . , P , (9)

donde cov(·) indica la covarianza.
Bajo esas condiciones, el valor cŕıtico al que la magnitud de πi←j(f) puede ser considerado

como significativo a un nivel α está dado por [14]:

πi←j(ω)|α =

√
Cij(ω)χ2

1,1−α

N
(
a j(ω)aTj (ω)

) , (10)

donde χ2
1,1−α es el 1 − α cuantil de la distribución χ2 con un grado de libertad. Entonces,

|πi←j(ω)| es considerada como una conectividad efectiva si es mayor a (10).

3. Caso de estudio

A manera de ejemplo, en esta sección se detalla el proceso de análisis preliminar de la
conectividad funcional cerebral obtenida de datos de EEG adquiridos en el Laboratorio de
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Procesamiento de Señales Biomédicas del Cinvestav Unidad Monterrey. Los datos correspon-
den a la actividad cerebral de voluntarios que fueron expuestos a distintas imágenes de obras
de arte (sesenta en total), todas ellas curadas para generar la sensación de melancoĺıa.

3.1. Diseño experimental

En la Figura 1 se muestra la manera en que se adquirieron los datos de EEG usados
en este art́ıculo. Todos los voluntarios se sentaron cómodamente frente a la computadora y
se les mostraron sesenta imágenes correspondientes a la exposición “Melancoĺıa”, la cual se
presentó en el Museo Nacional de Arte de la Ciudad de México en la primavera de 2017.

Figura 1: Adquisición de datos de EEG de una voluntaria mirando en la pantalla la imagen
de una de las obras de arte de la exposición “Melancoĺıa”.

La adquisición se realizó con un equipo de EEG Mobita de 32 canales y con una tasa
de muestreo de 500 Hz. Los est́ımulos fueron sesenta imágenes, presentadas cada una por 10
segundos y con peŕıodos de reposo de 3 segundos. El orden de las imágenes respetó los cuatro
núcleos temáticos definidos por el curador de la exposición, Mtro. Abraham Villavicencio.
El estudio contó con diez voluntarios (cinco mujeres y cinco hombres), todos ellos parte
de los posgrados del Cinvestav Monterrey. Todos los voluntarios firmaron el consentimiento
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informado y los experimentos se realizaron de manera ética acorde a lo establecido en la
declaración de Helzinki para la realización de pruebas en humanos.

3.2. Análisis preliminar

Un análisis preliminar de la conectividad funcional cerebral de los datos descritos pre-
viamente se realizó calculando los valores de PDC para dos señales adquiridas en todas las
combinaciones de los 32 canales tomados por pares. Eso, para el arreglo de EEG utilizado
genera un total de 496 valores de PDC. Ahora, cada valor de PDC se calcula para cada
voluntario, para cada imagen y para un ancho de banda en espećıfico. Para el caso de este
ejemplo particular se discuten los resultados del análisis correspondiente al ritmo cerebral
alfa, el cual está en el rango de 9 a 13 Hz.

Todos los cálculos de la PDC se realizaron acorde a (6) utilizando la utileŕıa asympPDC,
la cual consiste en una colección de rutinas y funciones de MATLAB/Octave para el análisis
de series de tiempo. AsympPDC se distribuye de manera libre en https://github.com/

asymppdc/asympPDC/releases/tag/v3.0.1. Su versión más reciente incluye la aproxima-
ción asintótica para el cálculo rápido de la PDC y la evaluación de su significancia estad́ısti-
ca [12].

Bajo estas condiciones los valores de PDC fueron calculados en ventanas de tres segundos,
las cuales se fueron moviendo por todo el intervalo de medición (visualización de una imagen)
con una sobreposición de un segundo. Además, los valores de PDC fueron calculados para
las frecuencias f = 9, 10, 11, 12, 13 Hz, y después fueron promediadas en todas esas ventanas
y frecuencias para dejar una representación única dentro del rango del ritmo cerebral alfa.
En todos los cálculos siempre se consideraron sólo aquellos valores de PDC que resultaron
estad́ısticamente significativos acorde a (10) y para α = 0.05.

Una vez obtenida la representación única de la conectividad funcional en términos de la
PDC para el ritmo alfa, ésta se procedió a binarizarse haciendo cero todos aquellos valores
de PDC por debajo de un umbral determinado y haciendo uno todos los que estuvieran por
arriba de dicho umbral. Este proceso de binarización permite un análisis posterior a través
de métricas de topoloǵıas de redes (ver, por ejemplo, [13]), en donde los canales de EEG son
considerados como nodos de la red.

3.3. Resultados preliminares

El resultado del procedimiento previamente explicado se muestra para el caso de un
sólo voluntario al ser expuesto a dos de las imágenes en las Figuras 2 y 3. Alĺı, las redes de
conectividad están representadas por flechas que indican la dirección de la conexión funcional
entre pares de canales (nodos de la red), cuyas posiciones corresponden a la distribución
espacial de los sensores de EEG sobre el cuero cabelludo del voluntario y que mantienen el
estándar internacional de colocación 10-10 [9].

El siguiente paso en el análisis de conectividad funcional seŕıa el de relacionar los patrones
de conectividad encontrados con los procesos fisiológicos asociados a la actividad cerebral sub-
yacente. Dicho proceso requiere relacionar las zonas de activación [7] con funciones cerebrales
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elementales previamente descritas. Dicho proceso está fuera del alcance de este trabajo (por
lo cual se omite) dejando sólo constancia del proceso de análisis desde el cálculo matemático
de la PDC hasta su representación como una conectividad efectiva.

Figura 2: Imagen mostrada (izquierda) y red de conectividad funcional (derecha) obtenida
para uno de los voluntarios para dicha imagen.

4. Conclusiones

La PDC es una métrica efectiva de la conectividad funcional cerebral, de fácil y rápido
cálculo, y de un análisis relativamente simple. Sin embargo, obtener un panorama completo
del fenómeno de interés resulta complicado debido a la necesidad de un análisis exhaustivo
de los valores obtenidos de PDC.

En este art́ıculo se ejemplificó un análisis preliminar que estuvo sujeto a varias reduc-
ciones: comenzando por la promediación en el dominio temporal y en el rango de un ritmo
cerebral, la binarización de los resultados para obtener conectividades “representativas”, y
su posterior visualización como grafos de conectividad efectiva. Todo ello, si bien genera una
representación útil del fenómeno, no es más que una muestra estática de un proceso dinámico
mucho más complejo.
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Figura 3: Imagen mostrada (arriba) y red de conectividad funcional (abajo) obtenida para
uno de los voluntarios para dicha imagen.

Por ello, nuevas tendencias de análisis orientadas a la búsqueda de patrones de conectivi-
dad funcional cerebral están siendo probadas a través del uso de herramientas de inteligencia
artificial. Bajo este nuevo paradigma, la PDC se convierte en un referente de gran importancia
para la interpretación y entrenamiento de redes neuronales que sean capaces de auxiliar en la
búsqueda de patrones asociados a regiones funcionales, que en nuestro ejemplo pudieran ser
aquellas regiones cerebrales que trabajan de manera colaborativa para generar la sensación
de melancoĺıa.
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