o)

—
Vol.8 / No.2 / Diciembre 2024, pp. 1-12

“El saber de mis hijos
SahuarUS UNISON hara mi grandez;”

Sahuar

Revista electrénica de Matematicas

Resolviendo ecuaciones polinomiales

Hernan de Alba Casillas! y Daniel Duarte?
ICONAHCYT-Unidad Académica de Matematicas de la Universidad Auténoma de Zacatecas
2Centro de Ciencias Mateméticas, UNAM Campus Morelia
halba@uaz.edu.mx, 2adduarte@matmor.unam.mx

Resumen

En este articulo exploramos un método de resolucion de ecuaciones polinomiales que tie-
nen una cantidad finita de soluciones. El algoritmo para solucionar estas ecuaciones es simi-
lar al método de eliminacion de Gauss en el sentido de que también convierte el sistema de
ecuaciones original en otro que tiene forma escalonada. El algoritmo en cuestion estd basado
en un algoritmo de la division para polinomios en varias variables asi como un algoritmo que
permite eliminar términos especiales de un polinomio. Para concluir, comentamos algunas
aplicaciones de los conceptos que aparecen en este articulo.

Palabras Clave: Sistemas de ecuaciones polinomiales, algoritmo de la divisién, algoritmo
de Buchberger.

DOI: 10.36788/sah.v8i2.151
Recibido: 11 de mayo de 2024.
Aceptado: 01 de octubre de 2024.

1. Introducciéon

La resolucion de ecuaciones es un tema central en las matematicas. En nuestros primeros
cursos de secundaria aprendemos a factorizar polinomios en una variable, lo que nos permite
encontrar sus raices. Mas adelante nos encontramos con sistemas de ecuaciones lineales y las
correspondientes técnicas para resolverlos. A diferencia de una ecuacién polinomial en una
variable, donde solo hay una cantidad finita de soluciones, en algebra lineal aprendemos que
un sistema de ecuaciones podria tener una cantidad infinita de soluciones. El objetivo de
este articulo es exponer un método de resolucién de ecuaciones polinomiales que tienen una
cantidad finita de soluciones.

Dado un sistema de ecuaciones lineales con una tnica solucién, el método de eliminacién
de Gauss es un algoritmo que permite encontrarla. Recordemos que este método consiste
en realizar operaciones elementales en la matriz asociada al sistema, lo que da lugar a una
matriz escalonada. Este método funciona gracias a que las ecuaciones son lineales. ;Como
podriamos encontrar las soluciones de un sistema de polinomios no necesariamente lineales?
Por ejemplo, ;puede la lectora o el lector imaginar como se encuentran las soluciones del
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siguiente sistema?
327y — 22 +1=0
V3w'® — ryz’ — 2> =0
Tyl 4 §x4 L0
24P+ 2+ uw =0

Pese a ser una pregunta elemental, es sorprendente que los primeros algoritmos compu-
tacionales para resolver este tipo de ecuaciones no aparecieron sino hasta mediados del siglo
XX (ver el prefacio de [2]). En este articulo buscamos ilustrar, a partir de ejemplos concretos,
algunas ideas basicas en torno a un algoritmo de resolucion de ecuaciones polinomiales. Co-
mo veremos, este algoritmo tiene similitudes importantes con respecto al método de Gauss:
esencialmente se trata de reducir el sistema a otro que tiene forma escalonada.

2. Ecuaciones polinomiales en una variable

En esta primera seccion hacemos un breve recordatorio del calculo de las raices de un
polinomio en una variable.

Denotamos como C[z] al conjunto de los polinomios en la variable x con coeficientes en
los niimeros complejos. En secundaria aprendimos que los polinomios lineales ax +b = 0, con
a # 0, tienen una tUnica raiz, a saber, r = —%. También nos ensenaron que los polinomios
de grado 2, az? + bz + ¢ = 0, con a # 0, tienen una o dos rafces y se resuelven con la
formula general @ = =bEvii—dac V;f“lac. Para polinomios de grado 3 y 4 también existen férmulas
que calculan sus raices, aunque son mucho mas complicadas [13, Capitulo 5]. El problema de
encontrar una férmula que permitiera obtener las raices de un polinomio de grado mayor o
igual a 5 intrigé a la comunidad matematica por mucho tiempo. Hoy en dia es bien sabido
que tal formula no existe.

Teorema 1. (Teorema de Abel). No existe una formula que involucre sumas, restas, mul-
tiplicaciones, divisiones, potencias o radicales que obtenga las raices de todos los polinomios
de grado mayor o igual que 5.

El teorema de Abel muestra la imposibilidad de encontrar una férmula que describa las
raices de cualquier polinomio. Por otro lado, un resultado clasico en algebra nos asegura la
existencia de tales raices.

Teorema 2. (Teorema fundamental del dlgebra). Sea f(x) € Clz] un polinomio de
grado mayor o igual a 1. Entonces la ecuacion f(x) =0 tiene al menos una solucion p € C.

Tanto el teorema de Abel como el teorema fundamental del algebra son resultados clasicos
en algebra y se pueden encontrar en muchas fuentes. Por citar algunas, se pueden consultar
en [9, Capitulo 5] y [I, Capitulo 4].
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Ahora bien, ante la falta de una férmula general para encontrar las raices de un polinomio,
se tiene la opcion de aproximarlas numéricamente. Esta es un area de las matematicas que se
ha desarrollado enormemente y que tiene importantes aplicaciones en problemas de la vida
real.

3. Sistema de ecuaciones lineales

En esta seccion hacemos un breve recordatorio del método de eliminacion de Gauss para
resolver ecuaciones lineales. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas tiene la
siguiente forma:

a1 Ty + - 4 a T, = by

Am1T1 + -+ ATy = bm7

donde para cada i € {1,2,...,m} y j € {1,2,...,n}, a;; € Cy b € C. Este sistema de
ecuaciones se puede escribir como AX = b, donde

ayp - Qin T by
A=
Am1 - Amn LT bm

Recordemos el algoritmo para resolver estas ecuaciones. De entrada, diremos que dos
sistemas de ecuaciones lineales AX = b y BX = c¢ son equivalentes si tienen el mismo
conjunto de soluciones. Ahora bien, dado un sistema de ecuaciones lineales AX = b definimos
la matriz aumentada A|b como la matriz cuyas primeras n columnas son las columnas de A y
cuya ultima columna es b. Decimos que A|b es equivalente a B|c si los sistemas de ecuaciones
lineales correspondientes AX = by BX = c¢ son equivalentes.

Teorema 3. [0, Seccion 3.4] Sean A|b y B|c dos matrices de m renglones y n+ 1 columnas
con entradas en C. Alb y B|c son equivalentes si B|c se obtuvo de Alb al aplicar una de las
siguientes operaciones fila:

1. Intercambio de dos filas de Alb.
2. Multiplicar una fila de Alb por un escalar ¢ € C, ¢ # 0.

3. Reemplazar la r-ésima fila de Alb por la fila r mds la fila s multiplicada por un escalar
ceC.

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales AX = b debemos aplicar sucesivamente a
la matriz aumentada A|b operaciones de cualquiera de los tres tipos que se mencionan en el
teorema [3] De esta manera se puede obtener un sistema de ecuaciones més sencillo, de donde
es mas facil obtener las soluciones.
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Veamos el siguiente ejemplo que ilustra el procedimiento anterior. Supongamos que que-
remos resolver el sistema lineal:

r +y + z = 2
r +y - z = 4, (1)
r + 2y + 2z = 3

La matriz aumentada del sistema es:
11 1]2
11 —-11(4
1 2 213

Aplicando las operaciones fila a la matriz anterior obtenemos

1 1 112 11 112 11 112 1 11
11 1|4} —-(00 —2|2|—=|12 23| —=]1]011 1
1 2 213 1 2 2|3 00 =22 0 0 2|-2

Asi el sistema de ecuaciones es equivalente al sistema de ecuaciones:

T + Yy + z =
y + 2z = 1
2z = =2.

Despejando y haciendo sustitucién hacia atrés obtenemos que la solucién es el punto (1,2, —1).

El procedimiento anterior es llamado el método de eliminaciéon de Gauss, que consiste en aplicar
sucesivamente operaciones fila a la matriz aumentada A|b hasta convertirla en una matriz escalona-
da. Un tratamiento extenso de este tema se puede consultar en numerosas fuentes (ver, por ejemplo,
[6l, Capitulo 3]).

El siguiente enunciado es una reformulacién del Teorema 3.14 en [6]. Lo escribimos de esta
manera para ilustrar un primer caso de un resultado analogo que veremos mas adelante, en el caso
de ciertos sistemas de ecuaciones polinomiales (Teorema [L6]).

Teorema 4. Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas existe un sistema de m’
ecuaciones lineales con n incdgnitas que tiene el mismo conjunto de soluciones, m' < m y para cada
i€ {2,...,m'} la ecuacion i-ésima de este nuevo sistema de ecuaciones no tiene a las primeras
1 — 1 wvartables como incdgnitas.

4. Sistemas de ecuaciones polinomiales

Denotamos al conjunto de polinomios en n variables con coeficientes en C como C[zy, ..., zy,)].
Dada una cantidad finita de polinomios fi, ..., fs € Clz1,...,z,], queremos describir las soluciones
del sistema de ecuaciones {f; = --- = fs = 0}. En otras palabras, buscamos describir el conjunto

{peC"| filp) == fs(p) = 0}.

A diferencia del caso de polinomios en una variable, donde solo el polinomio cero tiene infinitas
raices, en varias variables el conjunto de soluciones a una ecuacién polinomial es tipicamente infinito.
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Por ejemplo: las soluciones de la ecuacién  —y = 0 es una recta en R%. En las siguientes figuras
podemos ver la forma de los conjuntos de soluciones de diferentes ecuaciones polinomiales.

{(z,y) €eR? : 2 —y = 0} {(z,y,2) ER3 : 2% —¢y? — 2 =0}

Ahora bien, asumiendo que un sistema de ecuaciones polinomiales tiene una cantidad finita de
soluciones, jcémo podemos encontrarlas? Antes vimos que el método de Gauss nos permite encontrar
soluciones de ecuaciones lineales: el sistema original se remplaza por un sistema equivalente que
tiene forma escalonada, es decir, hay una ecuacién que depende sdlo de la variable x,, una segunda
ecuacion que depende sélo de las variables x,_1 vy =y, y asi sucesivamente. Veamos que una idea
similar también se puede usar para resolver ecuaciones polinomiales més generales.

4.1. Sistemas de ecuaciones polinomiales equivalentes

Para empezar veamos que, asi como en algebra lineal, podemos buscar sistemas equivalentes de
ecuaciones polinomiales. En el siguiente resultado introducimos un objeto clave para tal efecto.

Lema 5. Sean f1,..., fs polinomios en Clz1,...,x,]. Consideremos el conjunto
S
(fi, oo fs) = {Zhifi | h; € C[$1,-~-,:En]}.
i=1

Dado p € C™, se tiene que f1(p) =--- = fs(p) =0 si y sdlo si F(p) =0 para cada F € (f1,..., fs).

Demostracién. Sip € C" es tal que fi(p) =0 para toda i, entonces

(3o hiti) o) = " halp) filp) = 0.
=1 i=1

La otra implicacion es consecuencia de que {f1,..., fs} C {(fi,..., fs)-
Este lema tiene el siguiente importante corolario.

Corolario 6. Si (f1,...,fs) = {g1,...,9r), entonces las soluciones del sistema fi = --- = fs =0
son iguales a las soluciones del sistema gy = --- = g, = 0.
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Notemos que, en efecto, podria suceder que (fi,..., fs) = (g1, ..., gr) para distintas colecciones
de polinomios {f;} y {g;}. Por ejemplo, un célculo directo permite mostrar que (z+y, z) = (y, x, z?).

Enseguida vamos a explorar un ejemplo del cdlculo de las soluciones de un sistema de ecuaciones
polinomiales.

Ejemplo 7. Queremos encontrar las soluciones del siguiente sistema:

fi=xy—2=0,
for=yz—z=0, (2)
fs=zz—y=0.

Asi como en el algoritmo de Gauss, vamos a intentar simplificar este sistema. Para ello, conside-
ramos las siguientes combinaciones de f1, fo y f3:

fri=f+yfe=y’z— 2,
foi=zfi—yfs =y* — 7% (3)

for=fa—2fs=2"—z

Por construccion tenemos que {fa, f5, f6} C (f1, f2, f3). En particular,

(f1, f2, f3) = (f1, f2, f3, fa, [55 fe6),

por lo que nuestro sistema es equivalente a fi = fo = fs = fy = f5 = fe¢ = 0. Ahora bien, ;qué
ganamos al cambiar el sistema fi = fo = f3 =0 por f1 = fo = f3 = fa = f5 = f6 = 07 De entrada
podriamos tener la impresion de que sélo complicamos aun mas el sistema. Afortunadamente, no es
el caso. Notemos que en el nuevo sistema hay algunos polinomios especiales: fg, que depende sdlo
de la variable z, y f5, que depende de las variables y, z. Esto nos permite encontrar las soluciones
del sistema.

En efecto, primero buscamos las soluciones de fg = 0, es decir, z = 0, z =1 0 z = —1.
Enseguida evaluamos cada una de estas raices en fs5 (también podria ser fi) y encontramos los
valores respectivos para y, esto es: (0,0), (1,1), (—=1,1), (1,-1) y (—1,—1). Ahora usamos estos
valores para encontrar las soluciones en la variable x. Para esto, evaluamos en el polinomio fo. Ast,
las soluciones del sistema fo = f5 = fo =0 son

S:={(0,0,0),(1,1,1),(—-1,-1,1),(—=1,1,-1),(1, -1, —-1) }.

Finalmente, tendriamos que eliminar los elementos de este conjunto que no son ceros de f1, f3 y
fa. En este caso, estos elementos también son solucion de fi = f3 = f4 = 0. Concluimos que

{p € Cfi(p) = falp) = f3(p) = 0} = S.
Observaciones 8. Queremos enfatizar los siguientes aspectos del ejemplo [7:

= Para resolver el sistema fi = fo = f3 =0, lo sustituimos por un sistema con mads ecuaciones,
a saber, fi = fa=f3=fa=fs=fs=0.

= La construccion de f41, f5 y fe en @ se efectuo buscando cancelar ciertos términos de los
polinomios con los que empezamos.
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= Gracias a la cancelacion descrita en el punto anterior, se lograron construir polinomios en
menos variables, concretamente, un polinomio en z y otros en vy, z.

= FEl problema de encontrar las soluciones al sistema se redujo entonces a buscar raices de
polinomios en una variable.

La observacion 8| ilustra un algoritmo general para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales
con una cantidad finita de soluciones. Como se menciona en la observacién, un paso clave en el
ejemplo [7] consistié en cancelar ciertos términos de los polinomios en cuestién. En la siguiente
subseccion explicamos cémo hacer esto de manera sistematica, para cualquier sistema de ecuaciones
polinomiales.

4.2. Algoritmo de Buchberger

De entrada, necesitamos introducir dos conceptos: el orden lexicografico para ordenar los mo-
nomios de un polinomio y un algoritmo de la divisién en Clzy,...,x,).

Definicién 9. Sean o = (ai1,...,a,),8 = (B1,...,8n) € Z%,. Decimos que o >iep 3 si en
la diferencia o« — B € Z" la entrada no cero que esté mds a la izquierda es positiva. Dados dos
monomios x* = x* - xin y zB = $[131 e xﬁ", diremos que % >y 2B si o >pep 3.

Sea [ = aq, 2" + -+ aq, " € Clz1,..., 2], con ag; # 0 para cada i. Llamamos el término
lider de f al término aq;x*, donde oy es el vector mds grande respecto al orden lexicogrdfico. Lo
denotamos LT(f).

Ejemplo 10. Sean o = (5,2,1) y B = (5,1,3). Entonces 2® = 132373 >1ep 21203 = 2P puesto
que o — B = (0,1,-2). Asi, si f = bajzozs — 332323, entonces LT(f) = —3zjz3xs.
Antes de describir el algoritmo de la divisién en C[xy,...,x,], presentamos un ejemplo para

familiarizarse con el procedimiento. Como veremos, este algoritmo no es muy distinto del algoritmo
de la divisiéon clasico. El objetivo es dividir un polinomio entre un conjunto finito de polinomios.
Sean f = 2%y +ay?> +y? y fi = y> — 1, fo = 2y — 1. Nuestro propésito es dividir f entre {f1, fol,
es decir, expresar f = a1 fi + as fo + r para algunos polinomios a;, as y r, donde r es un residuo.
Notemos que los monomios de los polinomios f, f1 y f2 estdn ordenados de manera decreciente
bajo el orden lexicografico. En particular, LT(f) = 2%y, LT(f1) = y?® y LT(f2) = xy. Vamos a
realizar la siguiente division:

aj :
ag

v =1 faty +ay? 4P
zy —1

Empezamos comparando el término lider de f entre el término lider de f;. Si lo divide continuamos
como en el algoritmo en una variable. De lo contrario, pasamos al término lider de f5. En este caso,
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LT(f) no es divisible por LT(f1) pero si por LT(f2). De esta manera,

ai :
as : T
yi-1 ey +ay? +?
Ty — 1 :L‘Qy—x

xy2—|—a:+y2

Ahora consideremos el término lider de zy? + x + 32, i.e. 2y%. Repetimos el procedimiento. Como
LT(f1) divide a 2y? se obtiene

ail x
ay x

v —1 |22y +ay? + 32

zy — 1 xzy—x
:Uy2+:17—|-y2
zy? —x

2r + y°

Notemos que el término lider de 2z + 32, i.e. 2z, no es divisible por los términos lideres de f; y fo.
El algoritmo de la divisién clasico se detendria en este momento. Por el contrario, para el algoritmo
de la divisién en varias variables, el siguiente paso consiste en pasar el término 2z al residuo. Ahora
comparamos el siguiente término, es decir, 2. Repetimos el procedimiento para obtener:

ai: z+1 Residuo
as : x
v =1 ety ay? 4y
zy —1 1:2y -
a:y2 +x+ y2
)t —x
2x + y2
> — 2x
y -1

1
0 — 2+ 1

El algoritmo dio lugar a la siguiente igualdad:
y+a+t =@+ D02 —1)+ (@) @y —1) + 2z + 1.

El algoritmo previo se expresa de manera general como sigue (ver [2, Capitulo 2]).
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Proposicién 11. (Algoritmo de la division) Consideremos el orden lexicogrdfico para ordenar los
términos de polinomios en Clzy,...,x,]. Sea F = {f1,...,fs} C Clz1,...,x,]. Entonces cada
f € Clxy,...,zy,] se puede escribir como

f=aifi+- - +asfs+,

donde a;,r € Clxy,...,x,]. Ademds, sir # 0 entonces r se escribe como una C-combinacion lineal
de monomios que no son divisibles por ningin LT(f;), i =1,...,s. Decimos que r es el residuo de

la division de f por F. Denotamos el residuo como fF.

Enseguida definimos el objeto clave que permite hacer las cancelaciones de las que hablamos en
la seccién anterior. Recordemos que dados dos monomios z® y 2, su minimo comin multiplo es el
monomio z7, donde las entradas del vector = estdn definidas por v; = méx{«;, 8;}. Lo denotamos
como mem(x®, 2P).

Definicién 12. Sean f,g € Clzy,...,z,] dos polinomios distintos de cero. Sean LT(f) = aqz®
y LT(g) = ngﬁ (ver definicion @ Sea Y el minimo comin miltiplo de & y . Definimos el
S-polinomio de f y g como
S(.9) = o f -
yg) = - g.
LT(f)" LT(g)

Por construccién, un S-polinomio cancela términos lideres. En el siguiente ejemplo ilustramos
esta propiedad. Como la lectora o el lector podra apreciar, este ejemplo ya aparecié en la seccién
anterior (ver la construccién de f5 en el ejemplo [7)).

Ejemplo 13. Sean f = zy — 2,9 = vz —y € Clz,y, z]. Notemos que LT(f) = zy y LT(g) = z=z.
Ademds, zyz = mem(zy, xz). Asi,

TYZ TYZ
S(f,g) = E - gg
=zf—yg

— 222

Notemos que en este ejemplo el S-polinomio es un polinomio que no contiene la variable T aunque
f vy g st la contenian.

Con los ingredientes introducidos hasta ahora, estamos listos para describir el algoritmo que nos
permitira simplificar sistemas de ecuaciones polinomiales.

Algoritmo 14. (Algoritmo de Buchberger)

INPUT: Un conjunto de polinomios F' = {f1,..., fs} C Clx1,...,zy].

OUTPUT: Un conjunto de polinomios G = {gi,...,g.} tales que F C G y para cada h € (F)
existe g € G tal que LT(g) divide a LT(h) y (F) = (G).

El conjunto G se construye haciendo primero G = F y después iterando una cantidad finita de
veces los siguientes pasos:

1. Fijamos una pareja de elementos de G y calculamos su S-polinomio.

2. Dividimos este S-polinomio entre G.
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3. Si el residuo es cero volvemos al paso 1 con otra pareja de G. De lo contrario, dicho residuo
se agrega a G y volvemos al paso 1.

4. Se repiten 1, 2 y 3 hasta que todos los residuos de los S-polinomios de G sean cero.

Una versién mas detallada del algoritmo y su demostracién se pueden consultar en [10, Seccién
1.3]. Veamos un ejemplo para ilustrarlo.

Ejemplo 15. Sea F = {f; = 2%y — 1, fo = xy? — 2}. Como paso inicial hacemos G = F. Ahora,
calculamos el S-polinomio S(f1, f2) = x? — y. Dividiendo S(f1, f2) por F obtenemos el siguiente
residuo:

ST fa)  =a?—y#£0

Agregamos f3 = x?> —y a G. De esta forma, hacemos G = {f1, fa, f3}. Calculamos un nuevo
S-polinomio y su residuo respectivo,

S(f17f3):y2_17 mG:yQ—l.

Agregamos este nuevo residuo fy = y*> — 1 a G. Asi tenemos que ahora G = {f1, fa, f3, f1}. Calcu-
lando S-polinomios y dividiendo obtenemos que todos los residuos son cero. El algoritmo se detiene
en este momento arrojando G = {fi = 2%y — 1, fo = 2y®> —x, fs = 2> —y, fs = y> — 1}.

Este ejemplo ilustra nuevamente lo que sucedié en el ejemplo [7} los polinomios fi y f2 contienen
las variables x y y y con ciertas operaciones logramos construir el polinomio f; que sélo depende
de la variable y. Estos ejemplos son casos particulares del siguiente teorema.

Teorema 16. [8, Seccion 1.8.5] Sean fi,...,fs € Clx1,...,xy] tales que el sistema fi = -+ =
fs = 0 tiene un nimero finito de soluciones. Sea {gi,...,gr} el conjunto de polinomios resultante
del algoritmo [I4. Entonces r > n y los polinomios g; satisfacen lo siguiente:

gn € (C[."L‘n], LT(gn) = ffgf’
gn-1 € Clzn_1, 24, LT (gn—1) = "7
g2 € (C[xg, ey Tp—1, l"n], LT(gg) = 1‘%2
g1 € Clwy, 20, ..., 2p1, 20, LT(g1) = «1".
En particular, el sistema g1 = -+ = g = 0 se puede resolver encontrando las soluciones de

gn(xn) = 0, ensequida sustituirlas en gn—1(Tn—1,x,) = 0 y encontrar las soluciones respecto a la
variable xn_1, y asi sucesivamente hasta g1 = 0. Finalmente, se deben descartar las soluciones de
g1 =---=gn =0 que no son soluciones de gny1 =--- =g = 0.

Ejemplo 17. Encontremos las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones:
fi=aly—1=0,
for=ay? —z=0.

De acuerdo al ejemplo el algoritmo|14| arroja G = {x?y — 1, xy? — x, 2% — y,y* — 1}. Ordenamos
los elementos de G como sigue: G = {g1 =y> — 1,92 = 2> —y, 93 = vy — x,g4 = 2%y — 1}. Asi los
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numeros r yn del teorema[1f son r =4 yn = 2. Ahora, buscamos las soluciones de g1 = 0, es decir,
y=1, y = —1. Ensequida evaluamos cada una de estas raices en go = 0 y encontramos los valores
respectivos para x, esto es: (1,1), (=1,1), (i,—1), (—i,—1). A continuacion verificamos si estas
soluciones satisfacen g3 = 0 y g4 = 0. Evaluando g3 y gsa en esas posibles soluciones observamos
que se satisface g3 =0 y g4 = 0, por lo que en virtud del teorema |16 concluimos

{p € (C2|f1(p) = f2(p) = 0} = {(L 1)7 (_17 1)7 (iv _1)7 (_ia _1)}'

5. Breve comentario sobre las bases de Grobner

El conjunto que se construye en el algoritmo es llamado una base de Grobner de (fy, ..., fs)
respecto al orden lexicografico. En realidad, existe la nocién de base de Groébner respecto a cualquier
orden monomial, es decir, un orden entre los monomios de Clz1, ..., x,] que es total, es compatible
con la multiplicacién y es un buen orden. Recomendamos ampliamente las referencias [2, [10] para
una introduccién a este importante concepto de algebra conmutativa. La lectora o el lector también
podrd encontrar una gran cantidad de articulos introductorios a este tema en linea. Ademds existen
programas computacionales que realizan célculos explicitos usando este concepto. Por citar algunos:
Singular o Macaulay2 [4], [7]. Ambos pueden utilizarse de manera gratuita en linea.

El concepto de base de Grobner tiene una enorme cantidad de aplicaciones, tanto en las ma-
tematicas como en otras areas. Por citar algunos ejemplos, las bases de Grobner han sido utilizadas
en problemas de geometria algebraica, de teoria de gréaficas, de estadistica algebraica, de programa-
cién entera, de teoria de cédigos, de criptografia, de robdtica, de procesamiento de senales, entre
otros. Algunas de estas aplicaciones pueden consultarse en [5l 10, 1], 3, [12].
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