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Resumen

En este trabajo se estudia el comportamiento de una poblacion de gran tamano que evo-
luciona en tiempo discreto hasta un horizonte finito. El andlisis se realiza a través de la
propuesta de un modelo estocdstico determinado por el tamano y clasificacion de la poblacion
y de su relacion con un modelo, llamado modelo de campo medio, que resulta ser aprorimante
a la propuesta estocastica.
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1. Introduccion

El estudio de poblaciones conformadas por seres vivos, particulas, agentes o cualquier
tipo de objetos de una misma naturaleza, es un problema de interés y usualmente dificil de
modelar en la mayoria de los casos por la complejidad en predecir el comportamiento de
quienes componen tal poblacion. En este trabajo se tiene como objetivo presentar de una
manera accesible una propuesta que permita modelar y analizar la evolucién una poblacion.

De manera general, el objetivo de la teoria de campo medio consiste en simplificar el
analisis de sistemas dinamicos compuestos de un ntmero grande de objetos o agentes que
interactian entre si. Es claro que analizar de forma individual de cada uno de los objetos del
sistema seria practicamente imposible, es por ello la conveniencia de estudiar el comporta-
miento de un grupo de objetos del sistema. Tomando como referencia esta la idea, de la cual
fue pionero Pierre Weiss en el area de fisica estadistica durante la primera década del siglo
XX, el desarrollo de estas ideas se han extendido a diversas areas dentro de las matematicas
como en la teorfa de juegos, siendo [8] un trabajo pionero y que marca el desarrollo de la
teoria de campo medio, en particular de los juegos de campo medio o Mean Field Games en
los ultimos 15 anos.

Con el fin de comprender y desarrollar algunas ideas basicas de la teoria de campo medio,
aunque sin un contexto de control o juegos, como las estudiadas en los articulos [2] 3, [4 6],
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asi como de algunas aplicaciones en biologia, economia, finanzas en [1l [4, [5 [6, 9], en este
trabajo se estudia el comportamiento de una poblacién que evoluciona en tiempo discreto
hasta un horizonte T" y estd compuesta por N ~ oo objetos haciendo uso de la teoria de
campo medio. Esto es, en lugar de analizar cada objeto de la poblacion, la idea es categorizar
a la poblacion de acuerdo con sus caracteristicas y estudiar la proporcién de objetos que
ocupan cada categoria. De manera que se propondra un modelo estocéastico cuyos estados
son precisamente las proporciones de objetos en cada categoria. Asi, cuando N — oo, se
obtendra un nuevo modelo, al que se denominard modelo de campo medio, cuyos estados
resultan ser medidas de probabilidad sobre el conjunto de las categorias y ademas aproxima
al modelo original.

La estructura de este trabajo es la siguiente: en la Seccion 2 se presentaran los elementos
principales para el modelado de una poblaciéon de tamano N cuya dinamica de los objetos
entre categorias estd dada por medio de un Kernel de transicién. En la Seccién 3, se motivara
la creacion de un nuevo proceso, llamado de campo medio, haciendo N — oo y se analizan
sus propiedades. Finalmente, en Seccién 4, se presenta un resultado que relaciona a ambos
modelos, asi como un ejemplo que ilustra tal resultado.

Notacion

Para un conjunto Z, se denota como P(Z) al conjunto se medidas de probabilidad en Z.
Ademds, si Z es un conjunto finito, Z = {z1, 29, . . ., 2, }, una medida de probabilidad p € P(Z)
se identifica con el vector p := (p(z1),p(22),...,p(2n)), donde p(z;) > 0, Vi = 1,2,...,ny
S p(zi) = 1. Luego, || - |l que denota la correspondiente norma, esto es, para cada vector
peP(Z):

1Plloo = max{|p(z1)], [p(22)], - - [p(zn)]}-

Por 1ltimo, se denota como Ip a la funcién indicadora en el conjunto D, Ny = N U {0},
[N]:={1,2,...,N} para N € N.

2. Modelo de una poblacion compuesta por N objetos

Considere una poblacion, compuesta por N objetos, que evoluciona en tiempo discreto
hasta un tiempo finito 7. Asimismo, en cada tiempo tales objetos pueden ser clasificados

de acuerdo con una cantidad finita de categorias. Sea S = {c1,¢a,...,¢s} == {1,2,...,s} el
conjunto de categorfas y denotamos por X2 (¢),n € [N],t =0,...,T, la clase del objeto n al
tiempo ¢, de manera que XY (t) € S.

En cada tiempo t = 0,...,T, se produce movimiento aleatorio de cada objeto entre

categorias; este movimiento esta dado por una probabilidad de transiciéon, homogénea en N,
de la forma:
P (Xt +1) = 41300 (1) = i) = Ky, (1)
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es decir, Kj;; representa la probabilidad de que cualquier objeto pase de la categoria i a la
categorfa j, y se denota a K = (K;;) como la matriz de transicién.

Observaciéon 1 Observe que para cada n € [N], el proceso { XY (t)}i<r es una cadena de
Markov homogénea en el tiempo, por la transicion dada en .

Claramente el hecho que N sea grande es un obstaculo para analizar el comportamiento
y evolucién de cada objeto de manera individual. En este sentido, asumiendo que los objetos
son distinguibles inicamente por la categoria en la que se encuentran, y considerando que K
no depende de N, el comportamiento de la poblacion puede ser analizado de una forma global
por medio de las proporciones de los objetos en cada categorfa. Sea M}Y(t) sea la proporcién
de objetos en la categoria ¢ € S en el tiempo ¢t < T definida como:

1
MY (1) = 5 D T

n=1
y MM (t) es el vector de proporciones

MY(t) = (MY (1), My (1), ..., MY (1)),

s

el cual representa el estado de la poblacién o simplemente el estado de la poblacion al tiempo
t. Notemos que cada MY (t) pertenece al conjunto Py := {p € P(S) : Np(i) € Ny, Vi € S}.

Con el fin de comprender mejor la propuesta de este modelo y ubicar cada uno de los

elementos presentados hasta el momento, se propone el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1 Considere una poblacion compuesta por N = 1,000,000 seres vivos los cuales se
pueden clasificar de acuerdo a cierta enfermedad en susceptible, infectado y muerto y donde
la evolucion de cada individuo estd dada en el siguiente diagrama.

1 := Susceptible 2 := Infectado 3 := Muerto

0.25 0.8

(QE_1Z @D

0.2

Observe que S = {1,2,3} y la correspondiente matriz de transicion estd dada como:

0.75 025 0
K = 02 0 08
0 0 1

Suponga ademds que X~ (0) = 1 paran = 1,...,900000 y XY (0) = 2 paran = 900001, ..., N,
es decir 900000 individuos inician en condicion susceptibles y 100000 infectados. De manera
que MN(0) = 0.9, MY (0) = 0.1 y M (0) =0, dando lugar al vector M™(0) = (0.9,0.1,0).
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Observacién 2

- La suma de las entradas de M™(t) = (M{(t), MY (t),..., MN(t)) € Py es 1 para cada t
por lo tanto M™(t) es una medida de probabilidad en S.

- El conjunto Py es finito y tiene cardinalidad CN =1,
Determinar la cardinalidad se puede visualizar de la siguiente manera. Considere una
coleccion de N + s — 1 puntos ordenados y observe que cada seleccion de s — 1 define
un elemento de Py. Esto porque cada seleccion de s — 1 puntos divide al conjunto de
N puntos en s grupos y cada uno representa el niumero de objetos en una categoria,
consecuentemente se tiene un elemento de Py. Como ejemplo vea la siguiente imagen.

0000000000000 ?OOOOO?OOOOO?
V-t-ae=Lpuntes.coml.=10,5=4 La seleccion da lugara M = (0,15—0,5—0,0)
O??OOOOOOO?OO OOOOOOOOOO???

La seleccién da lugara M = (i_o_%ri) La selecci6n da lugara M = (1.0,0,0)

Por lo tanto, el niimero total de elementos de Py es CN 1571,

Por otra parte, en [2] los autores demuestran que el proceso {M™(t)}, t < T es una
cadena de Markov finita. De hecho, al ser una cadena de Markov finita, existe una funcion
medible GV : Py x RV — Py tal que

MYt +1) =GN (MY (#),wy), t<T (2)
donde {w;} es un vector aleatorio en RY con una distribucién comin 6.

Aplicando técnicas de simulacién de Montecarlo se puede obtener una forma explicita de
G" como se procede a continuacién. Considerare s particiones del intervalo [0, 1] dadas por
las filas de K = (Kj;). Para cada i,j € S, sea

Ajj = [y, Y] € [0,1] (3)
donde

j—1
=1
Note que la longitud del intervalo A;; representa la probabilidad de que el objeto se mueva

de la categoria ¢ a la categoria j.

Ahora, continuando con el procedimiento de simulacién, se definen en cada tiempo N
variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas (i.i.d.) con distribucién uni-
forme en [0,1], las cuales simularédn el movimiento de cada objeto entre las categorias. Tales
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variables aleatorias deben ser identificadas de acuerdo con la categoria donde un objeto se
encuentre actualmente ubicado. Es por ello que, para cada tiempo, se define el vector

con w'(t) := (w;(t),... ,ijMZ_N(t)(t)),i € Sy wk(t) ~ Unif|0,1]. Note que w'(t) es un vector
con tantas entradas cono numero de objetos que se encuentran en la categoria i al tiempo
t. Esta longitud varia de tiempo en tiempo pero no la longitud de wy, el cual un vector en
0,1

Una vez ubicado al vector wy, la proporcion de objetos en la categoria j al tiempo ¢ + 1
toma la forma:

s NMN

MN(t+1) NZZ ),j€S.

Por lo anterior, la funcién GV queda definida como

GN(m,w) = (GY (m,w), ... ,Gév(m, w)) (5)
con (m,w) € Py x [0,1]", donde
s Nm;
G (m, Z > In,(wh),j €S,
i=1 n=1

para m = (my, ma, -+ ,my) € Py.

De aqui en adelante fijaremos la funcién GV en para describir la dindmica del proceso
{M™N(t)} entre un par de tiempos consecutivos.

La evolucion de la poblacién hasta el tiempo T' queda de la siguiente forma. Al tiempo ¢
se observa el m = MY (t) € Py que representa en estado de la poblacién. Después, al tiempo
t+1, la poblacién pasa a un nuevo estado m’ = MY (¢t +1) dada la siguiente ley de transicién.

Q(D|m) := P [M"(t +1) € DIM"N(t) = m]
= 0({w : GN(m,w) € D})

_ / Ip [GY (m, )] 0(dw), D € B(Py). (6)
(0,1]
De manera que, dado un estado inicial fijo m = MY (0) € Py, el proceso { MY (t)}i<r

estd definido en el espacio de probabilidad (€, B(Y'), P,,) con ¥ = (Py)T™! y P,, definida
de la siguiente manera (ver Subseccién 2.1.6 de [10])

Po(m, MY (1),..., MY(T)) = QM (1)[m)Q(M™ (2)| M™ (1)) - - Q(M™(T) | M™(T — 1)%
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Para fines practicos, la caracterizaciéon de G en (5] es de gran utilidad para la simulacién
del sistema.
En el siguiente codigo se muestra una forma de simulacién de la poblacién del Ejemplo
se considera que estado inicial es M™(0) = (0.9,0.1,0) (el cual puede modificarse) y para su
funcionamiento se solicitan los valores de N, T' y el nimero de simulaciones que se desea.
Como salida se obtiene un conjunto de vectores de proporcion referente a la trayectoria de
cada una de las simulaciones.

from functools import reduce
import numpy as np

import math as m

import matplotlib.pyplot as plt

# Definiciones

PROPORCIONES = np.array([0.9, 0.1, 0], dtype = np.float64)

mT = np.array([[0.75,0.25,0],[0.2,0,0.8],[0,0,1]],dtype=np.float64)
rng = np.random.default_rng()

# Funciones
def demo ():
# Entrada de variables y calculos previos
pN = np.uint64 (input ("Poblacion total: "))
Tiempo = np.uint64 (input ("Tiempo: "))
n_simulaciones = np.uint16(input ("Numero de simulaciones: "))
arregloP = np.array (PROPORCIONES*pN, dtype = np.uint64)

# Simulacion de Modelo de poblacion compuesta

resultados_tipo_1 = []

for _ in range(n_simulaciones):
resultados_tipo_1.append(M_simulation(arregloP, Tiempo))

proporciones_tipo_1 =[resultado/pN for resultado in resultados_tipo_1]

def M_step(poblaciones):
ps_list = []
new_poblaciones = np.zeros(3, dtype = np.uint64)
for tipo, poblacion in enumerate(poblaciones):
ps_list.append(rng.choice (3, poblacion, p = mT[tipo]l))

# Esta seccion es para evitar errores de cambio de forma del arreglo
ps = reduce(lambda x,y: np.concatenate((x,y),axis=None),ps_list)
counts_per_type = np.unique(ps, return_counts = True)
for i, pob_type in enumerate (counts_per_type [0]):

new_poblaciones [pob_typel] = counts_per_typel[1][i]

return new_poblaciones

def M_simulation(poblaciones, max_steps):
history = np.empty((max_steps, 3), dtype = np.uint64)
history = np.vstack((poblaciones, history))
for t in range(max_steps):
history[t + 1] = M_step(history[t])
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return history

# Programa Principal
if __name__ == "__main__
demo ()

3. Modelo de campo medio

Recuerde que MM (t) = (MN(t), MY (t),..., MN(t)) es un vector en Py cuyos componen-
tes representan la proporcién de objetos correspondientes en cada tiempo ¢. Lo que se busca
en esta seccidn es proponer un modelo para la poblacién que, de cierta manera, simplique la
complejidad del modelo estocastico propuesto anteriormente ya que se involucran dinamicas
con integrales del orden N ~ oo, vea @ y .

Como motivacién para el modelo que esta por definirse, se propone el siguiente resultado.
Proposicion 1 El conjunto P(S) es un espacio completo bajo la métrica inducida por || - ||so-

Demostracién 1 Se demostrard que P(S) tiene un subconjunto denso y numerable D. Sea
D = Jy_,Pn, es claro que D es numerable ya que cada conjunto Py es finito (vea Obser-
vacion @)

Ahora, falta veriﬁcar que D es denso. Sea p = (p1,pa, - - - ,ps) € P(S) ye >0, entonces existe

un N" € N tal que—<— y racionales pl¥, i =1,2,...,s — 1 tales que
1
’p —D; ‘—W<T1<Ea
yparaps=1—p —-—peyyp) =1—p —---—=pl' se cumple
N’ N’ -1
o=V | =[l=pr = —pe =14 p = < 2 N <€
Por lo que pN' = (pN  pY' .. 1 —pV — o =V ) € Py y doo (0, 0N) 1= |lp — PV oo < €.

Es decir para cualquier p € P(S) existe un elemendo de D lo suficientemente cercano a p.
Por lo tanto D es denso.

El considerar poblaciones de tamano N muy grandes, la proposicién anterior nos motiva
a considerar estados de la poblacién de la forma m(t) = (mq(t), ma(t),--- ,ms(t)) € P(S5),
donde m;(t) representa la probabilidad de que un objeto esté en la categoria i al tiempo t.
Por tanto, considerando el movimiento de los objetos entre las categorias dadas por la matriz
de transicién K = (K;;) se busca que m;(t + 1) tome la forma

t+1 Zm, Kij,

JO,ON 7




Higuera-Chan et al. Enfoque de campo medio en poblaciones

definiendo asi la dindmica de m(t). Formalizamos lo anterior como sigue. Sea G : P(S) — P(SS)
la funcién definida como

G(m) :=mK (8)

donde K es la matriz de transicién en (1)) y se considera el proceso de estados m(t) € P(S)
que evoluciona de acuerdo a la ecuacién en diferencias

m(t+1) = Gm(t) = mt) K 9)

dadas las condiciones iniciales m(0) = m € P(S). Al proceso {m(t) };<r se le llama modelo
de campo medio.

Del mismo modo que en la secciéon anterior, con el fin de identificar los elementos y
dindmica del modelo de campo medio, se presenta una continuacion del Ejemplo

Ejemplo 2 Considerando el Ejemplo 1, donde S = {1,2,3}, la matriz de transicion

0.75 025 0
K = 02 0 08
0 0 1

y m(0) = (0.9,0.1,0) € P(S). La evolucion del proceso de campo medio {m(t)}<r con la
dinamica (@ €s como sigue:

= m(0) = (0.9,0.1,0) € P(S).

0.75 025 0
= m(l) =m(0)K =(0.9,0.1,0) | 02 0 0.8 | =(0.695,0.225,0.08) € P(S).
0 0 1
0.75 0.25 0
= m(2) =m(1)K = (0.695,0.225,0.08) [ 0.2 0 0.8 | =(0.56625,0.17375,0.26).
0 0 1
0.75 0.25 0
= m(3) = (0.56625,0.17375,0.26) | 0.2 0 0.8 | =(0.4594375,0.1415625,0.399).
0 0 1
= ...y ast continua hasta el tiempo T'.

Observe que el estado de la poblacion al tiempo t = 3 es (0.4594375,0.1415625,0.399),
es decir la proporcion de la poblacion que se encuentra en la categoria 1 es 0.4594375, la
proporcion de la poblacion que se encuentra en la categoria 2 es 0.141525 y la proporcion
de la poblacion que se encuentra en la categoria 3 es 0.399. En esta situacion, a pesar de
haber iniciado la poblacion con 0 “Muertos”, se puede ver que en 3 tiempos ya se tiene un
incremento muy grande.

El siguiente c6digo es una opcién para automatizar los calculos hechos en Ejemplo |2 para
obtener m(1), m(2),... hasta el tiempo T.
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from functools import reduce
import numpy as np

import math as m

import matplotlib.pyplot as plt

# Definiciones
PROPORCIONES = np.array([0.9, 0.1, 0], dtype = np.float64)
mT = np.array([[0.75,0.25,0],[0.2,0,0.8],[0,0,1]],dtype=np.float64)

# Funciones
def demo ():
# Entrada de variables y calculos previos
pN = np.uint64 (input ("Poblacion total: "))
Tiempo = np.uint64 (input("Tiempo: "))
arregloP = np.array (PROPORCIONES*pN, dtype = np.uint64)
# Simulacion de Modelo de campo medio
resultados_tipo_2 = markov_calculation(arregloP ,Tiempo)
proporciones_tipo_2 = resultados_tipo_2/pN

def markov_calculation(poblaciones, max_steps):
history = np.empty((max_steps, 3), dtype = np.uint64)
history = np.vstack((poblaciones, history))
for t in range(max_steps):
history[t+1]=np.dot(poblaciones ,np.linalg.matrix_power (mT,t+1))

return history

# Programa Principal
if name == "

demo ()

_main_

A pesar de que este es un modelo con espacio de estados P(S) que ya no es finito,
parte de las bondades es que este modelo es determinista. Es decir una vez identificados los
elementos necesarios y las condiciones iniciales la trayectoria del proceso estd completamente
determinada.

4. Relacién entre los procesos de la N—poblacién y el
de campo medio

Finalmente se tienen las condiciones de enunciar el resultado que indica la relacién entre
los procesos {MN(t)} € Py y {m(t)} € P(9).

Teorema 1 Suponga que MY (0) =m € Py y m(0) = m’ € P(S) y defina § := ||m — m/||w,
entonces existe una funcion ur(e, ), donde pr(e,§) — 0 cuando e — 0% y 6 — 0, tal que:

(a) Para cualquier ¢ > 0,

Pm{ sup [[MY(t) — m(t)]|oo > uT(e,é)} < 2Te 2N (10)

0<t<T
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(b) Ademds, para cada m € Py ye >0

En | sup [|MY(t) = m(t)||oo| < 2T€ 2N + (e, 0) (11)

0<t<T
donde P, es la medida de probabilidad definida en (@ y E,, el respectivo operador esperanza.

El Teorema 1 muestra que para una poblacién lo suficientemente grande, el proceso {m(t)}
resulta ser una buena aproximacién para el proceso estocdstico { MY (¢)}. Para la demostra-
cién de este resultado se tomara como referencia lo realizado en [3, 4], [6] en donde el resultado
considera el mismo estado inicial pero para situaciones de control estocéstico y teoria de jue-
gos.

En las siguientes figuras se pueden comparar los vectores de proporcién de ambos modelos
cuando MM (0) = m(0) = (0.9,0.1,0) durante los tiempos ¢t = 1,2,3 de los Ejemplos [1| y
usando los cédigos correspondientes a cada modelo que fueron presentados en secciones
previas.

0 0.0800031

0.1
0.259972336
0.224976668 ‘ 0.398982706
0.459438868
' 0.566267942
0.173759722
0.695020232
09 ‘
t=0 t=1 t=2 0.141578426 ¢ _ 3
" Susceptibles " Infectados " Muertos

Figura 1: Simulacién de la poblacion

0.08
0.26
0.225 0.399
0.56625
0.695 0.17375
t=1

t=2 0.1415 t=3

0.4594375

" Susceptibles " Infectados " Muertos

Figura 2: Evolucién de la poblacion con el modelos de campo medio
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5. Prueba del Teorema 1

Sea MM (0) = m € Py y m(0) = m’ € P(S) las condiciones iniciales. Definimos 7y :=
|lm — m/||» t una coleccién de N variables aleatorias

By (t) = Ia,;(w)),i,j € S;n €N

ing

donde w!, son variables aleatorias i.i.d. con distribucién uniforme en [0,1]. Por tanto, para
cada t < T, {B%j}mj es una familia de variables aleatorias independientes con distribucién

Bernoulli(K;;) y con media
E, [Bh(t)] = Ky;.

ing

De la desigualdad de Hoeffding (ver ecuacién (2.6) en [7]), para una ¢ > 0 fija, se tiene que
paracadat <T,i,5 €5,

NMN (¢
P, Z BY () Kij — NMM(t)| < Ne| > 1 - 272V, (12)

Por otra parte, sea

t)Ky; — NMN(t)| < Ne

Observe que por , Pn(Q) — 1 cuando N — oc.
Ahora se demostrara que en el conjunto 2 se satisface

MY () = m(t)| oo < pule,70) t < T,

con {ut(€,7) }e<r una familia de funciones definida como sigue

t—1
to(€,%) =v0; (€, 7) = 36231 + Yo"
1=0

Note que la sucesién de funciones {p,} satisface las condiciones del teorema y ademés es
creciente en ¢.

Se procedera por induccion.
Para t=0, se tiene || M™(0) — m(0)|] = 7. Ahora suponga que

1M () — m(k)lloe < ()

para algun k < T. Asi, para cada j € S
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(4 1) —my (4 D) =[S |30 Bl () — Nmu(k) — N (R

=1 n=1

s NMN (k)
1 K3
<D | 2o Bi(k) = No(k) = Nma(k) K,
i=1 n=1
s 1 NMN (k)
<S4 Y B0 - N,
i=1 n=1

+ I () = ()]

k—1 k
< se+ sp(e,v0) = se+5%€ » s+ My =se Y s+ g = pa(e).
1=0 1=0
Entonces, |M¥(k + 1) — m;(k + 1)| < pgya(€) en Q. Asf, mediante un proceso inductivo
sobre T'y por , se tiene

P, [ sup ||MYN (1) — m(t)||le < ,uT(e,’yo)} >1—2Te 2N,
0<t<T
(b) Se denota por My := supyc,<p [|MY(t) — m(t)|«. Para cada m € Py, T € Ny

€ > 0,7 >0, ya que My <1 se tiene

Em[MT] = Em[MTI[MT>MT(€Wo)] + MTI(YTS#T(WO))]
S Pm(MT > :U’T(Ea’VO)) + MT<E7’70>P’H’L(MT S /”LT(E))

Por lo tanto E,,[M7] < 2Te 2N + 1i1(e,70).0

6. Conclusiones

En este trabajo los autores han propuesto un modelo para estudiar el comportamiento
de una poblacion compuesta por una gran cantidad de objetos que evoluciona en un tiempo
discreto hasta un horizonte finito 7". También se ha construido un modelo de campo medio
que resulta ser un modelo aproximante en un sentido asintético, segin lo establecido en el
Teorema 1.

Los resultados de los trabajos [3|, 14, [6] fueron base para la adaptacién, bajo el escenario
propuesto, de la demostracion del Teorema 1, asi como una mejora al incluir la posibilidad de
que ambos procesos inicien en estados diferentes. Ademas como otra aportacion se realiza una
simulacién del proceso estocdstico mediante la programacién de la funcién GV y se compara
con el modelo de campo medio con el fin de visualizar y comprobar los resultados esperados
en el ejemplo analizado a lo largo del trabajo.
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