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Resumen

La computacion del ADN es una forma de computacion que usa moléculas de ADN vy
moléculas biologicas en lugar de las tecnologias informadticas tradicionales basadas en silicio,
una de las razones por las que empezo a ser interesante estudiar la computacion del ADN
es que un sélo gramo de ADN con un volumen de 1 em?® puede contener tanta informacion
como un billon de discos compactos, aproximadamente 750 terabytes. Otra caracteristica im-
portante de los procesos del ADN es la capacidad de realizar muchas operaciones en paralelo,
lo que es posible gracias a la capacidad de replicacion del ADN. Richard Feynman introdu-
jo por primera vez el cdalculo molecular a principios de 1960, pero fue hasta 1994 cuando
Leonard Adleman, de la Universidad del Sur de California, demostré un uso del ADN para
resolver el problema Hamiltoniano de 7 puntos. Después de su trabajo, diversos investigadores
han encontrado nuevas aplicaciones para la computacion del ADN, y en diversas dreas se ha
descubierto la importancia de llevar los calculos a nivel molecular. El objetivo del articulo
es mostrar como se utiliza la teoria de campos finitos para construir codigos ciclicos que
permiten modelar la estructura del ADN. FEsta modelacion es importante porque se conocen
algoritmos basados en ADN que permiten resolver, mediante procesos quimicos, algunos pro-
blemas clasicos como el del drbol de expansion minima y el del coloreado de una grafica con
tres colores. Actualmente, se estan desarrollando simulaciones de estos algoritmos mediante
computadoras.
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1. Introduccion

El ADN es una molécula de gran tamano que almacena y transmite toda la informacién
necesaria para el desarrollo de todas las funciones biolégicas necesarias para un organismo,
esta formado por una unién paralela de dos cadenas, cada cadena formada por cuatro diferen-
tes nucledtidos: Adenina, Guanina, Timina y Citosina. Su estructura fue dilucidada en 1953
por los cientificos Watson y Crick, descubrimiento que anos més tarde los haria ganadores
del premio Nobel [§].
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Una hebra simple de ADN es una sucesion de los cuatro nucleétidos mencionados, cuyos
extremos son quimicamente polares y son llamados extremos 5" y 3. El complemento Watson-
Crick de una hebra de ADN se obtiene al reemplazar Adenina por Timina y viceversa; cada
Guanina con Citosina y viceversa; e intercambiar los extremos 3’ y 5. Una hebra simple
se une a su complemento Watson-Crick por medio de un proceso denominado hibridacion
especifica, formando asi la estructura conocida como doble hélice de ADN.

La computacion del ADN ofrece grandes ventajas a los investigadores debido a la gran
capacidad de almacenamiento de informacién, y a la realizacién de procesos en paralelo, sin
embargo, su potencial se limita precisamente por la composicién quimica del ADN. Varios
autores han propuesto diferentes técnicas para construir un conjunto de palabras cédigo de
ADN que es poco probable que formen enlaces indeseables entre si por hibridacion.

El objetivo de este trabajo es usar la teoria de cédigos ciclicos para construir cédigos que
son adecuados para la computacién del ADN, en particular construimos cédigos lineales y
aditivos sobre GF'(4), que son adecuados para esta aplicacién, basandonos en el articulo de
Abualrub [1].

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: En la seccién [2| se explica breve-
mente qué es la computacién del ADN y el proceso de hibridacién de las hebras de ADN para
enteder por qué el interés de construir estas codificaciones, en la seccién 3 se exponen algunos
conceptos de teoria de cédigos que son basicos para entender como son los cédigos que per-
mitirfan implementar los algoritmos de ADN. En la seccién { se construyen cédigos usando
campos finitos. En la seccién [ se construyen cédigos adecuados para la computacion del
ADN y finalmente en la seccién [6] se construyen cédigos aditivos de longitud 7 que mejoran
los algoritmos de ADN.

2. La computaciéon del ADN

La computacién del ADN inici6 en 1994 cuando Leonard Adleman resolvié el problema de
encontrar un camino Hamiltoniano de 7 puntos dada un grafica mediante manipulaciones de
moléculas de ADN en un tubo de ensayo. Adleman encontré una ruta que pasa por todos los
vértices de la grafica exactamente una vez. Este problema debido a su complejidad pertenece
a los denominados problemas NP-completos, los cuales son muy dificiles de resolver, pues no
se pueden resolver en tiempo polinomial.

Después del trabajo de Adleman, diversos investigadores han utilizado la computacién
del ADN como método para resolver problemas complejos de diferentes areas. Por ejemplo,
las codificaciones de ADN han sido utilizadas para resolver diversos problemas como:

El 4drbol de expansién minima ([4]).

La ruta mas corta en una grafica ([3]).

El coloreado de una grafica con tres colores ([3]).

El problema del conjunto dominante ([3]).
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Sin embargo, para poder realizar estos algoritmos mediante la computacién del ADN es
necesario contar con una codificacion del ADN que sea ttil y que dé como resultado el
minimo de enlaces indeseables posibles.

La computacién del ADN ofrece ciertas ventajas, como la gran capacidad de almacena-
miento de las moléculas de ADN, pues un gramo de ADN puede contener alrededor de 750
terabytes. Ademas, algo que ha llamado la atencién de los investigadores es la capacidad del
ADN de realizar muchos procesos en paralelo, esto se debe a la capacidad de replicacion del
ADN, y constituye una importante ventaja pues disminuye el tiempo de respuesta, al hacer
simultaneamente varios procesos.

El potencial de la computacién del ADN se ve limitado por su estructura quimica, debido
a que el ADN es una doble hélice, formada por una hebra simple de ADN y su complemento
Watson-Crick, unidos mediante hibridacién especifica, pues al formarse la doble hélice pueden
ocurrir errores y dar como resultado cadenas de ADN que no funcionan, es decir, se obtienen
falsos positivos o falsos negativos. Los falsos positivos resultan cuando se da la hibridacion no
especifica, es decir, se une una hebra de ADN con el complemento Watson-Crick de una hebra
diferente. La hibridacion no especifica también ocurre cuando se une una hebra de ADN con
el reverso de una hebra distinta. Un falso negativo ocurre cuando no se da la hibridacién
entre una hebra y su complemento Watson-Crick.

Diversos autores han propuesto diferentes técnicas para construir conjuntos de cadenas
de ADN en los cuales sea poco probable que se den enlaces indeseables por hibridacién [2],[7].
En este trabajo se construyen cédigos aditivos sobre GF'(4). La principal ventaja de utilizar
codigos aditivos sobre cddigos lineales es que para la misma longitud de cédigo hay mas
codigos aditivos que lineales, ademas, es mas probable encontrar cédigos aditivos que tengan
més palabras cédigo que un codigo lineal con la misma distancia de Hamming [1].

Ejemplo 2.1 Consideremos codigos de longitud 3 y distancia 2 sobre el campo finito Zs:

« C7 ={000,011,101, 110}

« Cy ={011,101,110}

= C3 =4{000,101,110}

« Cy ={000,011,110}

« C5 ={000,011,101}

= Cs = {000,011}

« C7 ={000,101}

= Cg ={000,110}

= Cy ={011,101}

u ClO = {0117 110}
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= Oy = {101,110}

De los cuales C, Cg, C7 y Cs son lineales y Cy, Cy, Cg, Cr, y Cg son aditivos. Es decir,
hay mds codigos aditivos que lineales, y encontramos que Cs, el cual es aditivo, tiene mds
palabras codigo que Cg, C7 y Cs.

3. Conceptos principales de teoria de cédigos

La teoria de cédigos es una especialidad matematica que trata de las leyes de la codifi-
cacion de la informacion. A grandes rasgos, codificar es transformar una informacién en una
senal convenida para su comunicacién. Decodificar seria el proceso inverso y complementario
del anterior por el cual la senial comunicada es transformada en la informacién original [10].

Para poder entender un poco acerca de los codigos de los cuales trataremos en este trabajo,
necesitamos las siguientes definiciones:

Definicién 3.1 Un alfabeto es un conjunto finito A = {a1,as,...,a,} cuyos elementos son
llamados simbolos y q (el nimero de elementos de A) es llamado la raiz de A.

A partir de los elementos de un alfabeto, se tiene lo siguiente:

Definicién 3.2 Una palabra de longitud n sobre A es una sucesion de n elementos de A; en
general, escribiremos las palabras de la siguiente forma:

a = ;1442 . . . Ajn, aikEA,k:1,2,3,...,n.

Denotaremos por A™ a todas las palabras de longitud n y por A*, al conjunto que contiene
a todas las palabras, es decir,
A=A

neN

Definicién 3.3 Si A = {ay,a9,...,a,} es un alfabeto, un cddigo g-ario sobre A es un sub-
congunto C de A*. Los elementos de C son llamadas palabras cédigo. El nimero M = |C/,
el cardinal de C, es llamado tamano del codigo.

Se tienen dos tipos de codigos segun la longitud de sus palabras,

s Cédigos de bloque: La longitud de todas las palabras es la misma, y se dice que tiene
pardmetros (n, M), donde n es la longitud de las palabras y M es el tamano del cédigo.

= Cdédigos de longitud variable: Esta conformado por palabras de diferente longitud.

En este trabajo sélo utilizaremos palabras de longitud fija, por lo que siempre que nos
refiramos a un codigo, se asumira que se trata de un cédigo de bloque.
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Consideremos una secuencia de informacion ugu;uats ... de simbolos de informacién w;
tomados de un alfabeto A. Si agrupamos esta secuencia en bloques de longitud k de la
siguiente manera:

Uply - .. Up—1 UpUk41 - - - U2k—1 U2EU2E 41 - - - UBk—1,

-~ -~ -~

cada uno de estos bloques de informacién forman una palabra, la que llamaremos palabra de
informacion de longitud k. Como cada simbolo de una palabra de informacién puede tomar
q valores, se tiene que el nimero de palabras cédigo es M = ¢~.

Existe un parametro en los cddigos que nos permite saber que tan cerca esta una palabra
de otra, y es 1util para poder detectar y corregir errores dentro de un cédigo.

Definicién 3.4 La distancia de Hamming entre dos palabras codigo b = boby ... b,_1 yb' =
byby ... b, denotada por H(b,b'), se define como:

n—1’
H(b,b")=]{0<i<n:b #b}.
Es facil ver que la Distancia de Hamming es una métrica en el conjunto A", (Vea [0]).

Definicién 3.5 Dado un cédigo C, se define la distancia de C, y se denota por d(C), como
la menor distancia no nula entre sus palabras codigo, es decir,

d(C) =min{H(z,y) : z,y € C, = # y}.

Esta definicién es importante pues ayuda a saber cuantos errores puede detectar y corregir
un cédigo, mediante el siguiente resultado.

Teorema 3.6 Un cddigo C' con distancia d(C') puede detectar d(C) — 1 errores, y puede

d(C)*lJ

corregir [ ==

Sin embargo, no ahondaremos en este tema en el desarrollo de este trabajo, el lector
interesado en este tema puede consultar [6].

4. Construccion de cédigos usando campos finitos

Para codificar y decodificar de manera mas practica y eficiente, es util dotar al alfabeto
A de una estructura algebraica. Fijamos al alfabeto A = F,, el campo finito de ¢ elementos.
El conjunto de cadenas de longitud n, es decir el conjunto A" es un espacio vectorial sobre
F,, de dimensién n, el cual puede ser identificado como:

]FZ:{(xoaxlv"'xn—l):xiEFq,OSign—1}7

mediante la asignacién zoz ...x,—1 — (To,Z1,...,%s_1), con la cual definimos la suma de
las palabras aga; ... a,_1y boby ...b,_1 como

agaq .. .Q0p_1 + bobl c. bn—l = (CL(), Aty ..., a,n_1> + (bo, bl, c. ,bn_l),
y la multiplicacién por escalar o(apa; ... a,—1), con o € F,, como
alapay . ..an_1) = alag, a1, ... ,an_1)-

Con esto podemos definir los coédigos aditivos y los codigos ciclicos como sigue:
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Definicioén 4.1 Un cddigo aditivo C' sobre el campo finito Fy, es un subgrupo aditivo de Fy.
FEs decir, para cada par de palabras codigo agay . ..an_1, Yy boby ...b,_1 € C, su suma es una
palabra codigo de C.

Definicién 4.2 Un cddigo C es lineal si es un subespacio de Fy. Un cédigo lineal de longitud
n, dimension k, y distancia d es llamado un [n, k,d] cddigo.

Ejemplo 4.3 Sea C' = {011,101,000, 110}. Considerado como un cédigo sobre Zs, este cidi-
go no es lineal, puesto que 2(011) = 022 no estd en C, sin embargo, visto como un cddigo
sobre Zs, si es aditivo.

En este trabajo seran de suma importancia los cédigos ciclicos, pues se espera que mejoren
los algoritmos de ADN, y cuya definicion es la siguiente:

Definicién 4.4 Un cédigo C' es ciclico si siempre que la palabra cocy . ..c,—1 € C, entonces
Cp—1Cq...Ch—2 € C.

Ejemplo 4.5 Sea C7 = {011,101, 110} un cdédigo sobre el campo Zs, el cual no es un cédigo
aditivo ni lineal, puesto que 000 no estd en C4, sin embargo, si es un codigo ciclico. Y por
otro lado, el cddigo Cy = {000000,000111, 111000, 111111} sobre Zy es un cddigo lineal pero
no es ciclico.

Para poder explotar muchos resultados que se tienen en algebra, haremos una relacion
entre un anillo de polinomios y los codigos ciclicos, para ello, notemos lo siguiente.

Nota. Sea F un campo, consideremos el anillo F[z]/{(x™ —1). A este anillo lo denotaremos
como F™[x], y a sus elementos los denotaremos simplemente c(x) en lugar de [c(x)].

Teorema 4.6 Si K es un campo e I el ideal pricipal de K[z] generado por el polinomio
p(r) = ap + a1z + - - - axa™ con a, # 0, entonces para cada [r(z)] € Klz]/I, existe un tinico
polinomio q(z) = by + byx + -+ by_12" " tal que [r(z)] = [q¢(z)].

Puede consultar la demostracion de este resultado en [5].

Consideremos un elemento c(x) € F™ [z], por el teorema anterior, todo elemento de F(™[z]
puede ser representado tinicamente por un polinomio de grado n — 1, por lo tanto, podemos
suponer que ¢(x) es de grado n — 1, al multiplicarlo por x, obetenemos:

ve(z) = cow + 12?4+ - o™+ 2™,

es decir,

-1
ze(x) = cpq + T + -+ + o™,

puesto que 2" = 1 en F(™ [x], esto genera lo que se llama desplazamiento ciclico.
El anillo F([z] es también un espacio vectorial sobre F, y la multiplicacién por escalar
es como sigue:
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Sia€Fyc(x)=c+ez+ - +c, 12"t € F™[z], entonces,
ac(x) = acy + ac,x + -+ - + acp_1"

Ahora construiremos cédigos ciclicos lineales a partir de un ideal en el anillo de polinomios,
de la siguiente forma:

Los cdédigos ciclicos lineales pueden definirse a partir de un ideal, para lo cual necesita-
mos establecer una correspondencia entre los cédigos sobre un campo finito y el anillo de
polinomios. Consideremos las siguientes funciones:

¢ : Fy — Flz],
dada por
B(coy ... Cno1) =Co+Crx+ -+ cpa™
y ademas,
7 Flz] — F™[z],
dada por

Teorema 4.7 La funcion m o ¢ es una transformacion lineal. St C' es un codigo ciclico y
lineal, w0 ¢(C') es un ideal. Mds ain, WOgb‘C :C — (mo¢)(C) es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Por este resultado, podemos trabajar indistintamente con elementos de C' o con la corres-
pondiente clase de equivalencia c¢(x).
Ahora veamos la relacién que existe entre los ideales de F™[z] y los cddigos ciclicos.

Teorema 4.8 Sea J un ideal no cero de F™[z]. El conjunto
{(ag,...,an_1) €F": Jag + a1 + -+ a, 12" '] € J},
es un codigo ciclico.
Y ademas,

Teorema 4.9 Sea J un ideal no cero en F™[x]. Eziste un tinico polinomio mdnico g(x) €
Flx] de grado r tal que,

10 = (gl /e — 1),
2. g(x) divide a ™ — 1.

Ademds, si C' es el codigo ciclico lineal correspondiente a J, entonces la dimension de C' es
n—r.

Vea las demostraciones en [3].
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5. Construcciéon de cédigos para la computacion del
ADN

En esta seccién vamos a construir el campo GF'(4), el cual es un campo de Galois o
campo finito de 4 elementos. Para ello, tomaremos como base el campo de los nimeros
binarios (GF(2),+,*), donde GF(2) = {0,1} es el anillo de los enteros médulo 2, con las
operaciones suma “+ 7 y producto “x*” usuales en este anillo. Las pruebas de los teoremas
que se presentan pueden ser revisadas por los lectores en [5].

Sea GF(2)[z], el anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en GF(2).
Tomemos el polinomio p(z) = x* + z + 1 € GF(2)[z], el cual sabemos que es irreducible en
GF(2), ya que es de grado 2 y que no tiene raices en el campo. Ahora consideremos el anillo
cociente GF(2)[z]/(p(x)), que resulta ser un campo, donde (p(x)) es el ideal generado por el

polinomio p(z). En este caso,

GFQ2)/(p(x)) = {a(x) + (p(x)) : a(z) € GF(2)[2]}.

Como GF(2)[z] es un anillo euclidiano, usando el algoritmo de la divisién, se tiene que para
cualquier elemento a(z) € GF(2)[z],

a(z) = p(x)q(z) + r(x), con 0 < grad(r(z)) < 1.

Por lo tanto, un representante de la clase de a(x), dada por [a(x)] = a(x) + (p(z)) es
ag + aix, con ag, a; € GF(2).

Por consiguiente, los elementos del anillo GF'(2)/(p(z)) se pueden identificar mediante el
conjunto GF'(4), ademds, por el hecho de ser p(x) irreducible, (p(z)) es maximal, y por lo
tanto GF'(4) es un campo.

GF(4) ={ap+ a1z : ap,a; € GF(2)} ={0,1,w,1 +w} ={0,1,w,w},

donde w = [z] =2 + (p(x)), y @ = 1 + w, ademds & = w? y 1 + w + w? = 0.

5.1. C(Cdbdigos asociados con el ADN

Las cadenas de ADN tienen caracteristicas muy especiales que resultan importantes para
el desarrollo de algoritmos, una de estas caracteristicas es que cada hebra de ADN se asocia
a una hebra complementaria, su complemento Watson-Crick.

Para poder codificar las hebras de ADN y usar la teoria de cddigos para su estudio,
asociaremos cédigos sobre el conjunto {A, C, G, T} con c6digos sobre GF(4) = {0,1,w,®},
es decir, asociaremos 0 con Adenina (A), w con Citosina(C'), @ con Guanina(G) y 1 con
Timina(7T). Para definir el complemento de una palabra cédigo en GF'(4), definiremos primero
el complemento de un elemento de GF'(4).

Definicién 5.1 Sea a € GF(4), el complemento de a, denotado por a®, se define como
a¢=a+1.
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Con esto, definamos:

c

Definicién 5.2 El complemento de una palabrau = ug ... u,—1 € GF(4) esu®=uf...ul_,

y el reverso deu es 0" = uy,_1...ug.

Note que si se da una asociacion diferente a la propuesta para el conjunto de nucleétidos
que forman el ADN con el campo GF'(4), no se tienen las definiciones anteriores, puesto que
con esta asociacién se tiene que el complemento de A es T', y el de C' es G.

Ahora definamos cédigos que tienen caracteristicas particulares que resultan importantes
para los cédigos de ADN.

Definicién 5.3 Un cddigo aditivo C' de longitud n sobre GF(4) es llamado reversible si
u" € C para todo u € C.

Ejemplo 5.4 FEl cddigo C = {110,011,101,000} es reversible, pero C' = {111,100,011,000}
no lo es.

El reverso de una palabra codigo tiene su equivalente en el anillo de polinomios, esto es
lo que se llama reciproco de un polinomio.

Definicién 5.5 Para cada polinomio p(x) = pg + p1x + -+ + pa" con p, # 0, definimos el
reciproco de p(x) como el polinomio p*(x) = x"p(1/x) = p. + pr_1x + -+ + poxr”. Ademds
diremos que un polinomio es auto-reciproco si p(x) = p*(z).

Ejemplo 5.6 Consideremos el polinomio p(z) = 1+ + 22 + 23+ 2* + 2° + 2%, notemos que
pr(x) = 2% (1/z) =21+ 2+ L+ L+ L+ 54+ 5) = 1+o+2’+2° + 2 +2° + 25 = p(2).
Por lo tanto p(x) es auto-reciproco.

Definicién 5.7 Un cédigo aditivo C' sobre GF(4) es llamado complemento si u® € C' para
todo u € C.

Definicién 5.8 Un cddigo aditivo C' sobre GF(4) es llamado complemento ciclico reversible
St,

1. C es ciclico.
2. C es reversible.

3. C' es complemento.

Recordemos ahora un resultado muy importante en teoria de anillos, llamado Teorema
de Correspondencia.

Teorema 5.9 Teorema de Correspondencia. Sea A un anillo e I un ideal de A. Sea
@ A — A/I la proyeccion candnica, dada por ¢(a) = a + I. Eziste una correspondencia
biunivoca entre ideales de A/l e ideales de A que contienen a I.
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En adelante, consideraremos a los elementos de los cddigos ciclicos como polinomios,
puesto que ya vimos que hay una correspondencia entre ellos y los ideales en F(™[z]. Asf que
estudiaremos algunos resultados que sélo se satisfacen en el campo GF'(4).

Definicién 5.10 Sea C un cédigo ciclico lineal correspondiente a J = (g(x))/(z" — 1), un
ideal de GF(4)™[x], a su vez por el Teorema de Correspondencia a J le corresponde un
ideal J' de GF(4)™|x], tal que J = J'/{(x™ — 1). Como cada elemento de J es una clase de
equivalencia, definimos el grado de [f(z)] € J como el grado del polinomio f(x) € J'.

Asi, el grado de f(x) € C serd el grado de [f(x)] € J, y lo denotaremos como grad(f(x)).

El siguiente teorema muestra un resultado importante sobre el campo GF'(4).

Teorema 5.11 Sea C' un [n, k,d]-cddigo ciclico lineal de longitud n sobre GF(4). Entonces
C = (g(x)), donde g(x) es un polinomio mdnico de grado r que divide a ™ —1 sobre GF(4),
yk=mn—r.

Es importante ahora ver cémo son los generadores de un cédigo ciclico aditivo, para ello,
consideremos la funcién traza,

Tr:GF(4) — GF(2), (1)
definida por Tr(z) = z + 2.
En particular, Tr(0) = Tr(1) = 0, Tr(w) = w + w? = 1, puesto que 1 + w + w? = 0,
w=w+1lyTr(w) =1
Es facil ver que la funcién traza es un homomorfismo de grupos aditivos.

El siguiente teorema nos dard una forma de describir un tipo particular de cédigos ciclicos
aditivos mediante sus polinomios generadores.

Teorema 5.12 Sea C un (n,2%)-cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF(4). Entonces
C = (wp(x) +q(z)), donde p(x) y r(z) son polinomios binarios que dividen a ™ —1 (mod 2),
r(zx) divide a %(mod 2), y k=2n— grad(p(x)) — grad(r(z)).

Observaciones 5.1 Cuando algiun polinomio generador es nulo, se tiene lo siguiente.
» Sip(x) =0, entonces k = n—grad(r(x)), y sir(x) =0, se tiene que k = n—grad(p(x)).

» Como para cualquier subgrupo se tiene que {(a,b) = (a,b— q), nosotros asumiremos que
grad(q(x)) < grad(p(z)).

Ahora veamos algunos resultados sobre codigos ciclicos reversibles y los polinomios gene-
radores.

Teorema 5.13 Un cddigo lineal C' ciclico (g(x)) sobre GF(4) es reversible si y solo si g(x)
es auto-reciproco.
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que C' es reversible, para ello consideremos el conjunto
de polinomios reciprocos de los polinomios de C, C" = {f*(z) : f(z) € C}, veamos que
C" = (g*(x)), entonces, tomemos f*(x) € C".

fr@)=a""fa™)

Por lo tanto, f*(x) € (¢*(z)). La otra inclusién es clara. Asi, C’ = (g*(x)). Ademéds, como
C' es reversible, entonces (g(x)) = C' = C' = (g*(2)).

Asi g*(x) también genera a C'y al ser g(x) el polinomio de grado minimo que genera a
C, se tiene que g(z) = g*(z), es decir, g(x) es auto-reciproco.

Reciprocamente, supongamos que g(z) = ¢*(z) = 2"g(2), donde r = grad(g(x)). Tome-
mos p(z) € C, con grad(p(x)) = m > r. Debemos mostrar que p*(x) € C, es decir, p*(z) es
un multiplo de g(x). Calculemos p*(z),

1 1 1
* g m — ) = mkj —_ —_
p'(a) = 2"p(2) = 2"k()g ()
1 1
=2""k(=)g(=), donde m = r + s, para algin s > 0,
T
1 1 1
= 5k(= ro(= = k(=
PR g(1) = 2K gl)
Por lo tanto, p*(z) € C, es decir, es reversible. [ |

Es fécil verificar que si f(x), g(x) son dos polinomios en GF(4)[z], con grad(f(x)) =m
y grad(g(x)) = k, con m > k, entonces,

L [f(x)g(x)]" = f*(x)g* ().
2. [f(z) + g(2)]* = f*(x) + 2™ Fg* ().

En seguida se enunciaran algunos resultados que relacionan las caracteristicas de los
polinomios generadores de un codigo con la forma de dicho cédigo y las propiedades que
cumple.

Teorema 5.14 Sea C' = (wp(x) + q(x)) un cddigo ciclico aditivo de longitud n sobre GF'(4)
con grad(p(x)) = r. Entonces C' es reversible si y sélo si p(x) es un polinomio binario auto-
reciproco y C' = (wp(x)) ¢ C = (wp(x)).

Teorema 5.15 Sea C' = (wp(z),r(x)) ¢ C = (wp(z),r(x)), un cddigo ciclico aditivo de
longitud n sobre GF(4). El cédigo C' es complemento reversible si y solo si p(x), r(x) son
auto-reciprocos y r(x) no es multiplo de x — 1.
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Teorema 5.16 Sea C = (wp(z) + q(x),r(x)) un cidigo ciclico aditivo de longitud n sobre
GF(4), con q(x) # 0. El cddigo C' es un cédigo ciclico aditivo complemento reversible si y
sélo si p(x) es auto-reciproco, r(x) es auto-reciproco y no es mailtiplo de x — 1, y

1. Si grad(q(x)) = grad(p(z)), entonces q(x) es auto-reciproco.
2. Si grad(q(z)) < grad(p(x)), entonces r(z) divide a

[xgrad(p(ﬂﬁ))_grad(Q(x)) q* (l’) + q<$)] :

3. St grad(q(x)) > grad(p(z)), entonces r(z) divide a

[xgrad(q(z))_grad(p(x))Q(.I') + q* (ZL’)] :

Puede consultar las pruebas de estos resultados en [5].

6. Cdbdigos de longitud 7

En esta dltima seccién usaremos la teoria desarrollada para estudiar codigos aditivos
complemento ciclicos reversibles sobre GF'(4), es decir, estudiaremos cédigos que tienen las
caracteristicas necesarias para codificar cadenas de ADN.

Los c6digos complemento ciclicos reversibles cumplen las siguientes restricciones (Vea [I]):

» Restriccion de Hamming: Para dos diferentes palabras codigo u y v’ € C, H(u,u’) >
d, donde d es la distancia del cédigo C. Esta restriccion esta destinada a limitar la
hibridacién no especifica entre una palabra cédigo y un complemento Watson-Crick de
una palabra diferente.

» Restriccion del complemento reverso: Para algin par de palabras cédigo, u y v’ € C,
(las cuales pueden ser iguales), H(u, (u')") > d. Esta restriccién pretende limitar la
hibridacion no especifica entre una palabra cédigo y el reverso de otra palabra cédigo.

Presentamos algunos ejemplos de cédigos de longitud 7.
Consideremos el polinomio 27 — 1, sus divisores son:

pe(z) =2+ +2' + 2+ + o+ 1= (" + 2 + 1)(2® + = + 1).
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Calculemos el reciproco de estos polinomios:

po(x) =1,

pi(z) =z +1,

py(r) =2 + 2+ 1,

pi(z) =2 + 2% + 1,

pi) =z + 2+ +1

pi(z) = a' + 2% + 2% + 1,

pi@) =2+ 2+t + P+t 1

De ellos notamos que los polinomios py, p1, ps son auto-reciprocos. Utilizando estos poli-
nomios para generar codigos aditivos que cumplan las condiciones del Teorema [5.16} encon-
tramos que los cédigos:

Cr={(w+1,2°+2° +at +2° + 2 + 2 + 1),
=(w+ @+ 23,2 + 2+t P2+ 1),

Co={(w+ @*+2H), 28+ +2* + 28+ 22 + 2+ 1),
Cs={(w+ @ +a* +23+2%),2° +2° + 2 + 23 + 22 + 2+ 1),
Co=(w+ @ +2°+1),2°+2° +2' +2° +2* + 2 + 1),

Cr={w+@@+a* +23+22+ 1), 2+ 22+ 2* + 23+ 22 + 2+ 1),

Son codigos aditivos complemento ciclicos reversibles, ademas, analizando sus elementos ge-
neradores, se encontré que tienen distancias:

Sin embargo, nos interesan los cédigos que tienen mayor distancia, pues ellos permiten iden-
tificar e incluso corregir errores, asi que no se considerara al codigo C.
Se lleg6 a la conclusion de que los cédigos
Co={(w+ (@*+2%, 2 +2° + 2 + 28 + 22 + 2+ 1),
w+(x + 23+ D), 28 b+t 2P a4 1),
(' + 28,2+ 2+t + 2P 2?2+ 1),
(P4t + 2+, 2+t 1),
(2® + 224+ 1), 2+ 2+t + 2P+ 2 o+ 1),
(B +at+2 +2*+ 1), 2+ 2" + 2t + 2% + 2P+ 2+ 1),
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por el Teorema [5.12] tienen dimensién 2n — grad(p(z)) — grad(r(z)) =2(7) —0—6 =8, y
por lo tanto, tienen tamaiio M = 28 = 256. Con esto, se puede asegurar que estos cédigos,
mejoran las codificaciones para los algoritmos de ADN, pues tienen distancia 3 y por lo tanto
son capaces de detectar hasta 2 errores, y corregir automaticamente 1 error, de acuerdo con
el Teorema [3.6] Las codificaciones que se han usado con esta distancia y longitud han sido
de a lo mas 180 palabras (Vea [1],[2],[7], [9]), al tener la misma distancia, es mejor utilizar
codigos que tienen 256 palabras, pues evita tener hibridaciones no deseables entre las hebras
de ADN.

Para poder realizar los algoritmos para las aplicaciones de la computacién del ADN que
se mencionaron en la seccién [2] es necesario contar con una codificacion del ADN que sea
util y que dé como resultado el minimo de enlaces indeseables posibles, esto se logra con
las condiciones que se presentan en este trabajo, por lo que se puede concluir que los codi-
gos de longitud 7 que presentamos mejoran las codificaciones que se habian utilizado con
anterioridad.

Conclusion

En este articulo se presentaron condiciones para los cédigos ciclicos sobre GF(4) que
permiten dar una mejor codificacion para los algoritmos de ADN, basandonos en el articulo de
Abualrub [1], se describieron los elementos basicos que se deben considerar para crear cédigos
que sean utiles para representar cadenas de ADN y finalmente se presentaron ejemplos de
cddigos aditivos complemento ciclicos reversibles de longitud 7 y tamano 256 que son utiles
para la computacion del ADN, puesto que cumplen con la Restriccion de Hamming y la
Restriccion del complemento reverso.
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