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Resumen

La computación del ADN es una forma de computación que usa moléculas de ADN y
moléculas biológicas en lugar de las tecnoloǵıas informáticas tradicionales basadas en silicio,
una de las razones por las que empezó a ser interesante estudiar la computación del ADN
es que un sólo gramo de ADN con un volumen de 1 cm3 puede contener tanta información
como un billón de discos compactos, aproximadamente 750 terabytes. Otra caracteŕıstica im-
portante de los procesos del ADN es la capacidad de realizar muchas operaciones en paralelo,
lo que es posible gracias a la capacidad de replicación del ADN. Richard Feynman introdu-
jo por primera vez el cálculo molecular a principios de 1960, pero fue hasta 1994 cuando
Leonard Adleman, de la Universidad del Sur de California, demostró un uso del ADN para
resolver el problema Hamiltoniano de 7 puntos. Después de su trabajo, diversos investigadores
han encontrado nuevas aplicaciones para la computación del ADN, y en diversas áreas se ha
descubierto la importancia de llevar los cálculos a nivel molecular. El objetivo del art́ıculo
es mostrar cómo se utiliza la teoŕıa de campos finitos para construir códigos ćıclicos que
permiten modelar la estructura del ADN. Esta modelación es importante porque se conocen
algoritmos basados en ADN que permiten resolver, mediante procesos qúımicos, algunos pro-
blemas clásicos como el del árbol de expansión mı́nima y el del coloreado de una gráfica con
tres colores. Actualmente, se están desarrollando simulaciones de estos algoritmos mediante
computadoras.

Palabras Clave: Códigos aditivos, Códigos lineales, Computación del ADN.
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1. Introducción

El ADN es una molécula de gran tamaño que almacena y transmite toda la información
necesaria para el desarrollo de todas las funciones biológicas necesarias para un organismo,
está formado por una unión paralela de dos cadenas, cada cadena formada por cuatro diferen-
tes nucleótidos: Adenina, Guanina, Timina y Citosina. Su estructura fue dilucidada en 1953
por los cient́ıficos Watson y Crick, descubrimiento que años más tarde los haŕıa ganadores
del premio Nobel [8].
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Una hebra simple de ADN es una sucesión de los cuatro nucleótidos mencionados, cuyos
extremos son qúımicamente polares y son llamados extremos 5′ y 3′. El complemento Watson-
Crick de una hebra de ADN se obtiene al reemplazar Adenina por Timina y viceversa; cada
Guanina con Citosina y viceversa; e intercambiar los extremos 3′ y 5′. Una hebra simple
se une a su complemento Watson-Crick por medio de un proceso denominado hibridación
espećıfica, formando aśı la estructura conocida como doble hélice de ADN.

La computación del ADN ofrece grandes ventajas a los investigadores debido a la gran
capacidad de almacenamiento de información, y a la realización de procesos en paralelo, sin
embargo, su potencial se limita precisamente por la composición qúımica del ADN. Varios
autores han propuesto diferentes técnicas para construir un conjunto de palabras código de
ADN que es poco probable que formen enlaces indeseables entre śı por hibridación.

El objetivo de este trabajo es usar la teoŕıa de códigos ćıclicos para construir códigos que
son adecuados para la computación del ADN, en particular construimos códigos lineales y
aditivos sobre GF (4), que son adecuados para esta aplicación, basándonos en el art́ıculo de
Abualrub [1].

Este trabajo está estructurado de la siguiente manera: En la sección 2 se explica breve-
mente qué es la computación del ADN y el proceso de hibridación de las hebras de ADN para
enteder por qué el interés de construir estas codificaciones, en la sección 3 se exponen algunos
conceptos de teoŕıa de códigos que son básicos para entender cómo son los códigos que per-
mitiŕıan implementar los algoritmos de ADN. En la sección 4 se construyen códigos usando
campos finitos. En la sección 5, se construyen códigos adecuados para la computación del
ADN y finalmente en la sección 6 se construyen códigos aditivos de longitud 7 que mejoran
los algoritmos de ADN.

2. La computación del ADN

La computación del ADN inició en 1994 cuando Leonard Adleman resolvió el problema de
encontrar un camino Hamiltoniano de 7 puntos dada un gráfica mediante manipulaciones de
moléculas de ADN en un tubo de ensayo. Adleman encontró una ruta que pasa por todos los
vértices de la gráfica exactamente una vez. Este problema debido a su complejidad pertenece
a los denominados problemas NP-completos, los cuales son muy dif́ıciles de resolver, pues no
se pueden resolver en tiempo polinomial.

Después del trabajo de Adleman, diversos investigadores han utilizado la computación
del ADN como método para resolver problemas complejos de diferentes áreas. Por ejemplo,
las codificaciones de ADN han sido utilizadas para resolver diversos problemas como:

El árbol de expansión mı́nima ([4]).

La ruta más corta en una gráfica ([3]).

El coloreado de una gráfica con tres colores ([3]).

El problema del conjunto dominante ([3]).
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Sin embargo, para poder realizar estos algoritmos mediante la computación del ADN es
necesario contar con una codificación del ADN que sea útil y que dé como resultado el
mı́nimo de enlaces indeseables posibles.

La computación del ADN ofrece ciertas ventajas, como la gran capacidad de almacena-
miento de las moléculas de ADN, pues un gramo de ADN puede contener alrededor de 750
terabytes. Además, algo que ha llamado la atención de los investigadores es la capacidad del
ADN de realizar muchos procesos en paralelo, esto se debe a la capacidad de replicación del
ADN, y constituye una importante ventaja pues disminuye el tiempo de respuesta, al hacer
simultáneamente varios procesos.

El potencial de la computación del ADN se ve limitado por su estructura qúımica, debido
a que el ADN es una doble hélice, formada por una hebra simple de ADN y su complemento
Watson-Crick, unidos mediante hibridación espećıfica, pues al formarse la doble hélice pueden
ocurrir errores y dar como resultado cadenas de ADN que no funcionan, es decir, se obtienen
falsos positivos o falsos negativos. Los falsos positivos resultan cuando se da la hibridación no
espećıfica, es decir, se une una hebra de ADN con el complemento Watson-Crick de una hebra
diferente. La hibridación no espećıfica también ocurre cuando se une una hebra de ADN con
el reverso de una hebra distinta. Un falso negativo ocurre cuando no se da la hibridación
entre una hebra y su complemento Watson-Crick.

Diversos autores han propuesto diferentes técnicas para construir conjuntos de cadenas
de ADN en los cuales sea poco probable que se den enlaces indeseables por hibridación [2],[7].
En este trabajo se construyen códigos aditivos sobre GF (4). La principal ventaja de utilizar
códigos aditivos sobre códigos lineales es que para la misma longitud de código hay más
códigos aditivos que lineales, además, es más probable encontrar códigos aditivos que tengan
más palabras código que un código lineal con la misma distancia de Hamming [1].

Ejemplo 2.1 Consideremos códigos de longitud 3 y distancia 2 sobre el campo finito Z2:

C1 = {000, 011, 101, 110}

C2 = {011, 101, 110}

C3 = {000, 101, 110}

C4 = {000, 011, 110}

C5 = {000, 011, 101}

C6 = {000, 011}

C7 = {000, 101}

C8 = {000, 110}

C9 = {011, 101}

C10 = {011, 110}
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C11 = {101, 110}

De los cuales C1, C6, C7 y C8 son lineales y C1, C2, C6, C7, y C8 son aditivos. Es decir,
hay más códigos aditivos que lineales, y encontramos que C2, el cual es aditivo, tiene más
palabras código que C6, C7 y C8.

3. Conceptos principales de teoŕıa de códigos

La teoŕıa de códigos es una especialidad matemática que trata de las leyes de la codifi-
cación de la información. A grandes rasgos, codificar es transformar una información en una
señal convenida para su comunicación. Decodificar seŕıa el proceso inverso y complementario
del anterior por el cual la señal comunicada es transformada en la información original [10].

Para poder entender un poco acerca de los códigos de los cuales trataremos en este trabajo,
necesitamos las siguientes definiciones:

Definición 3.1 Un alfabeto es un conjunto finito A = {a1, a2, . . . , aq} cuyos elementos son
llamados śımbolos y q (el número de elementos de A) es llamado la ráız de A.

A partir de los elementos de un alfabeto, se tiene lo siguiente:

Definición 3.2 Una palabra de longitud n sobre A es una sucesión de n elementos de A; en
general, escribiremos las palabras de la siguiente forma:

a = ai1ai2 . . . ain, aik ∈ A, k = 1, 2, 3, . . . , n.

Denotaremos por An a todas las palabras de longitud n y por A∗, al conjunto que contiene
a todas las palabras, es decir,

A∗ =
⋃
n∈N

An.

Definición 3.3 Si A = {a1, a2, . . . , aq} es un alfabeto, un código q-ario sobre A es un sub-
conjunto C de A∗. Los elementos de C son llamadas palabras código. El número M = |C|,
el cardinal de C, es llamado tamaño del código.

Se tienen dos tipos de códigos según la longitud de sus palabras,

Códigos de bloque: La longitud de todas las palabras es la misma, y se dice que tiene
parámetros (n,M), donde n es la longitud de las palabras y M es el tamaño del código.

Códigos de longitud variable: Está conformado por palabras de diferente longitud.

En este trabajo sólo utilizaremos palabras de longitud fija, por lo que siempre que nos
refiramos a un código, se asumirá que se trata de un código de bloque.
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Consideremos una secuencia de información u0u1u2u3 . . . de śımbolos de información ui
tomados de un alfabeto A. Si agrupamos esta secuencia en bloques de longitud k de la
siguiente manera:

u0u1 . . . uk−1︸ ︷︷ ︸ukuk+1 . . . u2k−1︸ ︷︷ ︸u2ku2k+1 . . . u3k−1︸ ︷︷ ︸,
cada uno de estos bloques de información forman una palabra, la que llamaremos palabra de
información de longitud k. Como cada śımbolo de una palabra de información puede tomar
q valores, se tiene que el número de palabras código es M = qk.

Existe un parámetro en los códigos que nos permite saber que tan cerca está una palabra
de otra, y es útil para poder detectar y corregir errores dentro de un código.

Definición 3.4 La distancia de Hamming entre dos palabras código b = b0b1 . . . bn−1 y b′ =
b′0b
′
1 . . . b

′
n−1, denotada por H(b,b′), se define como:

H(b,b′) = |{0 ≤ i < n : bi 6= b′i}|.

Es fácil ver que la Distancia de Hamming es una métrica en el conjunto An, (Vea [6]).

Definición 3.5 Dado un código C, se define la distancia de C, y se denota por d(C), como
la menor distancia no nula entre sus palabras código, es decir,

d(C) = mı́n{H(x, y) : x, y ∈ C, x 6= y}.

Esta definición es importante pues ayuda a saber cuántos errores puede detectar y corregir
un código, mediante el siguiente resultado.

Teorema 3.6 Un código C con distancia d(C) puede detectar d(C) − 1 errores, y puede

corregir bd(C)−1
2
c.

Sin embargo, no ahondaremos en este tema en el desarrollo de este trabajo, el lector
interesado en este tema puede consultar [6].

4. Construcción de códigos usando campos finitos

Para codificar y decodificar de manera más práctica y eficiente, es útil dotar al alfabeto
A de una estructura algebraica. Fijamos al alfabeto A = Fq, el campo finito de q elementos.
El conjunto de cadenas de longitud n, es decir el conjunto An es un espacio vectorial sobre
Fq, de dimensión n, el cual puede ser identificado como:

Fn
q = {(x0, x1, . . . xn−1) : xi ∈ Fq, 0 ≤ i ≤ n− 1},

mediante la asignación x0x1 . . . xn−1 7→ (x0, x1, . . . , xn−1), con la cual definimos la suma de
las palabras a0a1 . . . an−1 y b0b1 . . . bn−1 como

a0a1 . . . an−1 + b0b1 . . . bn−1 = (a0, a1, . . . , an−1) + (b0, b1, . . . , bn−1),

y la multiplicación por escalar α(a0a1 . . . an−1), con α ∈ Fq, como

α(a0a1 . . . an−1) = α(a0, a1, . . . , an−1).

Con esto podemos definir los códigos aditivos y los códigos ćıclicos como sigue:
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Definición 4.1 Un código aditivo C sobre el campo finito Fq, es un subgrupo aditivo de Fn
q .

Es decir, para cada par de palabras código a0a1 . . . an−1, y b0b1 . . . bn−1 ∈ C, su suma es una
palabra código de C.

Definición 4.2 Un código C es lineal si es un subespacio de Fn
q . Un código lineal de longitud

n, dimensión k, y distancia d es llamado un [n, k, d] código.

Ejemplo 4.3 Sea C = {011, 101, 000, 110}. Considerado como un código sobre Z3, este códi-
go no es lineal, puesto que 2(011) = 022 no está en C, sin embargo, visto como un código
sobre Z2, śı es aditivo.

En este trabajo serán de suma importancia los códigos ćıclicos, pues se espera que mejoren
los algoritmos de ADN, y cuya definición es la siguiente:

Definición 4.4 Un código C es ćıclico si siempre que la palabra c0c1 . . . cn−1 ∈ C, entonces
cn−1c0 . . . cn−2 ∈ C.

Ejemplo 4.5 Sea C1 = {011, 101, 110} un código sobre el campo Z2, el cual no es un código
aditivo ni lineal, puesto que 000 no está en C1, sin embargo, śı es un código ćıclico. Y por
otro lado, el código C2 = {000000, 000111, 111000, 111111} sobre Z2 es un código lineal pero
no es ćıclico.

Para poder explotar muchos resultados que se tienen en álgebra, haremos una relación
entre un anillo de polinomios y los códigos ćıclicos, para ello, notemos lo siguiente.

Nota. Sea F un campo, consideremos el anillo F[x]/〈xn−1〉. A este anillo lo denotaremos
como F(n)[x], y a sus elementos los denotaremos simplemente c(x) en lugar de [c(x)].

Teorema 4.6 Si K es un campo e I el ideal pricipal de K[x] generado por el polinomio
p(x) = a0 + a1x + · · · anxn con an 6= 0, entonces para cada [r(x)] ∈ K[x]/I, existe un único
polinomio q(x) = b0 + b1x+ · · · bn−1x

n−1 tal que [r(x)] = [q(x)].

Puede consultar la demostración de este resultado en [5].

Consideremos un elemento c(x) ∈ F(n)[x], por el teorema anterior, todo elemento de F(n)[x]
puede ser representado únicamente por un polinomio de grado n− 1, por lo tanto, podemos
suponer que c(x) es de grado n− 1, al multiplicarlo por x, obetenemos:

xc(x) = c0x+ c1x
2 + · · · cn−2x

n−1 + cn−1x
n,

es decir,
xc(x) = cn−1 + c0x+ · · ·+ cn−2x

n−1,

puesto que xn = 1 en F(n)[x], esto genera lo que se llama desplazamiento ćıclico.
El anillo F(n)[x] es también un espacio vectorial sobre F, y la multiplicación por escalar

es como sigue:
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Si a ∈ F y c(x) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1 ∈ F(n)[x], entonces,

ac(x) = ac0 + ac1x+ · · ·+ acn−1x
n−1.

Ahora construiremos códigos ćıclicos lineales a partir de un ideal en el anillo de polinomios,
de la siguiente forma:

Los códigos ćıclicos lineales pueden definirse a partir de un ideal, para lo cual necesita-
mos establecer una correspondencia entre los códigos sobre un campo finito y el anillo de
polinomios. Consideremos las siguientes funciones:

φ : Fn
q → F[x],

dada por
φ(c0, . . . , cn−1) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x

n−1,

y además,
π : F[x]→ F(n)[x],

dada por
π(p(x)) = [p(x)].

Teorema 4.7 La función π ◦ φ es una transformación lineal. Si C es un código ćıclico y
lineal, π ◦φ(C) es un ideal. Más aún, π ◦φ

∣∣
C

: C → (π ◦φ)(C) es un isomorfismo de espacios
vectoriales.

Por este resultado, podemos trabajar indistintamente con elementos de C o con la corres-
pondiente clase de equivalencia c(x).

Ahora veamos la relación que existe entre los ideales de F(n)[x] y los códigos ćıclicos.

Teorema 4.8 Sea J un ideal no cero de F(n)[x]. El conjunto

{(a0, . . . , an−1) ∈ Fn : [a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1] ∈ J},

es un código ćıclico.

Y además,

Teorema 4.9 Sea J un ideal no cero en F(n)[x]. Existe un único polinomio mónico g(x) ∈
F[x] de grado r tal que,

1. J = 〈g(x)〉/〈xn − 1〉.

2. g(x) divide a xn − 1.

Además, si C es el código ćıclico lineal correspondiente a J , entonces la dimensión de C es
n− r.

Vea las demostraciones en [5].
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5. Construcción de códigos para la computación del

ADN

En esta sección vamos a construir el campo GF (4), el cual es un campo de Galois o
campo finito de 4 elementos. Para ello, tomaremos como base el campo de los números
binarios (GF (2),+, ∗), donde GF (2) = {0, 1} es el anillo de los enteros módulo 2, con las
operaciones suma “ + ” y producto “ ∗ ” usuales en este anillo. Las pruebas de los teoremas
que se presentan pueden ser revisadas por los lectores en [5].

Sea GF (2)[x], el anillo de los polinomios en una variable con coeficientes en GF (2).
Tomemos el polinomio p(x) = x2 + x + 1 ∈ GF (2)[x], el cual sabemos que es irreducible en
GF (2), ya que es de grado 2 y que no tiene ráıces en el campo. Ahora consideremos el anillo
cociente GF (2)[x]/〈p(x)〉, que resulta ser un campo, donde 〈p(x)〉 es el ideal generado por el
polinomio p(x). En este caso,

GF (2)/〈p(x)〉 = {a(x) + 〈p(x)〉 : a(x) ∈ GF (2)[x]}.

Como GF (2)[x] es un anillo euclidiano, usando el algoritmo de la división, se tiene que para
cualquier elemento a(x) ∈ GF (2)[x],

a(x) = p(x)q(x) + r(x), con 0 ≤ grad(r(x)) ≤ 1.

Por lo tanto, un representante de la clase de a(x), dada por [a(x)] = a(x) + 〈p(x)〉 es
a0 + a1x, con a0, a1 ∈ GF (2).

Por consiguiente, los elementos del anillo GF (2)/〈p(x)〉 se pueden identificar mediante el
conjunto GF (4), además, por el hecho de ser p(x) irreducible, 〈p(x)〉 es maximal, y por lo
tanto GF (4) es un campo.

GF (4) = {a0 + a1x : a0, a1 ∈ GF (2)} = {0, 1, ω, 1 + ω} = {0, 1, ω, ω̄},

donde ω = [x] = x+ 〈p(x)〉, y ω̄ = 1 + ω, además ω̄ = ω2, y 1 + ω + ω2 = 0.

5.1. Códigos asociados con el ADN

Las cadenas de ADN tienen caracteŕısticas muy especiales que resultan importantes para
el desarrollo de algoritmos, una de estas caracteŕısticas es que cada hebra de ADN se asocia
a una hebra complementaria, su complemento Watson-Crick.

Para poder codificar las hebras de ADN y usar la teoŕıa de códigos para su estudio,
asociaremos códigos sobre el conjunto {A,C,G, T} con códigos sobre GF (4) = {0, 1, ω, ω̄},
es decir, asociaremos 0 con Adenina (A), ω con Citosina(C), ω̄ con Guanina(G) y 1 con
Timina(T ). Para definir el complemento de una palabra código en GF (4), definiremos primero
el complemento de un elemento de GF (4).

Definición 5.1 Sea a ∈ GF (4), el complemento de a, denotado por ac, se define como
ac = a+ 1.
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Con esto, definamos:

Definición 5.2 El complemento de una palabra u = u0 . . . un−1 ∈ GF (4) es uc = uc0 . . . u
c
n−1,

y el reverso de u es ur = un−1 . . . u0.

Note que si se da una asociación diferente a la propuesta para el conjunto de nucleótidos
que forman el ADN con el campo GF (4), no se tienen las definiciones anteriores, puesto que
con esta asociación se tiene que el complemento de A es T , y el de C es G.

Ahora definamos códigos que tienen caracteŕısticas particulares que resultan importantes
para los códigos de ADN.

Definición 5.3 Un código aditivo C de longitud n sobre GF (4) es llamado reversible si
ur ∈ C para todo u ∈ C.

Ejemplo 5.4 El código C = {110, 011, 101, 000} es reversible, pero C ′ = {111, 100, 011, 000}
no lo es.

El reverso de una palabra código tiene su equivalente en el anillo de polinomios, esto es
lo que se llama rećıproco de un polinomio.

Definición 5.5 Para cada polinomio p(x) = p0 + p1x + · · · + prx
r con pr 6= 0, definimos el

rećıproco de p(x) como el polinomio p∗(x) = xrp(1/x) = pr + pr−1x + · · · + p0x
r. Además

diremos que un polinomio es auto-rećıproco si p(x) = p∗(x).

Ejemplo 5.6 Consideremos el polinomio p(x) = 1 +x+x2 +x3 +x4 +x5 +x6, notemos que
p∗(x) = x6p(1/x) = x6(1 + 1

x
+ 1

x2 + 1
x3 + 1

x4 + 1
x5 + 1

x6 ) = 1 +x+x2 +x3 +x4 +x5 +x6 = p(x).
Por lo tanto p(x) es auto-rećıproco.

Definición 5.7 Un código aditivo C sobre GF (4) es llamado complemento si uc ∈ C para
todo u ∈ C.

Definición 5.8 Un código aditivo C sobre GF (4) es llamado complemento ćıclico reversible
si,

1. C es ćıclico.

2. C es reversible.

3. C es complemento.

Recordemos ahora un resultado muy importante en teoŕıa de anillos, llamado Teorema
de Correspondencia.

Teorema 5.9 Teorema de Correspondencia. Sea A un anillo e I un ideal de A. Sea
ϕ : A → A/I la proyección canónica, dada por ϕ(a) = a + I. Existe una correspondencia
biuńıvoca entre ideales de A/I e ideales de A que contienen a I.
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En adelante, consideraremos a los elementos de los códigos ćıclicos como polinomios,
puesto que ya vimos que hay una correspondencia entre ellos y los ideales en F(n)[x]. Aśı que
estudiaremos algunos resultados que sólo se satisfacen en el campo GF (4).

Definición 5.10 Sea C un código ćıclico lineal correspondiente a J = 〈g(x)〉/〈xn − 1〉, un
ideal de GF (4)(n)[x], a su vez por el Teorema de Correspondencia a J le corresponde un
ideal J ′ de GF (4)(n)[x], tal que J = J ′/〈xn − 1〉. Como cada elemento de J es una clase de
equivalencia, definimos el grado de [f(x)] ∈ J como el grado del polinomio f(x) ∈ J ′.

Aśı, el grado de f(x) ∈ C será el grado de [f(x)] ∈ J , y lo denotaremos como grad(f(x)).

El siguiente teorema muestra un resultado importante sobre el campo GF (4).

Teorema 5.11 Sea C un [n, k, d]-código ćıclico lineal de longitud n sobre GF (4). Entonces
C = 〈g(x)〉, donde g(x) es un polinomio mónico de grado r que divide a xn− 1 sobre GF (4),
y k = n− r.

Es importante ahora ver cómo son los generadores de un código ćıclico aditivo, para ello,
consideremos la función traza,

Tr : GF (4)→ GF (2), (1)

definida por Tr(x) = x+ x2.
En particular, Tr(0) = Tr(1) = 0, Tr(ω) = ω + ω2 = 1, puesto que 1 + ω + ω2 = 0,

ω̄ = ω + 1 y Tr(ω̄) = 1.
Es fácil ver que la función traza es un homomorfismo de grupos aditivos.
El siguiente teorema nos dará una forma de describir un tipo particular de códigos ćıclicos

aditivos mediante sus polinomios generadores.

Teorema 5.12 Sea C un (n, 2k)-código ćıclico aditivo de longitud n sobre GF (4). Entonces
C = 〈ωp(x)+q(x)〉, donde p(x) y r(x) son polinomios binarios que dividen a xn−1 (mod 2),

r(x) divide a q(x)(xn−1)
p(x)

(mod 2), y k = 2n− grad(p(x))− grad(r(x)).

Observaciones 5.1 Cuando algún polinomio generador es nulo, se tiene lo siguiente.

Si p(x) = 0, entonces k = n−grad(r(x)), y si r(x) = 0, se tiene que k = n−grad(p(x)).

Como para cualquier subgrupo se tiene que 〈a, b〉 = 〈a, b− q〉, nosotros asumiremos que
grad(q(x)) < grad(p(x)).

Ahora veamos algunos resultados sobre códigos ćıclicos reversibles y los polinomios gene-
radores.

Teorema 5.13 Un código lineal C ćıclico 〈g(x)〉 sobre GF (4) es reversible si y sólo si g(x)
es auto-rećıproco.
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Demostración. Supongamos primero que C es reversible, para ello consideremos el conjunto
de polinomios rećıprocos de los polinomios de C, C ′ = {f ∗(x) : f(x) ∈ C}, veamos que
C ′ = 〈g∗(x)〉, entonces, tomemos f ∗(x) ∈ C ′.

f ∗(x) = xn−1f(x−1)

= xn−1g(x−1)j(x−1)

= (xn−r−1j(x−1))(xrg(x−1))

= j∗(x)g∗(x).

Por lo tanto, f ∗(x) ∈ 〈g∗(x)〉. La otra inclusión es clara. Aśı, C ′ = 〈g∗(x)〉. Además, como
C es reversible, entonces 〈g(x)〉 = C = C ′ = 〈g∗(x)〉.

Aśı g∗(x) también genera a C y al ser g(x) el polinomio de grado mı́nimo que genera a
C, se tiene que g(x) = g∗(x), es decir, g(x) es auto-rećıproco.

Rećıprocamente, supongamos que g(x) = g∗(x) = xrg( 1
x
), donde r = grad(g(x)). Tome-

mos p(x) ∈ C, con grad(p(x)) = m > r. Debemos mostrar que p∗(x) ∈ C, es decir, p∗(x) es
un múltiplo de g(x). Calculemos p∗(x),

p∗(x) = xmp(
1

x
) = xmk(

1

x
)g(

1

x
)

= xr+sk(
1

x
)g(

1

x
), donde m = r + s, para algún s > 0,

= xsk(
1

x
)(xrg(

1

x
)) = xsk(

1

x
)g(x).

Por lo tanto, p∗(x) ∈ C, es decir, es reversible.

Es fácil verificar que si f(x), g(x) son dos polinomios en GF (4)[x], con grad(f(x)) = m
y grad(g(x)) = k, con m ≥ k, entonces,

1. [f(x)g(x)]∗ = f ∗(x)g∗(x).

2. [f(x) + g(x)]∗ = f ∗(x) + xm−kg∗(x).

En seguida se enunciarán algunos resultados que relacionan las caracteŕısticas de los
polinomios generadores de un código con la forma de dicho código y las propiedades que
cumple.

Teorema 5.14 Sea C = 〈ωp(x) + q(x)〉 un código ćıclico aditivo de longitud n sobre GF (4)
con grad(p(x)) = r. Entonces C es reversible si y sólo si p(x) es un polinomio binario auto-
rećıproco y C = 〈ωp(x)〉 ó C = 〈ω̄p(x)〉.

Teorema 5.15 Sea C = 〈ωp(x), r(x)〉 ó C = 〈ω̄p(x), r(x)〉, un código ćıclico aditivo de
longitud n sobre GF (4). El código C es complemento reversible si y sólo si p(x), r(x) son
auto-rećıprocos y r(x) no es múltiplo de x− 1.
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González Mart́ınez y Maceda Méndez Códigos Ćıclicos para el ADN

Teorema 5.16 Sea C = 〈ωp(x) + q(x), r(x)〉 un código ćıclico aditivo de longitud n sobre
GF (4), con q(x) 6= 0. El código C es un código ćıclico aditivo complemento reversible si y
sólo si p(x) es auto-rećıproco, r(x) es auto-rećıproco y no es múltiplo de x− 1, y

1. Si grad(q(x)) = grad(p(x)), entonces q(x) es auto-rećıproco.

2. Si grad(q(x)) < grad(p(x)), entonces r(x) divide a

[xgrad(p(x))−grad(q(x))q∗(x) + q(x)].

3. Si grad(q(x)) > grad(p(x)), entonces r(x) divide a

[xgrad(q(x))−grad(p(x))q(x) + q∗(x)].

Puede consultar las pruebas de estos resultados en [5].

6. Códigos de longitud 7

En esta última sección usaremos la teoŕıa desarrollada para estudiar códigos aditivos
complemento ćıclicos reversibles sobre GF (4), es decir, estudiaremos códigos que tienen las
caracteŕısticas necesarias para codificar cadenas de ADN.

Los códigos complemento ćıclicos reversibles cumplen las siguientes restricciones (Vea [1]):

Restricción de Hamming: Para dos diferentes palabras código u y u′ ∈ C, H(u, u′) ≥
d, donde d es la distancia del código C. Esta restricción está destinada a limitar la
hibridación no espećıfica entre una palabra código y un complemento Watson-Crick de
una palabra diferente.

Restricción del complemento reverso: Para algún par de palabras código, u y u′ ∈ C,
(las cuales pueden ser iguales), H(uc, (u′)r) ≥ d. Esta restricción pretende limitar la
hibridación no espećıfica entre una palabra código y el reverso de otra palabra código.

Presentamos algunos ejemplos de códigos de longitud 7.
Consideremos el polinomio x7 − 1, sus divisores son:

p0(x) = 1,

p1(x) = x+ 1,

p2(x) = x3 + x2 + 1,

p3(x) = x3 + x+ 1,

p4(x) = x4 + x3 + x2 + 1 = (x+ 1)(x3 + x+ 1),

p5(x) = x4 + x2 + x+ 1 = (x+ 1)(x3 + x2 + 1),

p6(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x3 + x2 + 1)(x3 + x+ 1).
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Calculemos el rećıproco de estos polinomios:

p∗0(x) = 1,

p∗1(x) = x+ 1,

p∗2(x) = x3 + x+ 1,

p∗3(x) = x3 + x2 + 1,

p∗4(x) = x4 + x2 + x+ 1,

p∗5(x) = x4 + x3 + x2 + 1,

p∗6(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1.

De ellos notamos que los polinomios p0, p1, p6 son auto-rećıprocos. Utilizando estos poli-
nomios para generar códigos aditivos que cumplan las condiciones del Teorema 5.16, encon-
tramos que los códigos:

C1 = 〈ω + 1, x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C2 = 〈ω + (x4 + x3), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C3 = 〈ω + (x4 + x3 + 1), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C4 = 〈ω + (x4 + x2), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C5 = 〈ω + (x5 + x4 + x3 + x2), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C6 = 〈ω + (x5 + x2 + 1), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C7 = 〈ω + (x5 + x4 + x3 + x2 + 1), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉.

Son códigos aditivos complemento ćıclicos reversibles, además, analizando sus elementos ge-
neradores, se encontró que tienen distancias:

d(C1) = 1,

d(C2) = 3,

d(C3) = 3,

d(C4) = 3,

d(C5) = 3,

d(C6) = 3,

d(C7) = 3.

Sin embargo, nos interesan los códigos que tienen mayor distancia, pues ellos permiten iden-
tificar e incluso corregir errores, aśı que no se considerará al código C1.

Se llegó a la conclusión de que los códigos

C2 = 〈ω + (x4 + x3), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C3 = 〈ω + (x4 + x3 + 1), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C4 = 〈ω + (x4 + x2), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C5 = 〈ω + (x5 + x4 + x3 + x2), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C6 = 〈ω + (x5 + x2 + 1), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,
C7 = 〈ω + (x5 + x4 + x3 + x2 + 1), x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1〉,

26
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por el Teorema 5.12, tienen dimensión 2n − grad(p(x)) − grad(r(x)) = 2(7) − 0 − 6 = 8, y
por lo tanto, tienen tamaño M = 28 = 256. Con esto, se puede asegurar que estos códigos,
mejoran las codificaciones para los algoritmos de ADN, pues tienen distancia 3 y por lo tanto
son capaces de detectar hasta 2 errores, y corregir automáticamente 1 error, de acuerdo con
el Teorema 3.6. Las codificaciones que se han usado con esta distancia y longitud han sido
de a lo más 180 palabras (Vea [1],[2],[7], [9]), al tener la misma distancia, es mejor utilizar
códigos que tienen 256 palabras, pues evita tener hibridaciones no deseables entre las hebras
de ADN.

Para poder realizar los algoritmos para las aplicaciones de la computación del ADN que
se mencionaron en la sección 2 es necesario contar con una codificación del ADN que sea
útil y que dé como resultado el mı́nimo de enlaces indeseables posibles, esto se logra con
las condiciones que se presentan en este trabajo, por lo que se puede concluir que los códi-
gos de longitud 7 que presentamos mejoran las codificaciones que se hab́ıan utilizado con
anterioridad.

Conclusión

En este art́ıculo se presentaron condiciones para los códigos ćıclicos sobre GF (4) que
permiten dar una mejor codificación para los algoritmos de ADN, basándonos en el art́ıculo de
Abualrub [1], se describieron los elementos básicos que se deben considerar para crear códigos
que sean útiles para representar cadenas de ADN y finalmente se presentaron ejemplos de
códigos aditivos complemento ćıclicos reversibles de longitud 7 y tamaño 256 que son útiles
para la computación del ADN, puesto que cumplen con la Restricción de Hamming y la
Restricción del complemento reverso.
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