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Resumen

El objetivo principal de este art́ıculo es describir la estabilidad de sistemas lineales posi-
tivos mediante politopos invariantes en el espacio de estados, de forma que a cada sistema
estable le corresponde una familia de politopos invariantes. Además, para el caso del plano,
presentamos una manera de estabilizar sistemas lineales positivos mediante el diseño de con-
troles lineales.
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1. Introducción

Los sistemas positivos se caracterizan por la invariancia del ortante positivo Rn
+ en el

espacio de estados, y se usan para representar dinámicas en: economı́a, modelos comparti-
mentales, poblaciones, mezclas de sustancias qúımicas, ver los trabajos [6, 10, 13, 14, 18, 19].
El objetivo principal de este trabajo es abordar la estabilización asintótica global (GAS) de
sistemas positivos a través de la invariancia de conjuntos politópicos P , con 0 ∈ intP , defi-
nido como curvas de nivel de funciones lineales por partes V (x) = máx{vT1 x, ..., vTk x}, donde
vTi representa el vector transpuesto vi. A través de la invariancia de conjuntos convexos en el
espacio de estados, podemos describir el comportamiento de soluciones de sistemas lineales
positivos. Como V no es diferenciable, para cada solución x(t) de un sistema lineal, es posible
demostrar que la función compuesta V (x(t)) es decreciente para concluir que el origen x = 0
es asintóticamente estable, según el Teorema 2.7.20 en [4] y el Teorema 6.2 en [1].

La investigación de propiedades y soluciones para sistemas positivos es motivado por la
capacidad de representación y predicción que estos sistemas tienen en varias y distintas apli-
caciones. En [8, 15], se presentan las condiciones para la existencia de un politopo invariante
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y la estabilidad del sistema lineal positivo bajo perturbaciones espećıficas. En [2] se trabajó
la estabilización de sistemas lineales invariantes en el tiempo con criterios algebraicos. En
cambio, en este art́ıculo consideramos una función de Lyapunov lineal por partes, de modo
que obtenemos la invariancia positiva de los conjuntos de tipo śımplex S contenidos en el
ortante positivo, que involucra a la estabilidad asintótica de las soluciones del sistema po-
sitivo. Adicionalmente, dichos resultados diseñan controles estabilizadores que preservan la
positividad del sistema.

Las propiedades de las matrices de Metzler describen las caracteŕısticas de las soluciones
de sistemas lineales positivos autónomos. Considere el sistema lineal

ẋ = Ax, (1)

donde x ∈ Rn
+ y A ∈ Rn×n es una matriz Metzler, es decir, una matriz cuyas entradas fuera

de la diagonal son no negativas. En [11] se prueba que el caso lineal es un sistema positivo si
y sólo si la matriz A es Metzler. Es conocido que el punto de equilibrio x = 0 es globalmente
asintóticamente estable bajo (1) si y sólo si la matriz A es Hurwitz, esto es que todos sus
valores propios tienen parte real negativa (σ(A) ⊂ intC−). También, las propiedades de las
matrices Metzler permiten describir el comportamiento de las soluciones del sistema (1), en
particular mediante el teorema de Perron–Frobenius y la Proposición 1 de [19]. Mediante una
Proposición para sistemas lineales, establecemos condiciones suficientes para la invariancia
de una familia de politopos (n-octaedros y n-simplex) bajo el sistema lineal positivo (1). De
acuerdo con la Proposición 1 de [19], se prueba que A es también una matriz Hurwitz si
y solo si existe L ∈ Rn tal que L > 0 y LTA < 0, ver por ejemplo [3, 5, 19]. Dada una
matriz Metzler y Hurwitz A en (1), sea Lq la familia de vectores positivos que satisface la
desigualdad LT

q A < 0. Además, a cada matriz A ∈ Rn×n Metzler y Hurwitz le corresponde
un cono convexo abierto CA ⊂ intRn

+, cuya amplitud está relacionada con la robustez del
sistema lineal positivo definido por la matriz A.

Determinaremos dos tipos de politopos para describir la estabilidad, definimos los poli-
topos P y S; el politopo P ⊂ Rn, que es un n-octaedro (también conocido como politopo
cruzado) con centro en el origen y 2n vértices. En cambio, el politopo S es un n-śımplex con
el origen en uno de sus n + 1 vértices, tal que S = P ∩ Rn

+. Ambos politopos se definen con
un vector positivo Lq = −qTA−1 ∈ CA ⊂ intRn

+, donde q ∈ Rn es positivo y si A es matriz
Metzler y Hurwitz, entonces la matriz −A−1 es una matriz no-negativa, esto está demostrado
en el Teorema 6.5.3, página 206 en [16]. Para este caso de sistemas lineales positivos, inclui-
mos una demostración de la invariancia de una familia de politopos S expĺıcitamente dados,
según la Proposición 2.1 de [7].

Como se dijo anteriormente, con el fin de mostrar la robustez del sistema lineal (1) con
matriz A Metzler y Hurwitz, definimos un cono abierto n-dimensional CA, de manera que
cada elemento L ∈ CA genera politopos invariantes bajo el sistema lineal (1), de forma que
es posible establecer un v́ınculo entre las propiedades estables de tales politopos inavariantes
y las propiedades del intervalo de matrices Metzler estables definidas en [5].
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2. Preliminares y la formulación del problema

2.1. Notación

Se dice que una matriz A es positiva si todas sus entradas aij son positivas.
Para las matrices A = [aij] y B = [bij], con A 6= B, usamos la siguiente notación

A > B significa que aij > bij, para toda i, j.

A ≥ B significa que aij ≥ bij, para toda i, j.

AT es la transpuesta de la matriz A.

A−1 es la inversa de la matriz A.

R+ es el conjunto de números reales no negativos.

Rn
+ es llamado el ortante positivo de Rn, dado por {x ∈ Rn : x ≥ 0}.

Para un vector x ∈ Rn, |x| ∈ Rn representa un vector con componentes |xi|.

xTy denota el producto interior de los vectores x, y ∈ Rn.

2.2. Politopos

En la literatura se manejan básicamente dos maneras de representar politopos, una es
llamada H-representación, que consiste en una intersección acotada de un número finito de
semiespacios (desigualdades lineales) ver [20]. Otra manera de definir un politopo es mediante
el envolvente convexo de un conjunto finito de puntos, conocida como la V -representación
mediante vértices. Con el objetivo de estudiar la estabilidad del sistema lineal positivo, con-
sideramos también las siguientes representaciones del octaedro n-dimensional (ver [22]), con
el vector L = (l1, l2, . . . , ln)T que resulta de la Proposición 1, caso(1.3) de [19]. Es conoci-
da la equivalencia de tales representaciones, demostrada en [20]. En particular, el octaedro
n-dimensional o hiperoctaedro P con 2n vértices y 2n caras, podemos representarlo de las
siguientes formas

P = {x ∈ Rn | Lx ≤ ρ}, (2)

donde L ∈ Rk×n, con k = 2n y ρ = (1, 1, . . . , 1)T ∈ Rk, los renglones de la matriz L
representan los gradientes Li de los hiperplanos que definen las caras del hiperoctaedro. Otra
representación es de la forma de un envolvente convexo de los 2n vértices que se obtienen al

permutar el signo en los vectores de la base canónica

(
± 1

l1
e1,±

1

l2
e2, . . . ,±

1

ln
en

)
con li > 0,

para toda i = 1, . . . , n, lo escribimos como

P = conv

{
± 1

l1
e1,±

1

l2
e2, . . . ,±

1

ln
en

}
⊂ Rn, (3)
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con la base canónica {e1, e2, . . . , en}.
En [22] se muestra la siguiente representación para el hiperoctaedro

P = {x ∈ Rn | máx
i=1,...,k

{
LT
i x
}
≤ 1} con k = 2n,

donde Li es el gradiente de i-ésima cara del politopo.
También consideramos una forma equivalente a la H-representación

P = {x ∈ Rn |LT |x| ≤ 1}, (4)

donde L = (l1, . . . , ln)T es el gradiente la cara principal, es decir, de la cara en el ortante
positivo Rn

+ y |x| = (|x1|, |x2|, . . . , |xn|)T .
Igualmente, la equivalencia de estas últimas representaciones se muestra en [20]. En este

trabajo no hacemos distinción, de manera que pasaremos de una representación a otra según
convenga.

Consideremos el siguiente par de definiciones (ver definiciones 2 y 5 en [17]):

Definición 1. Una función politópica es una función positiva definida la cual es definida de
la forma

V (x) = máx
i=1,...,k

{vTi x}, (5)

donde los vectores v1, v2, . . . , vk ∈ Rm son diferentes de cero.

Definición 2. Una curva de nivel de una función positiva definida V : Rn → R es definida
por números reales c2 > c1 ≥ 0 como

V −1[c1, c2] = {x ∈ Rn : c1 ≤ V (x) ≤ c2}.

Entonces, para cada politopo convexo P ⊂ Rn, con 0 ∈ intP , existen vectores {v1, v2, . . . , vk} ∈
Rn, tal que, mediante la función politópica (5), podemos representar P como

P := {x ∈ Rn : V (x) ≤ 1}, (6)

donde V : Rn → R+ es una función convexa y positivamente homogénea, es decir, V (rx) =
rV (x) para cualquier número real r ≥ 0, para la representación (5)-(6) de un politopo ver el
Teorema 1.1 en [22] y p. 174 en [20]; en particular, ∂P de la definición (6) viene dado por la
curva de nivel {x ∈ Rn : V (x) = 1}. Supondremos que el conjunto P ⊂ Rn es compacto y
convexo con 0 ∈ intP .

De acuerdo a los resultados de invariancia que se presentan en [12], para el caso de los
politopos,

P = {x ∈ Rn |Gx ≤ b},

donde G ∈ Rm×n, b ∈ Rm. Consideramos la presentación del siguiente Lema que describe
como se puede justificar la invariancia en términos de los vértices del politopo.
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Lema 3. El politopo P es un conjunto invariante para el sistema continuo (1) si y solo si se
cumple la siguiente desigualdad

GiAvj ≤ 0, for i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, . . . , li,

donde Gi es el i-ésimo renglón de G y vj son los vértices del politopo P , para j = 1, 2, . . . , li,
donde li es la i-ésima cara del politopo.

Demostración. Según la demostración del Lema 3.5 en [12], para tener la nueva equivalencia
basta con considerar que cualquier punto x ∈ ∂P (tal que, Gix = bi) se puede escribir como
una suma convexa de vértices {v1, v2, . . . , vli} de la i-ésima cara que corresponde, de modo
que

x = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λlivli , where 0 ≤ λj ≤ 1, with
∑
j

λi = 1,

por lo tanto

GiAx =
∑
j

λjGiAvj ≤ 0,

ya que GiAvj ≤ 0 para j = 1, 2, . . . , li y para toda i = 1, . . . ,m. �

Observación 4. Según el Lema 3, si el politopo P = conv{v1, v2, . . . , vk} es invariante bajo el
sistema lineal (1), entonces el politopo cP = conv{cv1, cv2, . . . , cvk}, para cualquier cualquier
escalar c > 0, también es invariante bajo el sistema (1).

Ejemplo 5. Dado el sistema lineal inestable a lazo abierto(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
2 1
−1 0

)(
x1

x2

)
+

(
1
0

)
u

donde el polinomio caracteŕıstico de la matriz es (λ− 1)2. Con el control lineal u = k1x1+k2x2

y considerando el vector renglón k = (k1, k2), obtenemos el sistema de realimentación

A+ bk =

(
2 1
−1 0

)
+

(
1
0

)
(k1 k2) =

(
2 + k1 1 + k2

−1 0

)
.

Usando los vectores

w1 =

(
1
3
1
3

)
, w2 =

(
−1

1

)
, w3 =

(
−1

3

−1
3

)
, w4 =

(
1
−1

)
,

la función no negativa V (x) = máxi=1,...,k{wT
i x} es equivalente a

V (x1, x2) = máx

{
1

3
|x1 + x2|, |x1 − x2|

}
,

consideremos el cuadrilátero

P = {(x1, x2) ∈ R2 | V (x1, x2) ≤ 1},
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de manera similar

P = conv

{
v1 =

(
2
1

)
, v2 =

(
1
2

)
, v3 =

(
−2
−1

)
, v4 =

(
−1
−2

)}
.

Con el fin de obtener la invariancia de P bajo el sistema de realimentación, es suficiente que

G1 (A+ bk) vj ≤ 0 para j = 1, 2

G2 (A+ bk) vj ≤ 0 para j = 2, 3

G3 (A+ bk) vj ≤ 0 para j = 3, 4 (7)

G4 (A+ bk) vj ≤ 0 para j = 4, 1

donde

G =


G1

G2

G3

G4

 =


1 1
−1 1
−1 −1

1 −1

 ,

por simetŕıa del politopo P , es suficiente que

G1 (A+ bk) vj ≤ 0 para j = 1, 2

G2 (A+ bk) vj ≤ 0 para j = 2, 3

entonces, con los valores k2 = −2 − 1
2
k1 y k1 < −2 las cuatro desigualdades anteriores se

satisfacen. El cuadrilátero P es invariante bajo el sistema lineal (1), con

A+bk =

(
2 + k1 −1− 1

2
k1

−1 0

)
con det(A+bk) = −(1+

1

2
k1) > 0 y tr(A+bk) = k1 +2 < 0.

Las desigualdades (7) implican que la función V (x(t)) es decreciente bajo la soluciones x(t)
del sistema de realimentación.

3. Resultados principales

Para abordar el problema de estabilización de un sistema lineal positivo, consideramos
una función de Lyapunov con peso LT , dada por

V (x) =
n∑

i=1

li |xi| = LT |x| , (8)

tal que V (x) es decreciente, para concluir que el origen x = 0 es un equilibrio globalmente
asintóticamente estable para el sistema lineal positivo.

Considerando el politopo como el conjunto convexo y cerrado dado por (4), para probar
la estabilidad con la función V (x) dada por (8), haremos uso del siguiente Teorema donde
identificamos X como Rn y a M con el equilibrio x = 0.
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Teorema 6. (Ver Teorema 2.7.20 in [4])
Un conjunto compacto M ⊂ X es asintóticamente globalmente estable si y solo si existe una
función uniformemente continua y no acotada V (x) definida en X tal que

i) V (x) = 0 si x ∈M y V (x) > 0 si x /∈M .

ii) V (x(t, x0)) < V (x0) para x0 /∈M y t > 0.

En (1.3) de la Proposición 1 de [19], para la familia de matrices Metzler A, se demuestra
que la equivalencia entre ser A matriz Hurwitz y la existencia de un vector positivo L > 0
tal que LTA < 0. En el siguiente Lema mostramos la familia de vectores positivos L > 0.

Lema 7. Sea A una matriz Metzler y Hurwitz, tal que el vector LT := −qTA−1, para cualquier
vector positivo q, entonces LTA < 0.

Demostración. Según el Teorema 3 de la sección 6.5 de [16], la matriz −A−1 es no-negativa
si y solo si A es la matriz Hurwitz, tal que

LTA = −qTA−1A = −qT < 0.

�

Teorema 8. Si A es una matriz Metzler y Hurwitz, entonces el politopo convexo P dado por
(4) es invariante con respecto al sistema lineal (1).

Demostración. Primero se prueba que la función V (x(t)) = LT |x(t)| es decreciente. Sea
x ∈ Rn, tal que la vecindad Nx para x no contenga puntos en los ejes, de modo que las
entradas xi del vector x no cambian de signo. Sea LT := −qTA−1, para q cualquier vector
positivo, tal que al derivar la función

V (x) = LT |x|
= l1s1x1 + l2s2x2 + · · ·+ lnsnxn,

donde si = sign(xi), i = 1, . . . , n, con la función signo

sgn(xi) =
d |xi|
dxi

=

{
1 si xi > 0
−1 si xi < 0

,

7



Leyva Castellanos, H. et al. Estabilidad SLP por Politopos Invavirantes

obtenemos

V̇ = (l1s1, . . . , lnsn)

 ẋ1
...
ẋn

 = (l1s1, ..., lnsn)

 −a11 · · · a1n
...

. . .

an1 −ann


 x1

...
xn


= x1 (−l1a11s1 + l2a21s2 + · · ·+ lnan1sn) + · · ·

+xn (l1a1ns1 + l2a2ns2 + · · ·+ ln−1an−1nsn−1 − lnannsn)

= |x1|
(
−l1a11 + l2a21

s2

s1

+ · · ·+ lnan1
sn
s1

)
+ · · ·

+ |xn|
(
lna1n

s1

sn
+ l2a2n

s2

sn
+ · · ·+ ln−1an−1n

sn−1

sn
− lnann

)
= |x1|

(
−l1a11 +

∑
i 6=1

liai1
si
s1

)
+ · · ·+ |xn|

(
−lnann +

∑
i 6=n

liain
si
sn

)

como
si
sj
≤ 1, entonces

|xj|
∑
i 6=j

liaij
si
sj
≤ |xj|

∑
i 6=j

liaij para j = 1, 2, . . . , n,

de aqúı tenemos que

xj(−ljajjsj +
∑
i 6=j

liaijsi) = |xj| (−ljajj +
∑
i 6=j

liaij
sj
si

)

≤ |xj| (−ljajj +
∑
i 6=j

liaij) = |xj|LTAj

donde Aj es the j−ésima columna de la matriz A. Por lo tanto

V̇ = (l1s1, . . . , lnsn)Ax

≤ LTA |x|
= −qTA−1A |x|
= −qT |x| < 0 ∀ x ∈ Rn\E,

donde

E =

{
x ∈ Rn |

n∏
i=1

xi = 0

}
.

Ahora, consideremos el caso x0 ∈ E, con la solución correspondiente ϕ(t, x0) del sistema
lineal (1). Sean p1, p2 ∈ Rn\E tal que el segmento lineal p1p2 que intersecta al conjunto E
en x0, se sabe que el conjunto eAtp1p2 es un segmento lineal para cada t > 0, aśı que V̇ (p1) < 0
y tV (p2) < 0, por lo que la función V (x(t)) es decreciente en x0 : V (ϕ(t, x0)) < V (x0) para
t > 0. Concluimos que V (x(t)) es decreciente en Rn. De acuerdo al Teorema 2.7.20 de [4], el
politopo convexo P es invariante con respecto al sistema lineal ẋ = Ax, por lo que el origen
x = 0 es asintóticamente estable. �
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Resumiendo, para cada matriz Metzler y Hurwitz A existe una correspondiente familia
de politopos P que son invariantes con respecto al sistema lineal (1).

Ejemplo 9. Este ejemplo está tomado de [8]. Dada la matriz A Metzler y Hurwitz y el vector
positivo L:

A =

 −3 1 2
1 −6 1
1 4 −4

 y LT = (5q1 + 10q2 + 20, 10q1 + 13q2 + 12, 5q1 + 17q2 + 13),

cada par de valores (q1, q2) definen un politopo P invariante con respecto al sistema lineal
ẋ = Ax.

3.1. El cono de una matriz Metzler

Dada una matriz A ∈ Rn×n Metzler y Hurwitz, definimos el cono convexo CA ⊂ Rn
+ como

CA :=
{
L ∈ Rn

+ : LTA < 0
}
,

por los Teoremas para matrices Metzler y Hurwitz dados en [15], tenemos que CA no es un
conjunto vaćıo bajo las condiciones dadas en dichos Teoremas. Mediante el Lema 7 represen-
tamos a cualquier elemento del cono CA con el vector L.

Lema 10. El cono CA contiene n vectores linealmente independentes.

Demostración. Por (1.3) de la Proposición 1 de [19], existe un vector l = (l1, l2, ..., ln) > 0,
tal que lA < 0.

Mostraremos que los vectores C1, C2, ..., Cn ∈ CA, definidos como Ci = l+ εeTi , con ε > 0
y {ei}ni=1 como la base canónica de Rn, son linealmente independientes.

Es suficiente demostrar que

det

 C1
...
Cn

 = det


l1 + ε l2 · · · ln
l1 l2 + ε l3
...

. . .

l1 ln + ε


= εn + εn−1 (l1 + l2 + · · ·+ ln) > 0.

�

El siguiente Teorema establece una relación entre los conos de un intervalo de matrices
Metzler. Según la definición 12.2 de intervalo de matrices, de la página 529 de [5], denotado
por [A,B] tal que B − A ≥ 0, considere el siguiente intervalo de matrices:

A :=
{
A = [aij] ∈ Rn×n : a−ij ≤ aij ≤ a+

ij, para toda i, j
}
,

donde a∓ij son entradas de A∓.

9
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Teorema 11. Si A ∈ A, entonces CA+ ⊂ CA ⊂ CA−.

Demostración. Para el caso A ≤ A+ demostraremos que si L ∈ CA+, entonces L ∈ CA.
Sea B ≥ 0 la matriz tal que

A+B = A+,

y sea LT ∈ CA+ ⊂ R2
+, entonces

LT (A+B) = LTA+ LTB < 0.

Como LTB > 0, se sigue que LTA < 0. Esto es LT ∈ CA. Conclúımos que CA+ ⊂ CA. El
caso A− ≤ A es similar, por lo tanto

CA+ ⊂ CA ⊂ CA− .

�

El resultado muestra que si la robustez paramétrica (con respecto a las variaciones de
las entradas de la matriz) de la estabilidad del sistema ẋ = A+x es grande, la robustez del
sistema ẋ = Ax también es grande.

Considere el sistema
ẋ = Ax+ bū, (9)

donde x ∈ Rn
+, b ∈ Rm

+ , con ū > 0. Sea A ∈ Rn×n matriz Metzler y Hurwitz, tenemos un
equilibrio positivo x̄ dado por:

x̄ = −A−1bū > 0.

Para un punto x̄ ∈ Rn, definimos el conjunto de (adición de Minkowski) como

x̄+ P := {x̄+ x | x ∈ P}. (10)

La siguiente Proposición es una consecuencia inmediata del Teorema 8.

Proposición 12. Si A es una matriz Metzler y Hurwitz, entonces el politopo convexo x̄+P
dado por (10) es invariante con respecto al sistema (9).

Demostración. Sea y(t) = x(t)− x̄, entonces el sistema (9) y ẏ = Ay son equivalentes. Por
lo tanto, el Teorema 8 implica que x(t) ∈ x̄+ P para toda t ≥ 0. �

Ejemplo 13. Consideremos el sistema (9) con(
ẋ1

ẋ2

)
=

(
−4 3

3 −4

)(
x1

x2

)
+

(
1
1

)
ū. (11)

con ū ≥ 0 constante, tal que esto genera el equilibrio positivo x̄:

x̄ = −A−1bū =

(
ū
ū

)
.

10
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Para cualquier escalar m > 0, consideremos el vector positivo qT = (m, 1), para definir el
vector LT :

LT = −qTA−1 =
(

4
7
m+ 3

7
3
7
m+ 4

7

)
, (12)

aśı que considerando también la función no negativa

LT |x| =
(

4

7
m+

3

7

)
|x1|+

(
3

7
m+

4

7

)
|x2| ,

definimos los cuadriláteros invariantes

Pm = {x ∈ R2 : LT |x| ≤ c, c > 0}.

De acuerdo con la Proposición 12, tenemos que el politopo x̄+Pm es positivamente invariante
bajo el sistema (11).

Observación 14. Si establecemos el valor ū > 0, con k > m, entonces Pk ⊂ Pm, de modo
que ĺımm→∞ Pm = {0} .

En particular, para el valor ū = 2, con m ≥ 1
8
, tenemos que x̄ + Pm ⊂ R2

+, ver la figura
1.

Ejemplo 15. Consideremos un sistema lineal que pueda representar los subsistemas para la
concentración de insulina plasmática descritos en [18, 21],

ẋ = Ax+ bū, (13)

donde las variables de estado x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) representan la concentración de
insulina en los principales órganos del cuerpo humano (cerebro, corazón, pulmones, h́ıgado,
estómago, riñones y piel). El sistema de control propuesto en [15] considera el valor ū =
23.349 y el vector no negativo b = (0, 0, 0, 0, 0, 1.418, 0), con el equilibrio correspondiente
x̄ = −A−1bū;

x̄ =

(
21379

1000
,

21379

1000
,

21379

1000
,

12789

1000
,

16439

1000
,

4019

125
,

14483

1000

)
.

Sea qT = (q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7) cualquier vector positivo, para definir el vector LT = −qTA−1,
el cual nos permite definir la función no negativa

LT |x| = q1 |x1|+ q2 |x2|+ · · ·+ q7 |x7| ,

y definimos el politopo convexo

H = {x ∈ R7 : LT |x| ≤ 1},

con una traslación obtenemos el politovo x̄+H, el cual podemos representar también como

x̄+H = {x ∈ R7 : LT |x− x̄| ≤ 1}.

Podemos ver que si qi ≥ 1, i = 1, 2, . . . , 7, entonces sucede que x̄+H ⊂ R7
+.

De acuerdo con la Proposición 12, tenemos que el politopo x̄+H es positivamente inva-
riante con respecto al sistema (13).

11
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Figura 1: Para
(

4
7
m+ 3

7

)
|x1 − 2| +

(
3
7
m+ 4

7

)
|x2 − 2| = 1, el rombo en ĺınea dorada es para

m = 1
8

y el rombo más pequeño y el más grande son para m = 3 y m = 0 respectivamente.

Proposición 16. Si A es una matriz Metzler y Hurwitz, entonces el politopo convexo S es
invariante con respecto al sistema lineal (1).

Demostración. Podemos ver esta Proposición como un corolario de la Proposición 8, para
el caso |x| = x, ya que V : Rn

+ → R+. �

Una forma de probar la invariancia del n-Simplex S = P ∩Rn
+ es mediante la Proposición

2.1 de [7] para el sistema lineal (1), para cualquier matriz A ∈ Rr×r, también para esto se
puede consultar el Teorema 1.1 en [22] y p. 174 en [20].

Proposición 17. (Ver la Proposición 2.1 en [7]) Cualquier politopo convexo no vaćıo P ⊂ Rn

es un conjunto positivamente invariante del sistema (1) si y solo si existe una matriz Metzler
N ∈ Rr×r, tal que:

QA−NQ = 0 (14)

Nω ≤ 0. (15)

donde
P = {x ∈ Rn|Qx ≤ ω}.

12
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La siguiente proposición se refiere a la invariancia de la familia de n-Simplex S.

Proposición 18. Si A es una matriz Metzler y Hurwitz y L ∈ Rn, L > 0 un vector que
satisface LTA < 0, entonces el politopo convexo S es invariante con respecto al sistema lineal
(1), donde S está definido por n + 1 desigualdades lineales (una H-representación de un
politopo)

S = {x ∈ Rn
+ : Qx ≤ ω}.

Demostración. Consideremos la matriz Metzler M ∈ R(n+1)×(n+1), dada por

M =

(
A 0n×1

−LTA 0

)
,

y representemos el politopo S como

S = {x ∈ Rn | Qx ≤ ω},

con

Q =


−eT1

...
−eTn
LT

 =

 −I
LT

 , ω =


0
...
0
1

 ,

donde ei ∈ Rn es el i-ésimo vector canónico. Entonces

Mω =

(
A 0n×1

−LTA 0

)
0
...
0
1

 =


0
...
0
0

 ,

esto satisface (15) de la Proposición 17. Además

QA =

 −A

LTA

 y MQ =

(
A 0n×1

−LTA 0

) −I
LT

 =

 −A

LTA

 ,

entonces
QA−MQ = 0

y esto satisface (14) de la Proposición 17. �

En nuestro caso particular, asumimos que A ∈ Rn×n es una matriz Metzler y Hurwitz, y
definimos el vector positivo LT := −qTA−1 ∈ Rn

+, para cualquier vector q > 0, además

S = {x ∈ Rn
+ : Qx ≤ ω},

13
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con matriz Q ∈ R(n+1)×n y vector ω dado por

Q =

(
In
LT

)
y ω =


0
...
0
1

 ,

y la invariancia de S con respecto a (1) con A matriz Metzler está demostrada por la matriz
M ∈ R(n+1)×(n+1) dada por

M =

(
A 0n×1

−q 0

)
,

donde M es parametrizada por el vector positivo q.
De acuerdo con la Proposición 1 de [19], podemos observar la siguiente generalización.

Observación 19. Si el sistema lineal (1) es positivo, sea D la matriz tal que detDA 6= 0.
Sea además el vector LT = −qT (DA)−1, con cualquier vector q > 0. Entonces, considerando
el sistema lineal

ẋ = DAx,

tenemos la equivalencia
LT < 0 ⇔ DA es Hurwitz.

Esta doble implicación es inmediata por el Teorema 2.7.20 en [4], por la invariancia del
politopo P y por el Teorema 3 de la sección 6.5 de [16].

Para una aplicación de la Observación anterior véase [9].

Ejemplo 20. Lo siguiente es un ejemplo para la Observación 19.

A =

(
−4 3

3 −4

)
, D =

(
3 2
2 3

)
⇒ DA =

(
−6 1

1 −6

)
,

aśı que el vector LT = −qT (DA)−1 < 0, con cualquier vector q > 0, y ya que −(DA)−1 =

−
(
−6 1
1 −6

)−1

= 1
35

(
6 1
1 6

)
, entonces para el sistema ẋ = DAx+bū, con b = (b1, b2)T >

0 y ū > 0, tenemos el equilibrio x̄:

x̄ = −(DA)−1bū =
ū

35

(
6b1 + b2

b1 + 6b2

)
,

aśı que, si bū > 0, entonces x̄ > 0.
De acuerdo con el Lema 7, dada una matriz Metzler y Hurwitz A ∈ Rn×n, consideramos

LT = −qTA−1,

donde el vector positivo q es arbitrario, y definimos la familia de politopos

U := {x ∈ Rn
+ : LT x̄1 ≤ LTx ≤ LT x̄2},

14
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donde x̄1 ≤ x̄ ≤ x̄2, tal que la frontera ∂U de U es formada por los n + 2 segmentos de
hiperplano de dimensión n − 1; luego los n segmentos pertenecen a la frontera ∂Rn

+ y dos
segmentos de hiperplanos r1 y r2 pueden ser representados por

ri = {x ∈ Rn
+ : LT (x− x̄i) = 0}, i = 1, 2.

Proposición 21. El politopo U es invariante con respecto al sistema lineal (9).

Demostración. Debido a que es un sistema positivo, es suficiente demostrar que

LT ẋ > 0 para x ∈ r1

y
LT ẋ < 0 para x ∈ r2.

donde

LT ẋ = LT (Ax+ bū) = −qTA−1(Ax+ bū) = −qTx+ qT x̄ = −qT (x− x̄).

Con cualquier vector positivo q tal que qT (x− x̄) = 0, se cumplen las siguientes desigualdades

qT (x− x̄1) > 0 > qT (x− x̄2),

tal que para x ∈ r1, tenemos
LT ẋ = −qT (x− x̄) > 0,

y para x ∈ r2 tenemos
LT ẋ = −qT (x− x̄) < 0.

�

Por ejemplo, consideremos el sistema (11) con (12), tal que genera el equilibrio positivo
x̄ = −A−1bū = (ū, ū)T , entonces para constantes ū = 1, 2, 3, los equilibrios x̄1 = (1, 1)T ,
x̄2 = (2, 2)T , x̄3 = (3, 3)T son generados.

Para cualquier escalar m > 0, considere el vector positivo qT = (m, 1), para definir el
vector LT :

LT = −qTA−1 =
(

4
7
m+ 3

7
3
7
m+ 4

7

)
,

tal que podemos definir el cuadrilátero

U := {x ∈ R2
+ : m+ 1 ≤ x1

(
4

7
m+

3

7

)
+ x2

(
3

7
m+

4

7

)
≤ 3m+ 3}.

Concluimos que para el valor ū = 2 y cualquier valor m > 0, el cuadrilátero U es invariante
con respecto al sistema lineal (11).

15
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3.2. Diseño de una función de retroalimentación lineal para la es-
tabilización de un sistema lineal positivo

Consideremos un sistema lineal positivo con entrada escalar positiva u, dado por

ẋ = Ax+ bu, (16)

de modo que, nos acercamos al siguiente problema de diseño:
Dado un sistema lineal positivo del tipo (16) inestable a lazo abierto, proponemos encon-

trar los vectores LT > 0 y K para que tengamos la desigualdad

LT (A+ bK)x < 0 para toda x ∈ Rn
+\{0}. (17)

Para cualquier vector positivo q > 0, definimos el vector LT = −qTA−1, y establecemos
el objetivo de diseñar el vector K para que satisfaga (17).

Ejemplo 22. Considérese (16) definido por

A =

(
a1 a2

a3 −a4

)
, b =

(
1
0

)
,

con constantes positivas ai, i = 1, 2, 3, 4. Vemos que la matriz A es una matriz Metzler pero
no una matriz Hurwitz. Ahora, considerando |A| = −(a1a4 + a2a3) < 0 y encontrando un
vector renglón K = (k1, k2), tal que la matriz

A+ bK =

(
a1 + k1 a2 + k2

a3 −a4

)
,

es Metzler y satisface la desigualdad (17). Con

A−1 = − 1

|A|

(
a4 a2

a3 −a1

)
,

tal que

I + A−1bK =

(
1 0
0 1

)
− 1

|A|

(
a4 a2

a3 −a1

)(
1
0

)
(k1, k2)

=

(
1
|A| (|A| − a4k1) − 1

|A|a4k2

− 1
|A|a3k1

1
|A| (|A| − a3k2)

)
,

y

LT (A+ bK) = −qT (I + A−1bK) = −(q1, q2)

(
1
|A|(|A| − a4k1) − 1

|A|a4k2

− 1
|A|a3k1

1
|A|(|A| − a3k2)

)

=

(
1

|A|
(a3k1q2 − |A|q1 + a4k1q1),

1

|A|
(a3k2q2 − |A|q2 + a4k2q1)

)
,

con k1 = −2a1 y k2 = 0,

LT (A+ bK) =

(
1

|A|
(a3(−2a1)q1 − |A|q1 + a4(−2a1)q1),

1

|A|
(−|A|q2)

)
=

(
− 1

|A|
(|A|q1 + 2a1a3q2 + 2a1a4q1) , −q2

)
< 0.
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4. Conclusiones

Hemos presentado resultados que permiten describir la geometŕıa de la estabilidad para
una familia de sistemas lineales positivos. Se describe también la estabilidad de sistemas po-
sitivos bajo la invariancia de una familia de n-octaedros y n-Simplex. Tal familia de politopos
se define como conjunto de nivel de funciones lineales por partes. Para el caso general, el Le-
ma 3 establece condiciones necesarias y suficientes sobre los vértices para tener la invariancia
de un politopo, de manera que puedan servir para diseñar un estabilizador lineal, damos un
ejemplo en el plano para mostrar el estabilizador diseñado.

Para el caso de sistemas lineales positivos, donde la matriz A es Metzler y Hurwitz, se
define un cono convexo CA, cuyos elementos vectores L configuran hiperoctaedros P que son
positivamente invariantes con respecto al sistema lineal (1). Con el Teorema 11 mostramos
el v́ınculo entre el tamaño del cono CA y la robustez del sistema lineal (1). También para
sistemas positivos, mediante la Proposición 16 mostramos la invariancia de una familia de
conjuntos n-Simplex S, delimitada por los ejes y el hiperplano definido por los vectores
L ∈ CA. Damos ejemplos en el plano para mostrar los politopos invariantes y la estabilización
de un sistema.

Para los sistemas no lineales autónomos ẋ = f(x), con campo vectorial f(x) de clase C1,
hay resultados parciales sobre condiciones suficientes para la existencia, unicidad y estabilidad
de los equilibrios positivos. En general, los resultados recientes consideran casos especiales
de f(x).

17



Vol. 7 / No. 1 / Mayo 2023, pp. 1-19
SahuarUS

Referencias
[1] A. Bacciotti and L. Rosier, Liapunov functions and stability in control theory. Springer

Science & Business Media, 2005.

[2] Z. Bartosiewicz, “Stability and stabilization of linear positive systems on time scales,”
Positivity, vol. 24, no. 5, pp. 1361–1372, 2020. DOI: 10.1007/s11117-020-00735-z

[3] A. Berman and R. J. Plemmons, Nonnegative matrices in the mathematical sciences.
SIAM, 1994.
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