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Resumen

Dado un entero positivo N fijo, se considera el esquema de Hilbert de N puntos sobre
el plano complejo, denotado por HY(C?). Una particién X\ de N define un abierto Uy en
HN(C?). El propdsito principal de este articulo es presentar una algoritmo para, dado un
ideal 0-dimensional I C Clx,y]|, encontrar todas las particiones X\ de N tales que I € Uy.
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1. Introduccidon

Uno de los objetos matematicos interesantes e importantes actualmente son los esquemas
de Hilbert. En un contexto general, fueron introducidos por Alexander Grothendieck en los
Eléments de géométrie algébrique, o EGA; el cual, es un tratado de 8 partes sobre Geometria
Algebraica publicado entre 1960 y 1967. Los esquemas de Hilbert mas estudiados son los
llamados esquemas de Hilbert de puntos. Particularmente, existe mucha bibliografia con
respecto a los esquemas de Hilbert de N puntos sobre el plano complejo. En este escrito, lo
denotaremos por HY(C?) para cualquier entero positivo N.

A groso modo, para N € Z fijo, el esquema de Hilbert HY(C?) parametriza ideales
I C CJz,y] cuyo conjunto de soluciones son N puntos (posiblemente iguales). En otras
palabras, como conjunto, HY(C?) consiste de ideales cuya variedad asociada consta de a
lo mds N puntos en el plano complejo. Con més estructura, se sabe que HY(C?) es una
variedad algebraica conexa, suave, irreducible y de dimensién 2N [5], [9]. Otra propiedad de
este esquema, y la cual es mi interés en este escrito, es que posee una cubierta por abiertos
afines Uy, es decir, conjuntos abiertos pero con la estructura de variedad afin [13, [10]. Estos
conjuntos abiertos Uy son parametrizados por particiones A de N, lo que hace posible poder
trabajar en el esquema de manera combinatoria y no solo algebraica o geométricamente [13].

Una de las motivaciones de este trabajo es determinar en qué abiertos Uy del esquema de
Hilbert pertenece un ideal I € HY(C?) fijo; mas atin, determinar aquellos ideales que tienen
la misma funcién Hilbert. Conocer esto proporciona una estratificacion de nuestro esquema
y esta puede ser usada para estudiar otro tipo de objetos [2} 6] 12].
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Una primera forma de determinar dicha pertenencia es por medio de los ideales iniciales
con respecto a un orden monomial, los cuales son ideales monomiales. Sin embargo, no todos
los ideales monomiales provienen de un orden monomial; como veremos en el Ejemplo (21)).
El algoritmo de pertenecia que presentamos nos ayuda a determinar todos los abiertos sin el
uso de érdenes monomiales.

En general, cuando se trabaja con mas variables y sin érdenes monomiales, los ideales
monomiales asociados a un ideal fijo son llamados “border ideals” los cuales son un problema
interesante por si mismos. Sus aplicaciones pueden ser usadas en problemas de programacion
lineal, teoria de c6digos, ete [11].

La estructura del escrito es la siguiente. En la Subseccién [2.1] introduciremos brevemente
una definicion del esquema de Hilbert de puntos sobre el plano complejo. En la Subseccion
daremos definiciones bésicas y generales para dar la correspodencia entre los ideales y
sus ideales iniciales con respecto a un orden monomial fijo. En la Subseccién daremos el
concepto de particién y su relacién con un ideal monomial. Ademas, definiremos los abiertos
que cubren al esquema de Hilbert. Finalmente, en la Seccion |3| presentaremos el algoritmo
de pertenencia, demostraremos su efectividad y daremos un par de ejemplos implementado
en el software Macaulay2 [7]. Este algortimo puede ser modificado e implementado en otros
softwares matematicos como Singular [g].

2. Preliminares

Los conceptos y resultados presentados en esta seccion son de manera general, salvo
cuando hablemos del esquema de Hilbert y particiones. Las demostraciones y detalles pueden
ser revisadas principalmente en [3, [14] [13].

2.1. Esquema de Hilbert de puntos

Consideremos el anillo de polinomios con coeficientes complejos Clzy, ..., x,,]. Recorde-
mos que un ideal I es un subcojunto de C[zy, ..., x,,] el cual, es un grupo aditivo y satisface
que [ -Clzy,...,z,) C 1.

Uno puede verificar que, para cualquier conjunto finito de polinomios no ceros, fi,..., f; €
Clx1, ..., Tm], €l conjunto

!
(fi,..., iy = {th‘fi | hi € C[%,---,ﬂ?m]}

i=1

es un ideal, y es llamado ideal generado por f1, ..., f;. Si un ideal es generado por monomios,
decimos que es un ideal monomial. En general, el teorema de las bases de Hilbert [3, Teorema
4, §2.5] garantiza que, todo ideal I C Clzy, ..., z,,] es finitamente generado, es decir, existen
polinomios f1,..., fi € Clxq,...,x,,] tales que I = (f1,..., fi).

A cada ideal I C C[zy,...,x,] se le puede asociar un objeto geométrico V' (I) llamado
variedad afin asociada a I, variedad afin o simplemente variedad. Este conjunto estd definido
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como V(I):={(ay,...,an) € C"| f(ay,...,an) =0V f € I'}. Aunque la correspondencia no
es unica, a partir del ideal podemos obtener informacion de la variedad. Por lo que es natural,
buscar caracterizar ideales con propiedades especificas. Por ejemplo, algunos invariantes de
la variedad, obtenidas del ideal, pueden ser dados a traves de la siguiente funcién.

Definicién 1. Sea I C Clzy,..., x| un ideal. La funcion de Hilbert de I, denotada por

> £ N N : C serdbm|<s
HFy, es la funcion sobre los enteros no negativos definida por s — dimg %, donde
Clzy, ..., xm)<s es el espacio vectorial que consta de todos los polinomios de grado a lo mds

s, e I<s es el subespacio vectorial de Clxy, ..., xm|<s con polinomios en I.

Se puede demostrar que para un s € Zx( suficientemente grande, la funcién de Hilbert es
un polinomio con coeficientes enteros, el cual denotaremos por H P;(t) y es llamado polinomio
de Hilbert (ver [3, Proposicién 3, §9.3]).

Supongamos que HP(t) = cgt? + cq_1t* ' + ... 4+ ¢o € Z[t]. Definimos la dimensién de
la variedad V(1) como el grado del polinomio de Hilbert, es decir, dim V' (/) = d. En este
texto, diremos que un ideal I es d-dimensional, haciendo referencia a la dimensién de V' (I).
Definimos el grado de V' (/) como el niimero . Andlogamente, diremos “grado de I”en lugar
de grado de la variedad.

Observemos que, un ideal es 0-dimensional si su polinomio de Hilbert es un polinomio
constante. Por tanto, si fijando este polinomio constante, se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2. Para N € Z-q fijo. El esquema de Hilbert de N puntos sobre C* se define
como

HY(C?) := {I C Clxy,,] ideal | HP;(t) = N}.

La estructura de variedad se puede adquirir a través de un encaje de Pliicker, el cual
no discutiremos aqui pues se requiere mas teoria de geometria algebraica, y para los fines
del articulo no se es necesario, sin embargo, para ver méas detalles sobre la estructura y sus
propiedades se puede revisar [13, Cap. 18].

2.2. Bases de Grobner

Definicion 3. Un orden monomial es una relacion > sobre ZZ, que satisface tres propiedades:

= > es total, es decir, cualquiera dos elementos son comparables.
» Para o, 8, v € Z%,. Si = 3, entonces a+y = B+ 1.

= > es un buen orden, es decir, cualquier subconjunto de ZZ, tiene un elemento minimo.

Veamos algunos ejemplos. Sean a = (a1,...,am), B = (B1,...,8m) € ZZ; y un vector
w € RY,.

Ejemplo 4. Orden graduado inverso lexicografico; > cGrevres- Decimos que & >=Grevres B St
la| == >0 ap > |6 =" Bis o |lal = 18| y la primera entrada de la derecha no cero de
a — [ es negativa.

En concreto: (3,1) =Grevrex (2,2). Pues [(3,1)] =4 = [(2,2)] y en la diferencia (3,1) —
(2,2) = (1,—1) la ultima entrada no cero es negativa.
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Observaciones 5. Un orden monomial que compara los grados totales, es decir, |a| > |f],
como en el ejemplo anterior, son llamados ordenes monomiales graduados.

Ejemplo 6. Orden por vector de peso w; =,,. Sea = un orden monomial cualquiera, decimos
que v =, B siw-a>w-fow-a=w- 0 ya B, donde - es el producto punto usual.

Por ejemplo: Si w = (0,2), entonces (2,2) =, (3,1) para cualquier orden monomial >.
Como primero comparamos con el producto punto entonces, (0,2)-(2,2) =4 > 2 =(0,2)-(3,1)
sin importar en orden monomial > .

Se puede verificar que el orden >greyres €8 Un orden monomial mientras que el orden por
vector de peso solo es un orden parcial. Sin embargo, siempre es posible elegir un vector de
peso w en el cual >, sea orden monomial [14].

Dado que existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de monomios moénicos

y los puntos en ZZ,, es decir, un monomio z® := z{*---z%" € Clxy,...,z,] corresponde
al punto @ = (aq,..., ) € ZZ, y viceversa; el orden monomial de ZZ; induce un orden
monomial entre los monomios ménicos de Clxy, ..., z,,] de la siguiente forma: para cualquier

orden monomial >, decimos 2% > z” si, y s6lo si @ = 3 donde 2%, z” son monomios ménicos
en Clxy, ..., o).

Una vez fijando un orden monomial, como el orden es total, uno puede comparar los
monomios de un polinomio.

Definicién 7. Sean f =Y a,x® € Clxy, ..., T, un polinomio no cero y = un orden mono-
mial fijo.

= El soporte de f es el conjunto Supp(f) = {a € ZZ; : a, # 0}.

» El multigrado de [ es definido por multideg(f) := max{a : « € Supp(f)} (el mdzimo
con respecto al orden > ).

» Kl término inicial de f es el monomio dado por el coeficiente inicial Gmuitideg(r) Y €l

U multide : . . multide
monomaio inicial x 95 es decir, iny (f) = Amultideg(f)T 9(f),

» Si I C Clzy,...,z] es ideal no cero, el ideal inicial de I es el conjunto in, (I) :=

(in.(f): f€1).

Observaciones 8. Cuando el orden es monomial, el ideal inicial es monomial. Sin embargo,
st consideramos ordenes parciales, como el orden por vector de peso, el término inicial de un
polinomio podrd no ser monomio, en consecuencia, su “ideal inicial’no necesariamente es
monomial, aunque si puede ser definido.

Ejemplo 9. Sea f(x1,72) = 4xiwy — 1523 — x1209 + 71 € Clzy, 7). Como el soporte de
f es el conjunto {(2,1),(0,3),(1,1),(1,0)}, usando el orden monomial >Grevrex tenemos
(2,1) =Grevrer (0,3) =crevrer (1,1) =Grevrer (1,0), entonces ing p,.,.. (f) = 4a3xy. Asi, su
ideal inicial in.-((f)) = (ins gy, ().
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En el ejemplo anterior, el ideal inicial es el ideal monomial generado por el término
inicial. Sin embargo, puede ocurrir que los generadores del ideal inicial se puedan obtener
por cancelaciones de términos mayores, es decir, el conjunto de generadores del ideal I podria
no ser suficiente para que sus términos iniciales generen al ideal inicial, como podemos ver el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 10. Sea I = (23 — 22129, 2319 — 223 4+ x1) C Clz1, 2] un ideal. Usando el orden
monomial =GrepLex tenemos: ing oy, (3 —2x129) = 23 yine o, (0300 —205+21) = 2325,
Por otro lado, dado que I es ideal, —xo(x3 — 2x129) + w1 (2229 — 223 + 1) = 23 € 1. Sin
embargo, =3 & (x3,13x5).

La siguiente definicién nos permite obtener la igualdad entre el ideal inicial de un ideal y
el ideal generado por sus términos iniciales.

Definicién 11. Sea > un orden monomial fijo. Una base de Griobner de un ideal I con
respecto a = es un subconjunto finito G = {q1,...,gs} de I cuyos términos iniciales generan
al ideal inicial de I, es decir,

(i (91), - i (9,)) = ims-(1).

Buchberger demostré que todo ideal distinto del ideal cero en Clzy,...,x,,] tiene una
base de Grébner (y por lo tanto, al menos un ideal monomial asociado). Més atn, dio un
algoritmo que calcula una base de Grobner para un orden monomial fijo conteniendo al con-
junto generador del ideal [I]. Actualmente existen varios softwares mateméticos que pueden
calcular una base de Grobner, aunque dependiendo del orden monomial estas pueden ser
dificiles de calcular.

Como las bases de Grobner dependen de un orden monomial, y podemos definir 6rdenes
monomiales usando vectores de pesos, en un anillo de polinomios con mas de una indetermi-
nada, existen una infinidad de 6rdenes monomiales. Sin embargo, uno puede ver que, cada
ideal tiene un nimero finito de ideales iniciales.

Teorema 12. Cada ideal I C Clxy,...,xy] tiene un nimero finito de ideales iniciales dis-
tintos.

Demostracién. Ver [1], Teorema 1.2].

Para un ideal fijo, un objeto que nos ayuda a determinar todos sus ideales iniciales distintos
es el abanico de Grobner, el cual explicaremos brevemente a continuacion.

Sean g = > aqx® € Clzy,...,2,] y w € R™. Andlogo a la definicién de término inicial,
definimos in,(g) como la suma de todas los términos a,z* de g tales que el producto punto
usual w-a es méximo (con respecto al producto punto de w con los elementos del soporte de g).
Para cualquier ideal I C Clzy, ..., z,,], definimos el ideal de formas in, (1) := (in,(f) | f €
I). De hecho, para cualquier orden monomial > y cualquier ideal I, existe un vector w € ZZ,
tal que iny,(I) = in.(I) (ver [14, Proposicién 1.11]). -

Sean w € R™ y > un orden monomial fijos. Sea G una base de Grobner de I con respecto
al orden >,. Definimos el cono abierto poliedral convexo Clw] := {w' € R™ | in,(g) =
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iny(g) ¥V g € G}. El conjunto de la cerradura de los conos C[w] para toda w € R™ es llamado
abanico de Grébner. En [14] proposicién 2.4] se prueba, en efecto, que es un abanico, es decir,
un complejo poliedral que consiste de un niimero finito de conos. Por lo tanto, podemos elegir
un orden monomial en cada uno de los interiores de los conos, y este, nos determinara un
ideal inicial distinto por cada uno de ellos. Actualmente, existen softwares matematicos que
nos permiten calcularlo. En el Ejemplo , calculamos el abanico de Grobner para un ideal
I con el uso del software Singular.

Algunos resultados importantes entre un ideal y su ideal inicial (con respecto a algin
orden monomial) son los siguientes.

Proposicién 13. Sean I C Clzy, ..., x| un ideal y = un orden graduado. El ideal inicial
iny (I) tiene la misma funcion de Hilbert que I.

Demostracién. Ver [3, Proposicion 4, §9.5].

Si M C Clxy,...,x,] es un ideal monomial. Los monomios que no pertenecen a M son
llamados monomios estandar de M.

Teorema 14 (Macaulay). Sea M C Clzy, ..., x| un ideal monomial. Los monomios estdndar
de M forman una base del C-espacio vectorial Clzy, ..., z,)/M.

Demostracién. Ver [, Teorema 15.5].

Observaciones 15. Observemos que una consecuencia del Teorema de Macaulay sobre un
ideal monomial M C Clxy,xs] tal que x{*,25* € M, para algunos oy, € Zsg, implica
que M es 0-dimensional, pues si so = a1 + o, entonces HFy(s) = HFy(so) para toda
s > so. Aunque el entero s que define al polinomio de Hilbert puede ser menor que S,
con esto podemos concluir que el polinomio de Hilbert de M es constante. De hecho, un
ideal monomial 0-dimesional en Clxy, x| contine a x7*, x5? para algunos ay, as € Zq, de lo
contrario, supongamos que x{ no pertenece al ideal monomial para toda o € Z~g, entonces
los puntos de la forma (a,0) € C? son elementos de la variedad asociada al ideal. Por tanto,
no es de dimension 0.

2.3. Particiones

Por comodidad, cambiaremos la notacién del anillo de polinomios que vamos a usar a
partir de esta subseccion y del resto del articulo. Nos centraremos en el anillo de polinomios

Clz, y].
Definicién 16. Sea N € Z~ fijo. Una particion de N, denotada por A = N, es una sucesion

decreciente X := (A1, ..., \s) de enteros positivos tal que > \; = N.
i=1

Ejemplo 17. En la Tabla[l, se muestran todas las particiones para N =1,...,5.
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Tabla 1: Particiones

Un diagrama de Young es un objeto combinatorio que consiste en un arreglo de casillas
por filas, cada fila contiene una cantidad menor o igual de casillas a la anterior. A cada
particion se le puede asociar un diagrama de Young. Por ejemplo, supongamos que tenemos
la particiéon A = (4,3,2,2,1,1) - 13, entonces podemos asociarle el diagrama de Young de la
Figura . Estos diagramas son conocidos como escalera asociada a la particion A.

Y

N W s~ Ot O

0

1

2

3

4

(a) Escalera asociada a la particién A
(4,3,2,2,1,1)

651

(b) Correspondencia entre los puntos de Z>g x

Z>o y los puntos de la particién

Figura 1: Particién, escalera en Zso X Zxq

Por otro lado, una escalera la podemos pensar como una cuadricula en Z>q X Zx. Por
tanto, a cada casilla se le puede asociar un punto (o, as) € Zsg X Z>, €l cual es el vértice
inferior de la casilla, como podemos ver en el Figura ((1bj).

Maés ain, por la correspondencia entre los puntos (ay, as) € Zsp X Z>¢ y los monomios
en xy* € Clz,y|, podemos asociar a cada particiéon A = (Ay,...,As) F N (o escalera) dos
conjunto de polinomios en Clz, y]:

= El conjunto de N monomios que corresponden a las casillas de la escalera asociada a
A, es decir,

B/\;:{g;‘sfm;0§6§)\i—1,0§7§z’—1, parai=1,...,s}.
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= El ideal generado por los monomios que corresponden al borde de la escalera

L= oMyt yfri=1,...5).

Este ideal es llamado el ideal asociado a la escalera (o particiéon) A. En general, los
elementos en el borde de la escalera no es un conjunto minimo de generadores para I,. Por
la observacion , I, es un ideal monomial 0-dimensional en C[z,y|. Ademas, podemos ver
que B, es el conjunto de monomios estandar de I.

Ejemplo 18. Consideremos la particion A = (4,3,2,2,1,1) F 13, cuya escalera asociada
es la dada en la Figura @ De la Figura @ podemos ver que el conjunto de monomios
estandar de I, es

By = {1, z,2% 2% y,zy, 2%y, 9", 2y*, v 2y’ y o)
Ademds, por definicion, los generadores del ideal Iy son
{a, 2%y, 2%, a®y® wy g, o)

Sin embargo, observemos que los monomios de este conjunto que mo estan marcados en
un circulo en la Figura (@, son maultiplos de los que si lo estan. Por tanto el ideal aso-
ciado a la particion estd generado por los monomios x4, 3y, x%y%, xy*, 4°, es decir, I, =
(2, 2%y, 2%y?, 2y, y°).

7 -
6 6
6 \y jmy\ Geng¢radores deo
5 5
4 f f 2,4
gt (| oyt iy
4 N/
il
3 7
2 2 2/\3/2
DG
Monomios /2 TN
estandar y | ry x2y< 3y >:L“\Yiy
N/
B)\ ]_ —"
1 T x2 $3

Figura 2: (4,3,2,2,1,1) F 13, I, By

Observaciones 19. A cada ideal monomial M € Clz,y] 0-dimensional se le puede asociar
una particion del grado de M. En efecto, si M es 0-dimensional, existen ag,aq, ..., Qs 1,
B, Bs € Lo conapg >y > ... > 51 Y P <...< B tales que

M = <xao’ quyﬂl, o 7[/L’asflyﬁsfl’ y/Bs>.
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Entonces, la particion asociada a M es

A= (00, ey QO Oy ey Oy ey Qi ey Qe Qg1 ey Q1)
B1 B2—P1 Bi+1—Bi Bs—Bs—1

Ademds \ es un particion de N = Zf;ll Bilai—1 — a;) + Bsaus_1.

Definicién 20. Para N € Z~ fijo y una particion A de N. Sea Uy C HY (C?) el conjunto de
1deales I tales que, bajo la proyeccion natural, el conjunto de monomios estandar By forma
una base del espacio vectorial %.

Observemos que los conjuntos Uy # 0 pues I, € U, para toda A = N. Por otro lado,
sea I € HY(C?) y = un orden graduado, entonces, por la observacién y la Proposicion
, existe una particién A = N tal que in, (I) € Uy y por lo tanto, I € Uy. Asf, HY(C?) =
Ux-n U

Para demostrar que los conjuntos U, son variedades abiertos afines, como mencionamos
anteriormente, se utiliza el encaje de Pliicker. Ellos se obtienen como los anulamientos de las
coordenadas de este encaje (ver [13]).

Ejemplo 21. Consideremos el ideal I € H?(C?) generado por los siguientes 5 polinomios en

Clz,yl;

3 —x,

2%y —y — 7,

2ry — 2o — y + 222 — o2,
2ry* — 20 — y + 222 — o,
Y — .

Usando Singular, calculamos el abanico de Gréobner, y se obtuvo que I solo tiene dos ideales
waciales diferentes obtenidas de las bases de Grobner

1

1
Gi={y’ —y,uy’ —ay,a* + oy — 5y — o — 5y}

Go = {—22" — 2xy + > + 20 +y, 2%y — 2* —wy + 2,2 — 2},

Por lo tanto, el ideal I pertenece a los abiertos Uﬁa Y UEEI:' Por otro lado, si calculamos una
base de Grobner universal de I, es decir, la union de las bases de Grobner de I, obtenemos
la siguiente base:

1 1
G={e*y—2* —wy+ a0’ —w,y’ —y.wy’ —wy, 2 + oy — 5yt —w— 5y}

JO,OF 24
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4 e
3
Para Gi = {y*—y, zy* —zy, 2?+xy— Sy° — 5 Y= |ry
xr — %y} El conjunto de términos iniciales Yy Ty
de esta base es {y?, xy?, 2%}. Por lo tanto, 1 e
la particién asociada es (2,2, 1).

0 1 2 3 4
Figura 3: A = (2,2,1) 5

4
2 2 3
Para Gy = {—22° — 2zy + y* + Y2
2z + y, 2%y — 2? — vy + x, 2% — x}. 2 —
El conjunto de términos iniciales es 1 Sy
{y?, 2%y, 23}. Por lo tanto, estd aso- 1|2 |2?|2°
ciado a la particién (3, 2). 0 1 2 3 4

Figura 4: A = (3,2) -5

4 3 3
y|ry
3 2 2
Yy |y
2
Y |2y |22y
1
1 T 1.2 ZL'3

o 1 2 3 4
Figura 5: A = (3,1,1) F 5

Observemos que cada elemento de G es una combinacion de los monomios {1,z,z% y,y*}
mds términos del conjunto {23, zy, 2%y, zy*, y>} que pertenecen al ideal {(x®,xy,y3), el cudl
estd asociado a la particion (3,1,1) dada en la Figura @ Sin embargo, no existe un orden
monomial = tal que in, () = I .

En efecto, supongamos que existe un orden monomial = tal que in. (I) = (y, zy, 2%),
entonces in, (x* + xy — 1y* — v — 3y) = zy. Ademds xy - 2*,y*, x,y. Como = es orden
monomial, vy = x? implica que y = x, y xy = y* implica que x =y asi v =y, lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto, el ideal I tiene asociado a los ideales monomiales ]Ea’ ]EE: Y IE:: Yy
no todos son obtenidas a partir de un orden monomial.

Del ejemplo anterior surgen dos preguntas naturales ;estas son todas las particiones de 5
para los cuales I € U,? y si no, jcomo podemos determinar todas?
Para responder estas preguntas, diseié un algoritmo que calcula (dado un ideal) todas las
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particiones A’s cuyos abiertos U, asociados contienen al ideal dado. Los calculos consideran
aquellas particiones que no provienen de érdenes monomiales.

3. Resultado

Recordemos que nuestro objetivo como parte de motivacién para el caso general es con-
siderar ideales I € C[z,y| 0-dimensionales. Mds atin, ideales I € HY(C?) con N fijo.

Algorithm 1 :Algoritmo de pertenencia

Entrada: I C C[z,y], ideal 0-dimensional.

Salida: Lista de todas las particiones A del grado de I, tales que I € U,.

1: Calcula una base ordenada B = {z*'y** + I'} del C-espacio vectorial C[z,y]/I.
2: Calcular el conjunto de particiones A de N = dim¢ Clz, y]/I.

Definir P := {}.

Para cada A € A;

o

Calcular el ideal monomial I, asociado a la particion .
Calcular el conjunto de monomios estandar By de I}.

Calcular m(B,), donde 7 es el morfismo proyecciéon de C[z,y] a Clz,y]/I.

Definir la transformacién T} : Clz,y]/I — Clx,y]/I que envia los elementos de la base
ordenada B a los elementos de 7(B,)).

9: Definir r := rank(T)).
10: Sir = N, entonces agregar A a P.
11: Regresa P.

Demostracién (Prueba de validez). Sean I C Clz,y] un ideal 0-dimensional y > un or-
den monomial. Calculamos el ideal inicial de I con respecto al orden . Como in.(I) es
monomial, sea {x*y*?} el conjunto de monomios estandar de in. (I). Por el isomorfismo
entre Clz,y|/in.(I) y Clz,y|/I (ver [3]) entonces B := {x“ y*> + I} es una base del espacio
Clx,y]/I y sin perder generalidad podemos suponer que es una base ordenada.

Sea N = dim¢ Clz,y|/I. Denotemos por A al conjunto de todas las particiones de N, es
decir,

A= {)\:(Al,...,/\s)|2)\i=]\7, con/\lz...Z)\521}.
=1

Sean A € A y By := {a"y"} el conjunto de monomios estandar del ideal Iy.
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Consideremos el homomorfismo de anillos

7 Clze,y] — Clz,y]/I
f = f+1

Denotaremos por By = mx(By) C Clx,y]/I. Observemos que la cardinalidad |By| = N
(no necesesariamente son independientes o diferentes de cero). Por tanto podemos definir la
siguiente transformacion lineal definida sobre la base B:

Ty:Clz,y]/I — Clz,y]/1
xmy” _|_] — ﬂ-)\(x’ny’yz) :

Recordemos que Ty es no singular si, y solo si, Ty es sobreyectiva. Por tanto, sirank(T)) =
N, entonces Ty es un isomorfismo, es decir, By es una base de Clz,y]/I. Por tanto, por
definicion I € U,.

Por otro lado, si rank(Ty\)<N, entonces By no es base de Clz,y|/I, y por tanto, I ¢ Ul.

Ejemplo 22. Aplicaremos el Algoritmo al ideal dado en el Ejemplo es decir,
I= (2 —2,20% —y—9? 20y — 22 — 2 + 22 — 22 20y — 20 — y + 22° — o, y° — 1).
Usando el orden monomial >GRrevres- Verificamos que el ideal I es 0-dimensional.

i1: R=QQ[x,y]
i2: I=ideal (x"{3}-x, 2x~{2}-2y-y-y~{2},2xy-2x-y+2x~{2}-y~{2},
2xy~{2}-2x-y+2x~{2}-y~ {2}, y~{3}-y)

i3: dim I
03: 0

Definimos el modulo M.
i4: M=R/I

Calculamos una base B de M con respecto al orden >GprevrLes-
o5: {1,x,xy,y,y {2}}

Definimos a N como el grado de I, o equivalentemente el nimero de elementos en la base
0d.

i6: N=5
Calculamos el conjunto A de particiones de N.

o7:{(5), (4, 1, @, 2), 3,1, 1, (2,2, D, (2,1, 1, 1),
(1, 1, 1, 1, 1)}

Para cada particion, calculamos los bordes de las escaleras asociadas.

JO,OF 27



Pantaleén-Mondragoén, Petra Rubi Border ideals: un algoritmo de pertenencia

o8:{{x~{5},y},{x"{4},xy,y {23}, {x"{3},x {2}y, y {2}},{x" {3}, xy,xy"{2},y"{3}},
{x~{2},x {2}y, xy"{2},y"{3}},{x"{2},xy,xy"{2},xy"{3},y"{4}},
{x,xy,xy {2},xy"{3},xy"{4},y"{56}}}

Para cada particion, calculamos los monomios estandar.

09: B={{1,x,x~{2},x"{3},x"{5}},{1,x,x7{2},x~{3},y},
{1,x,x7{2},y,xy},{1,x,x"{2},y,y"{2}},{1,x,y,xy,y"{2}},
{1,x,y,y"{2},y"{3}},{1,y,y"{2},y"{3},y"{4}}}

Para cada elemento en cada lista de B, aplicamos el morfismo .

010: {{1,x,-xy+1/2y {2} +x+1/2y,x,-xy+1/2y {2} +x+1/2y},
{1,x,-xy+1/2y"{2}+x+1/2y,x,y},

{1,x,-xy+1/2y"{2}+x+1/2y,y,xy},{1,x,-xy+1/2y"{2}+x+1/2y,y,y"{2}},
{1,x,y,xy,y"{23},{1,x,y,y"{2},y},
{1,y,y°{2},y,y"{2}}}

Aplicamos la transformacion T).

oll:

10 0 0 O 10 0 00 10 0 00 10 0 00
01 1 1 1 01 1 10 01 1 00 01 1 00
o0 -10 -1¢{(,]0 0 -1 0 Of,f0 0 -1 0 1},]0 0 -1 0 O},
0 0 1/2 0 1/2 0 0 1/2 0 1 00 1/2 10 00 1/2 1 0
0 0 1/2 0 1/2 00 1/2 00 00 1/2 00 0 0 1/2 0 1
1 0 0 00 1 0 000 1 0 0 00

01000 01000 00000
00010},]00 0 0O0),1]0 0 0 0O

00100 00101 01010

0 0001 00 01PO0 0 01 01

Calculamos el rango de cada transformacion T)
o12: {3, 4, 5, 5, 5, 4, 3}

Por dltimo, elegimos las particiones cuya transformacion Ty tengan rango mdzimo.
o12: {(3, 2), (3, 1, 1), (2, 2, D}

Observemos que la lista obtenida al aplicar el algoritmo son justamente las tres particiones
que obtuvimos en el Ejemplo [21]

Ejemplo 23. Consideremos el ideal I = (—y? — 2%y, y + x* — xy?) € H(C?). Ewisten 15
particiones de 7. Con el algoritmo de pertenecia, podemos ver que I pertenece a los abiertos
Uy, con X € {(7),(5,2),(4,3),(4,2,1),(4,1,1,1),(3,2,1,1,1),(2,2,2,1)}.
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