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El objetivo del articulo es doble:
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ctonarios y markovianos.
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1. Un “modelo”de viaje con velocidad aleatoria

A*—
0 120 km.

Y

Denotemos por V, la variable aleatoria (abreviacién: v.a.) que indica la velocidad del
objeto % (por ejemplo un coche). Supongamos que la velocidad promedio (valor esperado de
V) es

EV = 60km/h.

Sea T la v.a. que representa el tiempo utilizado para viajar de A a B. ;Cudl es el tiempo
esperado del viaje ET'? Pareciera ser:

120

ET = 0 = 2 (horas). (1)

.Es correcto el resultado en ?
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Consideremos, por ejemplo, el caso en donde la v.a. V' (la velocidad) tiene una densidad
de probabilidad fir que es continua en el intervalo [0, 00). (Notemos que fi, = 0 para x < 0,
pues V' > 0.) Ademds, supondremos que:

lim fy(z) =a >0, (el limite por la derecha), y también (2)

r—0t

EV = /000 zfy(x)de =60 (km/h). (3)

Las condiciones y (3) se cumplen, por ejemplo, si fi es uniforme en el intervalo [0, 120],
o cuando la v.a. V' es exponencial de parametro 1/60.

Vamos, ahora, a tratar de comprobar la igualdad . De los cursos de Fisica elementales
que se estudian en la preparatoria sabemos que el tiempo T que se ocupa para recorrer la
distancia S, con la velocidad V, es

S 120
T=2=22 4
V=V (4)

Por otro lado, si la v.a. V tiene la densidad fy y T = g(V) = %, entonces el tiempo promedio
de viaje es

ET = / " (@) fo (@) = / T2 @y (5)

De la continuidad de fy y existe un nimero vy > 0 tal que
fv(z) 2% para toda z € [0, 7]. (6)
De (B) v (6) se sigue que
71 71
ET > 120/ —fv(x)dx 260a/ —dz. (7)
o T o T

Como la funcién 1/z no es acotada en cero, la dltima integral en es impropia, entonces
se calcula como sigue. Para 0 < ¢ < v,

7 dx , Tdx ,
S =lm [ = lm () —In) = oo, ¥

ya que In(e) — —oo cuando € — 07. De y (8) se obtiene que
ET = . (9)

Por tanto, en lugar de la igualdad “intuitiva”, hemos obtenido un resultado absurdo
@, que significa que en promedio un viaje va a durar un tiempo infinito. Como no se han
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A fv(z)

Figura 1: Densidad de V.

Y % y = In(x)

\L—oo

Figura 2: Gréfica del Logaritmo.

cometido errores matematicos, hay que concluir que el modelo anterior de “viaje con velocidad
aleatoria” no es adecuado a la realidad. La fuente del desajuste es el uso de la ecuacion ,
que es cierta solamente cuando durante todo el movimiento la velocidad V' es constante, es
decir, no depende del tiempo t que va transcurriendo.

“El resultado” @D es una consecuencia de (4)) y el hecho de que debido a la velocidad
V' puede tomar valores arbitrariamente cercanos a cero. Por ejemplo, si un valor de V es 1
cm/h, entonces de (4)), el viaje va a durar 12,000,000 horas.

En realidad, la velocidad V' es una v.a. que depende del tiempo.

Imaginemos que el movimiento (o viaje) comienza en algin momento ty, que vamos a
suponer por simplicidad que t, = 0. Denotemos por ¢t € [0,7] el tiempo que transcurre
durante el viaje.

Para movimientos reales (de un coche, por ejemplo) en cada instante ¢ la velocidad es una
variable aleatoria, es decir V' depende de algunos “factores aleatorios” que denotamos por w.
Sin embargo, esta v.a. depende del tiempo ¢, es decir, V = V(t,w). En otras palabras, la
velocidad es un proceso estocdstico.
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2. Procesos estocasticos. Promedios con respecto a factores aleato-
rios y el tiempo

Definicién 1 Sea X (t,w) una coleccion de v.a.’s, definidas en un espacio de probabilidad
(Q, 8, P), que dependen del tiempo t € [0,00) (w es el pardmetro que es responsable de la
“aleatoriedad”, w € Q). La coleccion {X(t,-) h>o se llama proceso estocdstico o aleatorio en
tiempo continuo (se denota por X(t)). Cuando t = n = 0,1,2..., se dice que el proceso
X (n,w) es en tiempo discreto (se denota por X, ).

Ejemplo 1 (a) X(n,w) = X,, n=1,2,..., donde las X,,, n = 1,2,..., son v.a.’s inde-
pendientes e idénticamente distribuidas.

(b) El movimiento browniano B(t) = By. (t > 0) el cual es uno de los procesos mds estu-
diados. Fue descubierto por Robert Brown en 1823, posteriormente A. Einstein publico
tres articulos sobre el mismo tema en los anos 1905-1906 y un libro en 1926 (1l). Se
tienen registrados hasta la fecha en Mathematical Reviews mds de 5000 articulos y
60 libros. Ha sido utilizado para modelar fenémenos fisicos como una idealizacion ma-
temadtica del movimiento real de particulas en suspension en un liquido, y otro ejemplo
es la descripcion de las fluctuaciones de los precios de las acciones en la bolsa de valo-
res, esta ultima hecha en 1900 por Louis Bachellier, alumno de Henry Poincaré. Para
terminar, citaremos la observacion de Jean Perrin (6) Sec. 13, trabajo que le hizo acre-
dor al premio nobel de Fisica en 1926 “El movimiento browniano es un caso en donde
resulta natural pensar en las funciones continuas sin derivadas que los matemdticos han
mmaginado y que se veian como meras curiosidades matemdticas”. Para una revision
mas exahustiva hasta los anos 1950 se puede consultar el articulo de J. P. Kahane ().

El vaor delav.a B(t),
10F ‘ parat fija
ost
A T
1 2 t 3 4 5
Latrayectoriadel proceso =
lafuncion del tiempo t, B(t,®)
_osk cuando o esfija

Figura 3: Esta figura muestra una simulacién en Mathematica de una trayectoria del movi-
miento browniano.
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Sea X (t) un proceso estocastico. Al fijar un ¢ > 0, X(¢) es una v.a. con promedio (valor
esperado) EX (). Aqui se supone que dicho promedio es finito, y, por ejemplo, cuando X ()
tiene una densidad f;,

EX(t) :/OO zfi(z)dz, t > 0. (10)

2.5F7]
A
201

.
Los valores de X(t) en el
151 instante t

0.5F

ol Y L

0 1 2 3 4 5

Figura 4: Esta figura muestra los valores del proceso en el instante t (y dos trayectorias).

Al nimero EX (t) en (10) vamos a llamarlo el promedio de X (t) con respecto a factores
aleatorios w € €, en el instante t. Este nombre se debe a que ([10)) es un caso particular de
la siguiente definicién de promedio (consultar por ejemplo (8))):

EX(t) :/ X(t,w)dP(w), (t es fijo). (11)
)

Al fijar un “factor aleatorio”w € (2, obtenemos una funcién del tiempo X (t,w) = X (),
que se llama trayectoria del proceso X(t).

En la Figura 4 estén trazadas dos trayectorias (para dos diferentes w’s) del proceso X (t).

De nuevo, fijemos un w € €2 y observemos la trayectoria X (t) = X (t,w) (definida para
todas las ¢ > 0).

Sea T' > 0 un numero fijo. El promedio de X (t) con respecto al tiempo en el intervalo |0,
T] es la siguiente v.a.:

% /0 " Xyt

Esta es en efecto una v.a. puesto que la trayectoria X (¢) depende de w € Q.
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B(Y)

| V4
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Figura 5: Esta figura muestra una simulacion en Mathematica de una trayectoria del movi-
miento browniano.

Al suponer que el siguiente limite existe

1
px = lim — X(t)dt, (12)

la v.a. px es llamada promedio de X (t) con respecto al tiempo. De entre algunas definiciones
de ergodicidad diferentes vamos, por el momento, a utilizar la siguiente.

Definicién 2 Se dice que un proceso estocdstico a tiempo continuo X (t), t > 0 es ergédico,
St

(a) existe una constante mx tal que EX(t) = EX(0) = mx para toda t > 0;
(b) con probabilidad 1, el limite en (13) existe y ademds,
Ux = Mx. (13)

En otras palabras, el promedio (con rerspecto a w) en no depende del tiempo t
y dicho promedio coincide con el promedio tomado con respecto al tiempo px. Como
consecuencia el dltimo promedio px debe ser una v.a. constante (con probabilidad 1).

En la Seccion 5 se presentaran condiciones que son suficientes para que un proceso sea
ergodico. Ahora damos un ejemplo muy sencillo.

Ejemplo 2 Sea X(t) = sen({t), t > 0 donde £ es una v.a. con densidad uniforme en el
intervalo [—1, 1]. Entonces para t > 0

1
EX(t) == | sen(zt)de =— [ sen(y
2 ).,

=— %[cos(t) — cos(—t) ] =

JO,ON 6
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1 /7
Por otro lado, es evidente que para cada & = x, T/ sen(xt)dt — 0 cuando T — 0.
0

X(t) = sen(xt)

Figura 6: Gréfica de sen(xt).

3. La recuperacion del modelo de movimiento con velocidad alea-
toria

Sea ahora 7" el tiempo (como en la Seccién 1) de un viaje. De una manera bastante realista
vamos a aceptar las siguientes hipodtesis.

H;. La velocidad V (t,w) es un proceso estocdstico.
H,. V(t,w) es un proceso ergddico.
En particular (Definicién , inciso (a)), para cada t € [0, 77,
EV(t,w) = my = 60 (km/h).

Como la velocidad V' depende del tiempo, la ecuacién (4) ya no es aplicable, y debe ser
reemplazada por la ecuacién diferencial

ds =V (t,w)dt. (14)
En un intervalo de tiempo infinitesimal dt la velocidad es constante. Integrando y divi-

I I
diendo entre T', obtenemos T/ ds = T/ V (t,w)dt, o bien (ya que S = 120),
0 0

120

2= % /0 V(t,w)dt. (15)
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Ahora supongamos (no rigurosamente) que la distancia S es “relativamente grande” (como
S = 120 km en nuestro ejemplo). Esto tltimo implica que la v.a. T' (el tiempo de viaje) es
también “bastante grande” lo que nos permite utilizar la igualdad aproximada:

1

T T
T/o V(t,w)dt ~ 211_1)1;10?/0 V(t,w)dt = uy. (16)

El dltimo limite existe como consecuencia de la Definicion 2| (b). Comparando las igualdades
, , y se obtiene que %0 ~ my = 60, o bien T' =~ % = 2. La ultima aproximacion
significa que todos los valores de la v.a. T" estan cercanos a la constante 2, y esto permite
conjeturar que ET ~ 2(h), es decir, el tiempo promedio de viaje es alrededor de dos horas. De
tal manera hemos recuperado nuestra conjetura intuitiva (1)) (ver la Seccién 1). Sin embargo,
la afirmacion ET ~ 2 es cierta solamente para viajar grandes distancias.

4. Procesos Estocasticos Estacionarios en Sentido Amplio

Sea X (t,w) un proceso estocdstico (¢t € [0,00] ot = 1,2,...). En las definiciones de
procesos estacionarios vamos a utilizar la siguiente hipotesis:

Hj;. Para cada t, la esperanza EX (t,w) y la varianza Var(X (t,w)) son finitas, es decir,
se tiene
E|X(t,w)|* < co.

Denotaremos: X; = X(t,w), t > 0.
Definicién 3 La funcion de covarianza del proceso X; se define como:
p(t,s) := Cov(X,, X,) = B[(X, — EX,)(X, — EX,)] = EX, X, — EX,EX,,
para t,s € [0,00] ot,s €{0,1,2...}.
Definicién 4 Se dice que el proceso estocastico X; es estacionario en sentido amplio si:

(a) EX; = mx, o sea, no depende del tiempo.

(b) La funcion de covarianza p(t,s) depende tnicamente del tamano del incremento de
tiempo, es decir, si denotamos por T = |t — s|, se tiene que:

p(t;s) = p(|t = s[) = p(7).

Ejemplo 3 (a) Proceso Autorregresivo. Sea m > 1 un entero dado y sean

51*7”“ 52*7717 s 7507 517 527 e
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v.a. independientes e idénticamente distribuidas, tales que E&, = 0, E|&,|? < co. Ahora
definamos:

Xn=& &1+ a0k o+ -+ annm, donde a; € Ry =1,2,...,m.
En el caso particular donde m = 1, tenemos que:
Xn = &n + abn,
y se calcula facilmente, (consultar, por ejemplo (3))

Var(&)(1 4+ a?) siT=0,
p (1) =< aVar(&) siT=1, (17)
0 siT > 1.

Entonces para m =1, X,, es un proceso estacionario.

(b) Incrementos del proceso de Poisson. Sea N(t), t > 0 un proceso de Poisson con
pardmetro A > 0, asi que EN(t) = A\t. Definamos:

X(t)=N(t+1)—N(t), t>0.

El proceso X (t) es estacionario puesto que primeramente EX (t) = E(N(t + 1) — N(t)) =
At + 1 —1t) = A Ahora, teniendo en cuenta que el proceso de Poisson tiene incrementos
independientes, no es dificil probar que:

o= {3077 2 e

5. Leyes de los Grandes Nimeros y Ergodicidad

Empecemos con algo simple. Una moneda simétrica se lanza n veces. Definamos las si-
guientes variables aleatorias para k= 1,2,...,n:

Y, — 1 sien el k-ésimo lanzamiento sale dguila
k 0 sien el k-ésimo lanzamiento sale sol.

Sea S, =X;+ Xo+ -+ X,, = # de sumandos iguales a 1
= al nimero de veces que ha salido aguila en los n lanzamientos.
Por lo tanto, % es la “frecuencia”’de veces que sale “4dguila”. Por simetria de la moneda e
intuicion, cuando n es “grande”, debe de resultar:

Sn, 7 de aguilas en los n lanzamientos 1 U
- ~ — = P(sale “4guila” ).
n n 2
Notemos que:
1 1 1
EXpy=1-+0- = -.
P=lp =5
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Teorema 1 (Bernoulli, 1714) Cuando n — oo la sucesion de v.a. S, /n converge en pro-
babilidad a 1/2 = EX; = P(sale “4dguila” ).

El siguiente teorema es un resultado mucho méas profundo y general.

Teorema 2 (Kolmogorov, 1932) Sean X, X, ... v.a. independientes e idénticamente dis-
tribuidas, y S, = X1 + Xo + -+ - + X,,. Supongamos que la esperanza m = EX; (= EX}) es
finita. Entonces, con probabilidad 1,

Sn
— —m, cuandon — 0.
n

Existen diferentes versiones del Teorema [2| para procesos estacionarios. Como ejemplo, men-
cionamos el siguiente resultado.

Teorema 3 Sea X; un proceso estacionario tal que su funcion de covarianza satisface la
siguiente condicion: existe un € > 0 tal que para toda T suficientemente grande

()] < —. (19)

T€
Entonces con probabilidad 1 se tiene:
(a) En tiempo discreto, cuando n — oo

1
— E X, — mx =EX,.
n

k=1

(b) En tiempo continuo, cuando T — oo,
1 T
0

Mas detalles sobre el Teorema [3| se puede consultar en (3} [7).

Nota 1 (a) El Teorema 3, (b) afirma que si el proceso X (t) es estacionario y se cumple
la condicion (19), entonces X (t) es un proceso ergddico (véase la Definicion [3).

(b) La condicion @ (que se cumple particularmente para los procesos dados en el Ejemplo
[3, (véase y (18) ) expresa una propiedad que X (t), en un sentido “olvida su pasado”.

Sean X v.a. de cuadrado integrable y no constante, y X; = Xy = --- = X, entonces
X, n > 1 es un proceso estacionario, sin embargo “no es ergédico” (jno olvida su pasado!) y

ademaés:
X1+X2++Xn o TLX

n n

=X » FX.

JO,OF 10
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Ejemplo 4 Sea X,,, n = 1,2,... un proceso estacionario, en tiempo discreto, donde X,
representa la ganancia, (cuando X,, > 0) o pérdida (cuando X, < 0) de un jugador en la
n-ésima partida de un juego de azar en un casino. En cualquier casino se tiene que mx =
EX; < 0 (juego injusto). Ahora sean xq el capital inicial del jugador y Z, = xo+ X1+ -+ X,
la fortuna del jugador después de n repeticiones del juego.

Suponiendo (@ (ilas v.a. podrian ser dependientes!) y teniendo en cuenta que xo/n — 0,
tenemos que con probabilidad 1,

Zn X1+ X0+ X,
_:@-1_ L Aar — mx <0, (cuando n — 00).
n n n

Asi que para un n “suficientemente grande”(caso de un jugador insistente) Z, < 0, lo que
implica la ruina inevitable del jugador.

6. Ergodicidad de Procesos de Markov

Los procesos de Markov se utilizan profusamente para modelar sistemas estocasticos donde
la evolucién futura del proceso sélo depende del presente, o sea, fijando un estado presente,
los estados pasados del proceso no afectan a las predicciones sobre la evolucion futura del
proceso.

Ejemplo 5 (El proceso de difusién) Sea X;, t > 0 el proceso estocdstico que representa
la posicion de una molécula de tinta en el instante t. (Esta molécula se desplaza a causa de
los golpes de las moléculas de agua.)

En t=0, se vierte un chorrito | En t=3 segundos después, Para t=7 minutos, la mezcla
de tinta en agua. el color no es uniforme. tiene un color uniforme.

Figura 7: Esta figura muestra cémo se va haciendo la mezcla de la tinta con el agua.
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Si en el instante t la posiciéon de la
molécula es X; = Z, entonces en un tiempo
futuro t 4 ¢ la molécula se ha desplazado, de
manera aleatoria, a un conjunto A con una
probabilidad dada por cierta funcién p(z, A).
Esta funcién esta definida para cada z € L
y A C L. Esta funcion se le llama la probabi-
lidad de transicion del proceso X;. Lo que es
importante aqui es el hecho de que la proba-
bilidad p(z, A) (de moverse de Z al conjunto X(t + )
A) no depende de posiciones X (s) (s < t) en .

, . L denota el conjunto
donde la molécula haya estado antes del ins-  ocupado por el agua.
tante t. Es decir, X(t), t > 0 es un proceso
de Markov con los estados en el conjunto L

de dimension tres.

Es claro que X; no es un proceso es- Figura 8: Esta figura muestra el desplazamiento
a causa de los golpes de las moléculas de agua.

tacionario, sin embargo, es ergddico en el
siguiente sentido:

(a) X(t) “olvida su pasado” (sus valores pasados);

(b) conforme aumenta el tiempo ¢, las distribuciones de los vectores aleatorios de X (t) “se
estabilizan” y se aproximan a la distribucion uniforme.

Para aclarar lo que se ha dicho, denotemos por D(X(t)) la distribucién del vector aleatorio
X(t) y por U la distribucién uniforme en el conjunto L. Se puede demostrar que:

(1) Cuando t — oo, D(X(t)) — U (conforme pasa el tiempo el color de la mezcla va siendo
azul uniforme).

(2) Para t “grandes” el proceso X(t) se aprorima a un proceso estacionario, por eso se
comporta como un proceso estacionario.

(3) Con probabilidad 1,

1" . _
Th_r)r;o T/o X(t)dt = tlggo EX(t) = Z., (21)
donde Z, denota el vector de coordenadas del centro del recipiente.

Generalizando la Definicién [2] se dice que un proceso de Markov X (t) es ergddico si existe
un estado z, tal que se cumple con probabilidad 1 (para casi todos los estados iniciales).

Ejemplo 6 (La transmision de informacion con errores) (ver (2)) Sea &y, &, ... una
sucesion de v.a. independientes e idénticamente distribuidas tales que

JO,OF 12
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¢ = { 1 con probabilidad p (22)

—1 con probabilidad 1 — p,
donde p € (0, 1) es un pardmetro dado.

Ahora utilizando estas v.a. se define el siguiente proceso estocdstico a tiempo discreto: (em-
pezando con n = 0).

def

Xo ¥ 1, (23)
X,=]]& n=12... (24)
=1

Es facil probar que X,, es un proceso de Markov. Ademas, es claro que X,, puede tomar sélo
dos valores; -1 y 1.

Calculemos las probabilidades

pm=PX,=1)y1l—p,=PX,=-1).

Por un lado,

Por otro lado, aplicando y y tomando en cuenta la independencia de las v.a.
&1,&, ..., obtenemos (n =1,2,...):

n

EX, = HE@- =[Jer-1)=@-1" (26)

=1

Comparando y (26)) se obtiene que cuando n — oo,

-1 +1 1
1-(2p-1)" 1
1 pp=P(X, = —1) = % -5 (28)

Tal convergencia de las distribuciones D(X,,) a la distribucién limite, uniforme D., =
(1/2,1/2) permite demostrar que el proceso de Markov X, es ergédico.

El proceso X,, admite la siguiente interpretacion. Supongamos que X, = 1 significa que
alguien recibié una informacién verdadera. El/ella transmite esta informacién al receptor 1
correctamente con probabilidad p, e invierte el contenido del mensaje (es decir, manda un
mensaje falso) con probabilidad 1- p. El receptor 1 retransmite a un receptor 2 la informacién
que ha recibido, utilizando la misma regla:

= con probabilidad p envia sin cambios la informacién que ha recibido;

JO,OF 13
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= con probabilidad 1-p el/ella altera el significado del mensaje.

El proceso de transmisién se repite (para el receptor 3,..., receptor n).
Vamos a decir que el n-ésimo receptor recibe la informacién correcta si X,, = 1. En
caso contario, si X,, = —1 el receptor recibe la informacion falsa. Entonces, si por ejemplo

X,_1 =1, entonces de acuerdo a ,

P(Xy =1/Xn1=1)=P(§ =1) =p,
P(X, = —1/Xp1=1)=P(& = -1)=1—p.

La probabilidad del error 1 — p en la transmisién de la informacién (intencional o acciden-
tal) puede ser pequena. Por ejemplo, sea 1 — p = 0.001, es decir p = 0.999. Asi de
se tiene que P(Xy = 1) ~ 0.998, y también todos los n-ésimos receptores con n no muy
grande va a recibir la informacién correcta con una alta probabilidad. Pero, por ejemplo,
para n = 5000, P(X500 = 1) =~ 0.5000225, y, correspondientemente, P(Xs5000 = —1) =
P(el 5000-ésimo receptor va a recibir la informacion falsa) ~ 0.4999775.

Las relaciones limites en y indican que para n suficientemente grande el n-
ésimo receptor van a recibir la informacién correcta o falsa con practicamente las mismas
probabilidades (una incertidumbre méxima). Teniendo en cuenta el “modelo” anterior, uno
podria cuestionar la validez de algunos estudios historicos.
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