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Resumen

Mostramos que, bajo ciertas hipotesis, las cuddricas en el espacio euclideano 3—dimensional
ayudan a describir una clase importante de transformaciones que actian sobre corchetes de
Poisson definidas en este espacio, llamadas transformaciones gauge.
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1. Introduccion

Resolver, o estudiar, un problema reduciéndolo a otro mas sencillo de tratar es quizé de
las ideas mas antiguas y fundamentales en Matematicas, y en la ciencia en general. Bajo esta
idea, presentamos en este articulo una manera de reducir un problema de interés en Geo-
metria de Poisson, una rama de la Geometria Diferencial, al estudio de cuadricas, objetos
bien conocidos y estudiados en Geometria Analitica, Algebra Lineal y Calculo, por ejemplo.
Concretamente, mostramos que el estudio de una clase de transformaciones que actian sobre
los denominados corchetes de Poisson, llamadas transformaciones gauge, se puede reducir
bajo ciertas hipdtesis al estudio de cuéddricas en el espacio euclideano de dimensién tres, R3.
Uno de los principales resultados obtenidos es el Teorema

Teorema (1| La transformacion gauge de un corchete de Poisson lineal en R® mediante un
campo vectorial afin estd definida en R® salvo una cuddrica, pudiendo ser ésta imaginaria o
degenerada.

Luego, en el contexto de este resultado, para transformaciones gauge del llamado cor-
chete de Poisson del cuerpo rigido obtenemos el Teorema [3] en el cual se presentan algunas
condiciones para determinar las cuadricas mencionadas en el teorema anterior. Atin mas, en
Observaciones [11| se presenta una version mas general del Teorema (1| que involucra la nocién
de variedad algebraica en sentido clasico.
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La Geometria de Poisson trata del estudio (de la geometria) de los denominados corchetes
de Poisson en variedades diferenciales (Dufour and Zung, [2005; Laurent-Gengoux et al.,|[2013]),
cuyo origen, como objetos algebraicos, se remonta al trabajo de Siméon Denis Poisson en 1809
(Poisson, [1809)) en el que aborda un andlisis de ciertos sistemas mecanicos. Actualmente, los
corchetes de Poisson se pueden entender como objetos que codifican la evolucién temporal
de sistemas mecénicos (cldsicos y/o cudnticos) y que dotan de una geometria especial a las
mismas (Lichnerowicz, [1977; Weinstein,, 1983)). Este contexto geométrico proporciona una
manera de describir la dindmica hamiltoniana de forma rigurosa y cuyas aplicaciones, como
es sabido, son casi omnipresentes en todos los ambitos cientificos. Un ejemplo casico es el
llamado cuerpo rigido (Marsden and Ratiu, [1999). El estudio de los corchetes de Poisson ha
tomado cada vez mas relavancia en las tltimas décadas por las multiples conexiones que se
han encontrado con otras areas de la matematica y de la fisica.

En Geometria de Poisson se plantea de manera natural la pregunta de si es posible trans-
formar un corchete de Poisson y obtener otro. La respuesta en general es que no. Sin embargo,
existe un tipo especial de transformaciones, que se llaman transformaciones gauge (Severa
and Weinstein), 2001; [Bursztyn|, 2005; |Evangelista-Alvarado et al., |2021), con la propiedad
de transformar corchetes de Poisson en corchetes de Poisson. No solamente esto, ya que en
general tales transformaciones estdn asociadas a una clase especial de 2—formas diferenciales,
preservan en cierto sentido la geometria generada por los corchetes de Poisson. Esto tltimo
solo es el reflejo de un hecho més profundo: las transformaciones gauge estan fuertemente
relacionadas con el concepto de simetria. Concepto que ha jugado un rol central en el desa-
rrollo de la fisica moderna. Por ejemplo, en Teoria Cuantica de Campos. Un tratamiento de
las transformaciones gauge desde esta perspectiva y sus implicaciones en fisica queda fuera
del alcance de este articulo. Sin embargo, no solo lo mencionamos para dejar entrever la rela-
vancia de las transformaciones gauge sino porque es un tema de investigacién actual, incluso
en el espacio R? para el estudio del cuerpo rigido (de la Cruz et al., [2017)).

En este articulo, nos centramos en el estudio de las transformaciones gauge de corchetes
de Poisson en R3. Entre las ventajas de trabajar en este espacio se encuentra que los corchetes
de Poisson estan completamente caracterizados por campos vectoriales y matriciales “espe-
ciales” (Lema . Esto permite utilizar herramientas del cédlculo vectorial y matricial para
estudiar ciertas propiedades y transformaciones de los corchetes de Poisson. En particular,
las mencionadas transformaciones gauge, las cuales se corresponden con campos vectoriales
que hacen que se satisfaga una condicién de invertibilidad (Definicién . Un primer resul-
tado obtenido es la Proposicion [, en la cual se describe el dominio de definicién y se da
una férmula explicita de las transformaciones gauge de corchetes de Poisson en R3. Como
consecuencia, en el Corolario [1| se presenta una clase de transformaciones gauge definidas
en todo el espacio R? que dejan invariante a los corchetes de Poisson. Luego, utilizando la
Proposicién [1] y otros resultados auxiliares, se deduce el Teorema |1l mencionado previamente.
Finalmente, aplicando estos resultados al corchete de Poisson del cuerpo rigido obtenemos el
Teorema [3 descrito en lineas anteriores.

Observaciones 1. Presentamos una idea intuitiva del porqué las transformaciones gauge
estdn relacionadas con el concepto de simetria (interna): en un racimo de uvas perfectamen-
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te esféricas, si cada una de las uvas es rotada respecto a algin eje de simetria (distinto, en
general), es claro que el racimo permanece sin cambios. Adn mds, si cada una de las wvas
es de un solo color, desde una perspectiva externa pareceria que mno hay ningun tipo de “mo-
vimiento” o “accion” sobre el racimo. Notemos que una rotacion no deforma, no cambia de
posicion y tampoco destruye las uvas. Si pensamos en la accion de rotar cada uva (simetria
interna) como una transformacion sobre todo el racimo, esta transformacion es lo que enten-
deriamos como una transformacion gauge del racimo. Para el caso de un corchete de Poisson
en una variedad diferencial M, en particular en R3, el racimo vendria a ser M vy cada una
de las wvas subvariedades (puntos y superficies en el caso de R®) generadas de alguna ma-
nera por el corchete de Poisson y que constituyen a M. Una transformacion gauge sobre el
corchete de Poisson seria equivalente a una “transformacion” sobre las subvariedades que no
las deforma, no las “cambia de posicion” y tampoco las destruye, y que ademds da lugar a
un, posiblemente diferente, corchete de Poisson en M.

2. Preliminares

En esta seccion se recuerdan brevemente las nociones de cudadrica, campo vectorial y
campo matricial en el espacio euclideano 3-dimensional, herramientas necesarias para el
desarrollo del presente trabajo.

Primero, en esta y en las demds secciones, se fijaran coordenadas (x,y, z) para el espacio
euclideano (real) de dimensién tres,

R3:{X:(a:,y,z)T\x,y,z€]R}. (1)

Ademds, se denotard por Cg3 := {f : R* — R| f es de clase C*} al espacio de funciones sua-
ves en R? y por M3(IR3) al espacio de matrices reales de tamafio 3 x 3.

Cuddricas. Una cuddrica, o superficie cuddrica, en R3 es una superficie determinada por
una ecuacion de la forma

Ar? + By + C22 + Day + Exz+ Fyz + Ge + Hy + 12+ J = 0, (2)

con A, B,...,J € R. En otras palabras, es la superficie generada por los ceros de un polinomio
de grado dos, o polinomio cuadratico, en R3.
Si no existen soluciones (reales) a la ecuacion (2), la cuddrica se dird imaginaria.

Ejemplo 1. La esfera unitaria en R?® es la cuddrica determinada por la ecuacion x* + y? +
2
z2—1=0.

En notacién vectorial, la ecuacién se puede escribir como

(SuX +0,X)+J=0, (3)
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con X en , donde S, v ¢ son, respectivamente, la matriz simétrica 3 x 3 y el vector en R3
definidos por

1 2A° D FE G
Sy = 3 D 2B F y (= H |, (4)
E F 2C I

y (, ) denota el producto escalar (punto) de vectores,
(v,w) :=v'w, v,weR>

Si la matriz S en , dependiente de S, y £, tiene determinante cero, la correspondiente
cuadrica se dira degenerada.

La expresiéon en el lado izquierdo de la ecuacién resulta de particular interés ya que,
como es sabido, las cuddricas se pueden clasificar en funcién de S, y ¢ (Zwillinger, 2018).
Para los propdsitos de este articulo, referimos a la clasificacién presentada en el Apéndice [A]

Observaciones 2. La ecuacion de una cuddrica en R™ se escribe de manera andlaga a la
ecuacion (3)).

Campos Vectoriales. Un campo vectorial suave en R? es una funcién vectorial
PR} — R?
(x7y7z) '—>¢(xay7z> = (¢17¢27¢3)T7 ¢i:¢i(xvy7z)a
tal que v; € Cgs, con @ = 1,2,3. Es decir, tal que cada una de las funciones v;, llamadas las
componentes del campo vectorial 1), son funciones suaves en R3.
Si todas las componentes de un campo vectorial son funciones polinomiales, se dira que el

campo vectorial es polinomial. En particular, si todas las componentes son funciones lineales,
el campo vectorial se dird lineal.

Ejemplo 2. El campo vectorial 1 = (z,y,2)" es un campo vectorial lineal en R3.

Recordamos que, ademds de las operaciones usuales (por ejemplo, el rotacional), los cam-
pos vectoriales heredan las operaciones usuales para vectores en R3, tales como el producto
escalar y vectorial. En particular, la multiplicacién de un campo vectorial por una funcion
escalar se define por

f = (fur, fibo, fibs) T, f € Cps.

Campos Matriciales. Un (3 x 3)—campo matricial suave en R* es una funcién matricial

M R — M;(R®)

H11 Mi12 H13
(x,y,2) — M(z,y,2) = | po1 poz po3 |, fij = (2,9, 2),
H31 32 33

tal que p;; € Cg3, con i, 7 = 1,2,3. Es decir, tal que cada una de las funciones j,;, llamadas
las componentes del campo matricial M, son funciones suaves en R3.
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Observaciones 3. En general, un (k x l)-campo matricial en R"™ es una funcion matricial
de R™ al espacio de matrices reales de tamano k x [. En particular, los campos vectoriales
son una clase especial de campos matriciales.

De particular interés seran los (3 x 3)-campos matriciales antisimétricos en R3, es decir,
funciones matriciales de tipo

0 H12 H13
M= — 12 0 o3 . (5)
—p13 —poz 0

Para este articulo, lo importante de esta clase de campos matriciales es que estan en
biyeccién con el espacio de campos vectoriales en R3. Concretamente, cada campo vecto-
rial ¢ = (¢1,%,13)7 en R?® induce un tnico (3 x 3)-campo matricial antisimétrico, que
denotaremos por [¢]«, definido por

0 —v3
[Y]x = Y3 0 =Y | (6)

—v2 0
Reciprocamente, dado un (3 x 3)-campo matricial antisimétrico como en (), las funciones
Yy 1= —fia3, Yo i= pi13 y 3 = —p1o definen un tdnico campo vectorial en R? mediante la

formula 1 := (11, ¥, 13) 7.

Por tanto, en el espacio R3, los (3 x 3)—campos matriciales antisimétricos estdn parame-
trizados por campos vectoriales y podemos expresarlos (siempre) como en @ Ademas, por
definicion, es claro que

flWlx = [fY]x, paratoda f € Cgs. (7)

Observaciones 4. En Algebm Lineal, dado un vector v € R3, a la matriz [v]x definida de
manera idéntica a @ se le conoce como la matriz del producto cruz por el vector v (Liu and
Trenkler, |2008). Esto se debe a que el producto (usual) de [v]x con cualquier vector w € R3
es iqual al producto cruz de v y w.

3. Corchetes de Poisson en R?

En esta seccién se presenta la definicién de un corchete de Poisson en R3. Enseguida,
se muestra que estos objetos estan en correspondencia con una clase especial de campos
vectoriales y campos matriciales en R3.

Algebraicamente, un corchete de Poisson en R? (Dufour and Zung, 2005} |Laurent-Gengoux
et al.; 2013) es una operacién binaria {, } en el espacio de funciones suaves en R?,

{7}CI§§XCIE§—>C§7

que satisface los siguientes axiomas:
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(a) R-linealidad,
{Cfag}:C{f,g}, c € R.

(b) Antisimetria,

(c) Identidad de Jacobi,
{f.{g, 13} +{g.{h. 3} + {h.{f. 9}} = 0.

(d) Regla de Leibniz,
{f,9h} = g{f, 1} +{f, g}h.

Para cualesquiera f, g, h € Cg3.

Observaciones 5. Notemos que y|(b) implican que un corchete de Poisson es una ope-
racion R-bilineal: {f,cg} = —{cg, f} = —c{g, [} = {f, g}.

La existencia de corchetes de Poisson se asegura notando que la operacién {f, g} = 0, para
toda f,g € Cg3, define un corchete de Poisson en R?, llamado corchete de Poisson trivial.

Ejemplo 3. La operacion binaria en el espacio Cgs dada por

_0f [0y 09\ . 0f (Bg B9\ Of (0 Oy
{f’g}_ﬁx (8y 32>+8y (82 8x>+8z (89& 8y)

define un corchete de Poisson en R3.

Observaciones 6. Los axiomas que definen a un corchete de Poisson en R™, o de manera
mas general, en un variedad diferencial real, son idénticos a los incisos @

La identidad de Jacobi refleja en cierto modo la no asociatividad de los corchetes de
Poisson. En general, la no asociatividad de una operacién binaria.

Ejemplo 4. El producto vectorial (cruz) X : R® x R® — R3, como operacién binaria en R3,
no es asociativa. Pero si satisface la siguiente identidad (de Jacobi): u X (v X w) +v X (w X
u) +w X (u X v) =0, para cualesquiera u,v,w € R3.

La regla de Leibniz asegura que, si fijamos una funciéon H € Cg5, la operacién unaria
ady : Cgy — Cp3 definida por ady(f) := {H, f} actia como una derivada sobre el producto
(usual) de dos funciones:

ady(fg) = adg(f) g+ fadu(g), f, g€ Cgs. (8)

Observaciones 7. En un contexto mds general, la identidad dice que ady es una de-
rivacion del producto puntual de funciones. Por tanto, define un campo vectorial llamado
campo hamiltoniano de H con respecto al corchete de Poisson {,} (Marsden and Ratiu,
1999; \Dufour and Zung, \2005; |Laurent-Gengouz et al., 2015).
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Si bien los corchetes de Poisson se pueden definir y estudiar en variedades diferenciales,
entre las ventajas de restringirse al espacio R3 se encuentra que podemos caracterizarlos
completamente en términos de campos vectoriales y matriciales “especiales”.

Lema 1. Eziste una biyeccion entre:

(1) Corchetes de Poisson en R3.

(11) Campos vectoriales 1 en R® que satisfacen la ecuacion
(¢, rot ¢) = 0. (9)

(111) (3 x 3)-Campos matriciales antisimétricos [¢p]x en R3, ver (6)), tales que el campo
vectorial ¢ satisface @

Demostracién. Primero, probaremos que existe una biyeccion entre Y . Sea ¢ =
(1, 9,13) T un campo vectorial en R® que satisface @D Entonces, la operacion binaria en
rs dada por

{f, 9} = (0, Vf X Vg), [ geCg; (10)

donde V denota el operador gradiente para funciones escalares, define un unico corchete de
Poisson en R3. En efecto, la R-linealidad y antisimetria se siguen directamente de las propie-
dades de V, X y (, ). La identidad de Jacobi, usando el hecho de que es suficiente verificarla
para funciones coordenadas (Dufour and Zung, 2005; |Laurent-Gengouz et al., 2013), en este
caso (r,y,z), se sigue de

{z{y, ztete +{y, {z, 2}y o + {2z {z, yto fy = — (W, rot ). (11)

La regla de Leibniz se sigue de la iqualdad

{f.gh}y = (Y. V[ xV(gh)) = (¢, VX (gVh+hVg)) = g{t, V[ Xx V) +h(y, V[ x Vg).

Ahora, sea 1; = (121, QZQ, %)T otro campo vectorial en R? que satisface (9)). Si{f, g}a ={f. 9}y
para todo f,g € Cg3, entonces, en particular, se tiene que zzl =y, Z}J ={y,z}y =11. De

manera andloga se muestra que debe ser g = by y Y3 = 3. Lo que prueba que la asignacion
Y= {, }y esinyectiva. Adn mds, es sobreyectiva. En efecto, si{, } es un corchete de Poisson
en R3, entonces las funciones

¢1 = {y,Z}, 1/)2 = {Z,.Z'}, ¢3 = {xay}v

determinan de manera tnica un campo vectorial 1 = (1, 19,13)" en R3 que satisface @
debido a la identidad de Jacobi para {, } y a que se cumple una igualdad idéntica a (L1]).
Adun mds, el corchete de Poisson {, } se expresa como en en términos de esta 1. Lo

que muestra la biyeccion entre y. Finalmente, la correspondencia entre Y se

sigue de la biyeccion entre campos vectoriales y (3 X 3 )—campos matriciales antisimétricos en

R3 dada por la férmula @ [
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Ejemplo 5. El campo vectorial 1 = (z,y,2)" en R® del Ejemplo @ tiene rotacional nulo,
rot ¢ = 0. Por tanto, satisface de manera automdtica la ecuacion @ Utilizando la formula
(10), el correspondiente corchete de Poisson estd dado por

s (2000 0106\ | (0705 0504\ (0£05 010y
e = Oy 0z 0z 0y Y\oz0r 910 Ooxdy Oyox)’
Ejemplo 6. Para el corchete de Poisson del Ejemplo @ se tiene que {y,z} =1, {z,2} =1,

{x,y} = 1. Por tanto, induce el campo vectorial constante v = (1,1,1)" en R3 que claramente
satisface la ecuacion @D por tener rotactonal cero.

Observaciones 8. La ecuacion @ codifica la identidad de Jacobi para la operacion definida
en (10). En términos coordenados, esta ecuacion se traduce en un sistema sobredeterminado
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales.

Caracterizar a los corchetes de Poisson en R? en términos de campos vectoriales permi-
te utilizar herramientas del célculo vectorial para estudiar ciertas propiedades y/u objetos
asociados. En la siguiente seccion aprovecharemos esta observacién para estudiar una clase
especial de transformaciones de los corchetes de Poisson, llamadas transformaciones gauge.

4. Transformaciones (Gauge de Corchetes de Poisson en
RS

Es usual que al tener un determinado objeto algebraico, o geométrico, surja la pregunta
de si es posible transformarlo y obtener un (otro) objeto de la misma naturaleza. Para
el caso de los corchetes de Poisson en variedades diferenciales existe un tipo especial de
transformaciones, que se llaman transformaciones gauge, con la propiedad de transformar
corchetes de Poisson en corchetes de Poisson y que en cierto modo actiian como una especie de
simetrfa sobre las correspondientes variedades diferenciales (ver Observaciones[1)). El primer
objetivo de esta seccién es presentar una descripcién de estas transformaciones en el espacio
euclideano 3—dimensional. Luego, utilizando esta descripcién, se mostrara que el estudio de
transformaciones gauge “afines” de corchetes de Poisson lineales se reduce al estudio de
cuddricas en R3.

Antes de presentar la definiciéon de una transformacion gauge recordamos que, como con-
secuencia del Lema [1] el estudio de los corchetes de Poisson en R? se reduce al estudio de
campos vectoriales que satisfacen la ecuacion @, cuyo conjunto denotaremos por

Xp(R?) := {¢ : R® = R® | (1, rot 1) = 0}.

Asi, para cualquier corchete de Poisson {, } en R existe un tinico campo vectorial 1) € Xp(IR?)
tal que la actuacion de {, } es dada por la férmula . Por tanto, podemos considerar a los
corchetes de Poisson en R? parametrizados por la familia de campos vectoriales X5(R?), lo
cual escribiremos por

{ ) } = {7 }7711 .
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Luego, de manera natural, una transformacién entre corchetes de Poisson se correspondera
con una transformacién entre campos vectoriales en Xp(R?), y los correspondientes campos

matriciales (ver del Lema [1)).

Definicién 1. Sea {, }, un corchete de Poisson en R®. Dado un campo vectorial ¢ en R3
tal que el (3 x 3)—campo matricial

I —[¢]x [W]x es invertible en un abierto Uy C R, (12)

con I la matriz identidad, el corchete de Poisson {, }r ) correspondiente al (3 x 3)-campo
matricial antisimétrico

-1
L)) = [W]x (I = [¢]x [W]x) (13)
se llama la transformacion gauge de {, }y asociada a ¢ en el abierto Ug,.

Por simplicidad, nos referiremos al corchete de Poisson {, }r, ) como la transformacién
p-gauge de {, }y.
Observaciones 9. La antisimetria de la matriz [[y(¢)]x definida en se sigue de (i)
la identidad de Weinstein—-Aronszajn (Howland, 1970): sean P y Q matrices (reales) de
dimensiones adecuadas, entonces I + QP es invertible si y solo si [ + PQ es invertible. (ii) La
igualdad P(I + QP)™' = (I + PQ)~'P. Basta con tomar P = []x y Q = —[¢]x y calcular
[P(I+@QP)71]".

Ejemplo 7. Si ¢ es el campo vectorial trivial en R3, ¢ = 0, entonces la trasformacion ¢—
gauge de cualquier corchete de Poisson en R3 es igual a él mismo.

Observaciones 10. En un contexto mds general, las transformaciones gauge son transfor-
maciones inducidas por una 2—forma diferencial que, en el dominio donde estdn definidas,
dejan invariante en cierto sentido una geometria generada por los corchetes de Poisson en
variedades diferenciales. Fste estudio queda fuera del alcance de este articulo, el lector in-
teresado puede consultar ('S'evem and Weinstein, |2001; |Bursztyn,, |2005; | Evangelista- Alvarado
et all,2021)) (ver también, Observaciones . En particular, en (Evangelista-Alvarado et all,
2021) se presentan formulas andlogas a Y validas en variedades diferenciales 3
dimensionales.

Para este articulo, lo importante de la Definicién [l es que proporciona un mecanismo para
construir un corchete de Poisson a partir de uno dado. Sin embargo, en esencia, tal mecanismo
involucra el determinar la invertibilidad y la inversa de una matriz de tipo I + M, lo que en
general es un problema no trivial. Afortunadamente, para el caso particular (12)) que ocupa a
la Definicién (1] se pueden obtener expresiones explicitas que dan lugar al siguiente resultado.

Proposicién 1. Sea {, }, un corchete de Poisson en R®. Dado un campo vectorial ¢ en R?,
la transformacion ¢-gauge de {, }y estd bien definida en el abierto

Upp = {{¢, ) + 1 #0} CR’. (14)
Aun mads, estd dada en este abierto por
1
{f,9}r,w) = G+l {9}y, f,9€Cp. (15)
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Demostracién. Sea § := (¢, 1) + 1 € Cg3. Primero, por cdlculo directo, tenemos que

I— [Qb]x W]x :51_¢¢T-

Luego, se puede verificar que
det(6] — o) = 2
En consecuencia, la condicion (12) equivale a pedir § # 0. Es decir, se cumple en el abierto

Upy = {0 # 0} de R3. Lo que prueba (14). Ahora, en el abierto Uy, por la férmula de
Sherman—Morrison (Golub and Van Loan, |2015), tenemos que

(67 —wo") =M+ o e =6 T+ vl

Luego, es claro que
-1 _
[W]x (0T = ¢") " =07 [¢]x.
Por tanto, usando , el (3 x 3)-campo matricial antisimétrico en es dado por

[To()], = 5[01x = [5¥]

Lo que implica que
Ly(v) = 5¢.
Ahora, ya querot(6 1) =t roth + 672 X V4, el campo vectorial T s(v)) satisface la ecua-

cion @, pues 1 lo hace por hipotesis. Por lo tanto, del Lema se sigue que I'y(1¢) induce
un corchete de Poisson que, por , estd definido en Uy por

{f.9}r,) = (To(¥), Vf X Vg) = (54, Vf x Vg) = 5, Vf X Vg) = 5{f, g},
para cualesquiera f,g € Cg3. Lo que prueba . O

En otras palabras, la Proposicion |1 nos dice que la transformacion ¢g—gauge de un corchete
de Poisson {, }, en R? es un multiplo de ella misma por una funcién escalar. Lo que resuelve
el problema de determinar de manera explicita la transformacion gauge de un corchete de
Poisson dado. Atn maés, nos dice que es el corchete de Poisson parametrizado por el campo

vectorial .

(9,9) +1

definido en el abierto Uy, en . En consecuencia, bajo un abuso de notacién, se tiene
inducida una transformacién Cgg-lineal T’y : Xp(R?) — Xp(R?) entre campos vectoriales en
Xp(R?) definida por la férmula ([16)).

Por lo anterior, el estudio de las transformaciones gauge de corchetes de Poisson en R? se
reduce al estudio de transformaciones I', de campos vectoriales en Xp(R?). Atin mds, por la
definicién de I'y, es claro que todo se reduce al estudio de la ecuacion

(9,9) +1=0, (17)
por ser Uy, = R*\ {(¢,¢) + 1 = 0}. O

Ly(¥) = ¥, (16)
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Ejemplo 8. Sea {, }y, un corchete de Poisson en R3. Entonces, la transformacién v -gauge
de {, }y estd bien definida en todo R® y es igual al corchete de Poisson 1/(||¥]|> +1){, }e.

Corolario 1. Sea {, }; un corchete de Poisson en R3. Si ¢ es un campo vectorial en R3
ortogonal a 1, es decir, (¢,1) =0, entonces la transformacion ¢-gauge de {, }, estd bien
definida en todo R® y es igual {, }y.

En general, dar una descripcién de la superficie (de nivel) generada por la ecuacion ,
y por tanto del abierto Uy, en , es un problema complicado que depende claramente de
las propiedades de los campos vectoriales 1 y ¢. Como veremos a continuacion, para el caso
en que 1 es un campo vectorial lineal y ¢ es un campo vectorial afin la ecuaciéon es la
ecuacién de una cuddrica en R3.

5. Caso: Corchetes de Poisson lineales en R?

En este apartado, utilizando el estudio realizado previamente en esta seccién, se muestra
que las cuddricas en R? determinan el dominio de definicién de las transformaciones gauge
dadas por campos vectoriales afines de corchetes de Poisson lineales. Luego, aplicando este
resultado y una clasificacién conocida de cuddricas en R3, se describen para el corchete de
Poisson (lineal) del cuerpo rigido (Marsden and Ratiu, 1999) las transformaciones gauge da-
das por campos vectoriales afines y se presentan algunas condiciones que ayudan a determinar
el dominio en el que estdn definidas.

Un corchete de Poisson {, }, en R? se dice lineal si ¢ es un campo vectorial lineal, es
decir, si es de la forma

Yp=LX = (lnx +loy + li3z, lo1@ + ooy + lag2, 312 + I3y + 1332’)T7 (18)

donde L = [l;;] es una matriz real de tamafio 3 X 3, con [;; e Rei,j7 =1,2,3.
Sea ¢ un campo vectorial afin en R?, es decir, la suma de un campo vectorial lineal y uno
constante en R3:

¢=MX +c (19)
T
= (mnI + Mgy + Mgz + €1, M1 @ + Mol + Mgz + C2, M31 T + M2y + M33zz + 63) ;

donde M = [m;;] es una matriz real de tamaiio 3 x 3, con m;; € R, y ¢ = (c1,¢2,¢3)" es un
campo vectorial constante (vector) en R3.
A continuacién, presentamos el resultado principal de este articulo.

Teorema 1. La transformacion gauge de un corchete de Poisson lineal en R® mediante un
campo vectorial afin estd definida en R3 salvo una cuddrica, pudiendo ser ésta imaginaria
o degenerada.

La demostracion de este teorema se basa en el siguiente lema.
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Lema 2. Si ¢ es un campo vectorial lineal y ¢ es un campo vectorial afin en R, entonces
la ecuacion (17)) es la ecuacion de una cuddrica en R3.

Demostracion. Por cdlculo directo, usando Y , tenemos que
($9) +1=(MX +c, LX)+ 1= (XL M+M'L)X +L"c,X)+ 1.

Luego, la ecuacion es igual a la ecuacion tomando S, = %(LTM +M'L), t=L"c
y J = 1. Lo que prueba la afirmacion de este lema. [

Ahora, presentamos la demostracién del Teorema [I]

Demostracién (del Teorema [I). Sean {, }, un corchete de Poisson lineal y ¢ un cam-
po vectorial afin en R®. Por el Lema @ el abierto Uy, en (14)) en el que estd definida la
transformacion ¢—gauge de {, }, es el complemento de una cuddrica en R?, [

En otras palabras, el Teorema (1| permite reducir el estudio de las transformaciones gauge
de corchetes de Poisson lineales en R?, mediante campos vectoriales afines, al estudio de
cuddricas en R3. El hecho de que las cuddricas puedan ser imaginarias equivale a que tales
transformaciones pueden estar definidas en todo el espacio R3. Todo esto da una respuesta
particular al problema de describir de manera explicita el abierto Uy, en (14]) en el que estd
definida una transformacién gauge.

A continuacién, aplicamos el Teoremal[I]a un corchete de Poisson lineal bastante conocido:
el corchete de Poisson del cuerpo rigido.

Observaciones 11. De manera mas general, si 1 y ¢ son campos vectoriales polinomiales
en R3, entonces la ecuacion define una variedad algebraica en R3, en sentido cldsico.
Ast, el Teoremall] se puede generalizar de la siguiente manera: la transformaciéon gauge de un
corchete de Poisson polinomial en R? mediante un campo vectorial polinomial estd definida
en R? salvo una variedad algebraica.

Corchete de Poisson del Cuerpo Rigido. El corchete de Poisson lineal en R3

{7}rig:{7}¢

correspondiente al campo vectorial del Ejemplo [2]

= ('r?yvz)T? (20)

se llama corchete de Poisson del cuerpo rigido (Marsden and Ratiu, [1999)), con expresién
explicita dada en el Ejemplo . Se llama asi porque codifica las ecuaciones (y la geometria)
que determinan la evolucion temporal del sistema fisico denominado cuerpo rigido. Grosso
modo, un cuerpo rigido es un cuerpo ideal que no sufre ningin tipo de deformacion bajo la
accion de una fuerza externa aplicada sobre él. En otras palabras, la distancia entre dos puntos
cualesquiera de un cuerpo rigido permanece constante en el tiempo, independientemente de
las fuerzas externas aplicadas sobre él.
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Ahora, notemos que la matriz que determina al campo vectorial lineal ¢ en , en el
sentido de , es la matriz indentidad (L = I'). Luego, dado un campo vectorial afin ¢ como
en (|19), por el Lema , la ecuacién da lugar a la siguiente ecuacion de una cuadrica:

(MX +¢,X)+1=0.

De manera mas explicita,

Q = mu2® + magy® + magz® + (Mg + mo1)xy + (Maz + ma1)xz + (mag + ma2)yz
+oar+oy+ez+1=0 (21)

Asi, de la Proposicion [I] se desprende el siguiente resultado.

Teorema 2. Sea ¢ un campo vectorial afin en R® como en . Entonces, la transformacion
o—gauge del corchete de Poisson del cuerpo rigido estd dada por

1
6 { ) }riga

y estd definida en el abierto
R\ 2o, (22)

donde Q es el polinomio cuadrdtico en R? definido en y Xg es la cuddrica inducida por
Q via la ecuacion .

Por ser ¢ un campo vectorial arbitrario, para determinar completamente las transforma-
ciones gauge en este teorema solo falta describir las posibles cuddricas > en en términos
de la matriz M y el vector c en . Esto es lo que presentamos en el siguiente teorema para
el caso particular en que M es la suma de una matriz diagonal y una matriz antisimétrica,
utilizando la clasificacién de cuddricas en el Apéndice [A]

Teorema 3. Sea ¢ un campo vectorial afin en R® como en (19) tal que M es una matriz
que satisface las siguientes condiciones:

Mo = —My2, M3 = —Mi3 Y M3y = —Mo3. (23)

Entonces, la transformacion ¢—gauge del corchete de Poisson del cuerpo rigido estd definida
en el abierto

R*\ o,

donde X¢g es una cuddrica en R®. Adn mds, asumiendo , la Tabla |1| presenta algunas
condiciones bajo las cuales Yo queda determinada:
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Tabla 1: Cuddricas ¢

bIFa) Condiciones

— — — — _ 2
Plano mss 7é 0, M1 = Moy = C1 = Cy = 0, 4m33 = Cj3

— — _ 2
m33—01—0,4m22—c27é0

— _ _ 2
m33—02—0,4m11—cl7£0

Planos paralelos myy # 0,mgy = mg3 = co = c3 =0,4my; — 2 #0

7

_ o 2
Moy 7# 0,m11 =mgz =c1 = c3 =0,4mgy — c5 # 0

b

_ o 2
m337£0,m11—m22_cl_02—0,4m33—637£0

Cilindro Parabdlico mg3 # 0, m11 = Moy = 0, nonzero(cy, c) > 1

mi1, 3 # 0, Mgy = msz3 =0

Mag, c3 7# 0,my; = msz =0

mir, c2 # 0,may = mg3 = c3 =0

Mag, c1 # 0,my; =mag =c3 =0

Par de planos intersectados | mss = c3 = 0, m11¢3 + Masct = 4myimay < 0

Imaginaria M3z = C3 = O, mlng + mQQC% = 4dmq1mag > 0
Cilindro hiperbélico mi1Mmog < 0, m3z3 — C3 = O, mllcg + mQQC% — 4m11m22 7é 0
Cilindro eliptico mi1Moy > 0, mgz3 = C3 = O, mncg + mggc% - 4m11m22 7é 0

Paraboloide hiperbélico c3 £ 0,myymaos < 0,m33 =0

Paraboloide eliptico cg # 0,myymag > 0,mz3 =0

Demostracién (bosquejo). Por (23), el polinomio cuadrdtico Q en (21)) es en este caso
wqual a
Q = mua® + maoy® + maz2® + 1 + ey + 3z + 1.

Luego, por Y , la matriz S, y el vector € que determinan a ) son dados por

mi1 0 0 (&1
Su = 0 %y 0 Y (= Co
0 0 mss Co

Por lo tanto, la Tabla [1] se obliene después de varios cdlculos siguiendo los criterios y la
clasificacion en el Apéndice|A| con S, como antes, { = %E yJ=1. 0
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Cabe mencionar que en este teorema nos limitamos a matrices que satisfacen porque
considerar a M de manera general no permite deducir condiciones explicitas que describan a
2@, como en la Tabla , mas alla de las condiciones generales presentadas en la clasificacion
en el Apéndice[A] Ademads, aclaramos que las condiciones presentadas en estas tablas no son
exhaustivas, se eligieron sélo las més ilustrativas, a nuestro parecer.
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A. Apéndice: Clasificacién de Cuadricas en R’

Dada la ecuacién de una cuddrica en R?

Ar* + By +C22 + Doy + Exz + Fyz +Gr + Hy + 1z + J = 0,

con A, B,...,J € R, definamos la siguiente matriz simétrica 3 x 3 y el vector en R?:
2A° D FE 1 G
E F 2C 1

Consideremos la matriz simétrica por bloques 4 x 4
o (5T "
=1 _ . 2
A

p3 :=rank S,, pg:=rankS, A:=detS

Definamos

. 1 si los valores propios no triviales de S, tienen el mismo signo,
' 0 en otro caso.
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Cuadricas en R?

Tabla 2: Clasificacién de cuadricas en R?

Cuédrica Ecuacién Candnica | p3 | ps | sgn(A) | k
elipsoide (imaginario) 2—; + z—j + i—; =-1 3| 4 + 1
elipsoide i—i + z—z + i—; =1 3| 4 — 1
hiperboloide de una hoja 2—2 + z—j — j—i =1 31 4 + 0
hiperboloide de dos hojas 2—; + z—j — i—; =-1 3| 4 — 0
paraboloide hiperbdlico g—j — 2—; =z 2| 4 + 0
paraboloide eliptico "g—z + z—j =z 2 | 4 — 1
cono eliptico (imaginario) 2—2 + Z—; + i—; =0 313 1
cono eliptico i—z + z—j — z—; =0 31 3 0
cilindro eliptico (imaginario) "g—z + Z—z =-1 2 13 1
cilindro eliptico 2 L=1 2 | 3 1
cilindro hiperbdlico 2—; — Z—z =-1 21 3 0
cilindro parabdlico 22+ 2az =0 113
par de planos intersectados (imaginario) ‘z—z + Z—j =0 2 | 2 1
par de planos intersectados 2_2 - Zb’—j 0 2 | 2 0
planos paralelos (imaginario) 2?2 = —a? 1| 2
planos paralelos 2% = a? 1|2
planos coincidentes 22 =0 1 1
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