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Resumen

La curvatura es uno de los conceptos mds importantes en geometria diferencial. En es-
te articulo daremos un recorrido por las ideas detrds de este concepto. Veremos diferentes
maneras de definir la curvatura de curvas y diferentes tipos de curvaturas para superficies y
variedades de dimensiones Superiores.
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1. Introduccidon

El objetivo de este articulo es presentar diferentes nociones de curvatura en geometria
diferencial a partir de su significado geométrico en ejemplos, asi como la expresion analitica
de dichos conceptos. Es una introduccion a la geometria diferencial, dirigido a estudiantes
de ciencias e ingenierias quienes hayan cursado calculo de varias variables. Comenzando
con la idea intuitiva de que una linea recta no se curva, y de que una circunferencia de
radio pequeno se curva mas que una circunferencia de radio mayor, se definird de manera
geométrica y analitica la curvatura de curvas planas y en el espacio. Posteriormente, usando la
curvatura de curvas planas, introduciremos las curvaturas normales de una superficie, y entre
ellas, especificaremos a las curvaturas principales. A partir de éstas ultimas, presentaremos la
curvatura Gaussiana y la curvatura media de una superficie. Definiremos curvaturas andlogas
para el caso de hipersuperficies y finalmente definiremos la curvatura seccional y la curvatura
escalar de una variedad Riemanniana. Terminamos enunciando algunos teoremas clasicos que
involucran a las curvaturas Gaussiana y media de una superficie. Dado que nuestro objetivo
es concentrarnos en el aspecto geométrico de la curvatura, no mencionaremos nada acerca
de su desarrollo histérico, lo cual también es un tema apasionante,para ello recomendamos
el articulo (Naveira, [2007)).
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2. Motivacion

Podemos comprobar empiricamente que a partir de una hoja de papel se pueden formar
un cono o un cilindro. Pero es imposible obtener un pedazo de esfera, sin doblar, estirar o
cortar la hoja. La razon de esto es que un plano, un cono y un cilindro tienen la misma
“curvatura Gaussiana”, mientras que en un plano y una esfera dicha curvatura es diferente.
Es por esto que es imposible construir el mapa perfecto, es decir, al representar a la superficie
de la Tierra en un plano, siempre habra distorsiones en las distancias. Es posible construir
mapas que preserven los angulos de las trayectorias recorridas, como el Mapa de Mercator, o
mapas que preserven las areas, pero no se puede construir un mapa que preserve todas estas
propiedades, ni que preserve todas las distanciasﬂ

Y

(a) Cilindro (b) Cono (¢c) Esfera

3. Curvas en el plano

Comenzaremos considerando curvas en el plano Euclidiano R?. Recordemos que R? con-
siste de todas las parejas ordenadas de ntimeros reales R? = { (z,y) | =,y € R }.

Sea I = [0,1]. Una funcién a: I — R? es de la forma a(t) = (z(t),y(t)), donde las
funciones x: R —+ R y y: R — R son llamadas las funciones coordenadas de . La funciéon «
es diferenciable cuando todas sus funciones coordenadas son diferenciables.

Una curva parametrizada diferenciable en R? es una funcién diferenciable ao: I — R2. A su
imagen a(I) C R? se le denomina la traza de a. Podemos pensar a una curva parametrizada
como una particula moviéndose a lo largo de la traza de «, tal que al tiempo ¢ se encuentra
en el punto «(t). El wvector tangente o wvector velocidad de la curva a en el punto «(t),
denotado por o/(t), es el vector dado por las derivadas de las funciones coordenadas, es decir
o/ (t) = (2'(t),y'(t)). Una curva parametrizada diferenciable es reqular si el vector tangente
es distinto del vector cero para toda t € I.

Dadas una funcién diferenciable h: I — I tal que h'(t) > 0 para toda ¢ € I y una curva
parametrizada diferenciable regular a: I — R? la composicién 5(t) = a(h(t)) es otra curva
parametrizada regular. Decimos que 3 es una reparametrizacion de o.

IPara saber més sobre las mateméticas involucradas al hacer mapas, recomiendo el video Mapas, de
la serie Aventuras Matemdticas del Instituto de Matematicas de la UNAM https://www.matem.unam.mx/
~video/mapas/map.html.
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Figura 1: Curva parametrizada y vector tangente.

Dada una curva parametrizada diferenciable regular ov: R — R2, siempre es posible en-
contrar una reparametrizacion  tal que la norma del vector velocidad es 1 en todo punto,
es decir, ||'(t)|| = 1 para toda t € I (ver (do Carmo, |1994, §1.5, Observacién 2)). En este
caso decimos que [ esta parametrizada por longitud de arco, ya que el parametro nos da la
longitud recorrida.

Figura 2: Curva parametrizada por longitud de arco.

3.1. Curvatura

El problema que nos planteamos es el siguiente:
Dada una curva parametrizada diferenciable regular a: I — R?,

., Como podemos medir qué tanto se curva?

Daremos dos respuestas, una geométrica y una analitica.

Respuesta geométrica

Partimos de dos ideas intuitivas:
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1. Una recta no se curva. Entonces diremos que una recta tiene curvatura cero.

2. Sean C,, y C,, dos circunferencias de radios r; y rs respectivamente. Si r; < ry, entonces
C,, se curva mas que C,.,.

T2

T1

Es decir, la curvatura de una circunferencia es inversamente proporcional a su radio.
Entonces diremos que la curvatura de la circunferencia C, de radio r es % Esto es
compatible con el inciso [1} si consideramos a las rectas como circunferencias de radio
infinito.

Dada una curva a:: I — R? parametrizada regular, es decir, con o/(t) # 0 para toda t € I,
queremos asociarle una funcién x: I — R que en cada punto «(t) la cantidad x(t) indique
“cuanto se curva la curva en dicho punto”. La idea es encontrar la circunferencia que mejor
aprozima a la curva « en el punto P = «(tp). Tomamos dos puntos @ = a(t;) y R = a(ts)
cercanos al punto P = a(ty) y trazamos la circunferencia que pasa por @), Py R.

Hacemos tender t; y t5 a tg, es decir hacemos tender los puntos ) y R al punto P.




José Luis Cisneros Molina Un recorrido por el concepto de curvatura

Si a”(ty) # 0, en el limite, obtenemos una circunferencia de radio rp la cual es llamada
circulo osculador a o en P, para una demostracion ver (Spivak, (1979, Chapter 1, Theorem 1).
Entonces definimos la curvatura de la curva « en el punto P = «(ty) por k(ty) = i Si
a'(tp) = 0 definimos (ty) = 0.

A esta nocién de curvatura podemos asignar un signo que indica la direccién en que se
desvia la curva. Asignamos el signo positivo cuando el centro del circulo osculador queda a
la izquierda de la direccion de avance de la curva, y negativo en el caso contrario.

Respuesta analitica

Fijemos una recta en el plano, digamos el eje . Dada una curva a: I — R? regular
parametrizada por longitud de arco, sea 6(t) el dngulo entre el vector tangente o/(t) a la
curva « en el punto a(t) y el eje .
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Intuitivamente, si la trayectoria es una recta, el angulo no cambia y se mantiene constante.
Por otro lado, si la trayectoria se curva mucho, el angulo cambia muy rapido. Por lo tanto,
definimos la curvatura como la razéon de cambio del angulo:

K(t) = %(t).

Esta definicion no sélo nos da una magnitud, que mide la razén de la desviacién de la
curva de una recta, sino también un signo el cual indica la direccién de la desviacién. El
signo de la curvatura en un punto es:

Positivo si a partir de dicho punto la curva continta hacia el lado izquierdo de la recta
tangente que pasa por dicho punto, como se ilustra en la Figuras 3|

Figura 3: Curvatura positiva.

Negativo si a partir de dicho punto la curva contintia hacia el lado derecho de la recta
tangente que pasa por dicho punto, como se muestra en la Figura

Figura 4: Curvatura negativa.
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Las dos nociones de curvatura coinciden si asignamos un signo a la nocién geométrica
como se indico.

4. Curvas en el espacio

Ahora consideraremos curvas en el espacio Euclidiano R* = {(x,y,2) | z,y,z € R} ¥
definiremos su curvatura de manera analitica.

Sea a: I — R? una curva diferenciable regular dada por a(t) = (z(t), y(t), z(t)). Supon-
gamos ademds que la curva « estd parametrizada por longitud de arco, es decir, ||o/(t)|| =1
para toda t € I. Como ejemplo, en la Figura [5| se muestra la curva en el espacio llamada
hélice dada por «a(t) = (acost,asint,bt), donde pedimos que a® + b> = 1 para que esté
parametrizada por longitud de arco.

Figura 5: Curva en el espacio: Hélice.

Denotemos por T'(t) = o/(t) al vector tangente. Como [|T'(¢)|| = ||o/(t)|| = 1 es constante,
T'(t) mide la razén de cambio del dngulo que las tangentes cercanas hacen con la tangente
en t. Por lo tanto definimos la curvatura de « en el punto a(t) por

k() = 1T"@)) = lla"(®)].
Si la curva yace en un plano, las dos definiciones de curvatura coinciden salvo signo, es decir:
k(t) = |k(t)].

El vector o (t) es ortogonal al vector tangente o/(t), por esta razén, al vector unitario n(t)
en la direccién del vector o(t) se le llama el vector normal a la curva « en el punto «a(t).
Ademds tenemos que o’ (t) = k(t)n(t).

5. Superficies

El siguiente paso es estudiar superficies en el espacio Euclidiano R3. Asi como en las
secciones anteriores trabajamos con curvas parametrizadas regulares, que son curvas que en

JO,ON 7



José Luis Cisneros Molina Un recorrido por el concepto de curvatura

cada punto tienen un vector tangente no cero, ahora trabajaremos con superficies regulares,
que son aquellas que tienen en cada punto un plano tangente bien definido.

Asi como definimos una curva en R? como una funcién de una variable real cuya imagen
es un conjunto de R?, para definir una superficie es razonable considerar ahora funciones de
dos variables reales F': R? — R3. Entonces F' se puede escribir como una terna de funciones
coordenadas, es decir

F(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Como pedimos que F' sea diferenciable, todas y cada una de sus funciones coordenadas son
diferenciables, es decir, las derivadas parciales de todos los érdenes existen. Entonces podemos
definir la derivada parcial g—f de F' con respecto a u, también denotada por F,,, por

oF ox dy 0z
%(u,v) = F,(u,v) = (a(u,v), %(u,v), %(u,v))

’ . . . 2
Anélogamente podemos definir las restantes derivadas parciales de F" oF — p 2F _po
5 ov > Ou ’
O°F _ F,,, etc.

E)uavUnau superficie parametrizada diferenciable reqular en R® es una funcién diferenciable
F: U — R?, con U un conjunto abierto de R?, tal que los dos vectores dados por las derivadas
parciales F,(u,v) y F,(u,v) son linealmente independientes para todo punto (u,v) en U, o
equivalentemente, que la matriz Jacobiana DFj de F', dada por

L(q) :(q)

DF,= | %(q) %(q) | = (Fule) Fulq)),
%(q) %(q)

tenga rango 2 para toda ¢ = (u,v) en U. A su vez, esto es equivalente a que el producto cruz
F,(u,v) X F,(u,v) sea distinto de cero, es decir, que haya un vector normal bien definido en
el punto p = F(u,v). La traza de F es el conjunto imagen S = F(U). El plano tangente T,S
a la superficie F' en el punto p = F(u,v) es el plano generado por los vectores F,(u,v) y
F,(u,v).

En general, si A es un subconjunto arbitrario de R?, se dice que una aplicacién F': A — R3
es una superficie parametrizada, si I’ puede ser extendida a una aplicacién diferenciable de
U en R?, siendo U un subconjunto abierto de R? que contiene a A.

Ejemplo 1 (Coordenadas esféricas en la esfera.). Usando las coordenadas esféricas podemos
ver a la esfera de radio a > 0 como una superficie parametrizada regular dada por la aplicacion
F:[0,27] x (—7/2,7/2) — R? definida por

F(¢,0) = (acosfcosp,acosbsing,asinb).

Las lineas ¢ = constante son llamadas meridianos y las lineas # = constante son llamadas
paralelos o circulos de latitud. El circulo 6§ = 0 tambien es llamado ecuador; este es el inico
circulo maximo, de entre todos los paralelos. Todos los meridianos son circulos maximos.

JO,ON 8



José Luis Cisneros Molina Un recorrido por el concepto de curvatura

Figura 6: Coordenadas esféricas en la esfera.

Observaciones 1. La superficie parametrizada F' del Ejemplo (1| esta definida sobre el
rectangulo cerrado [0, 27| x (—m/2,7/2), la cual admite una extensién diferenciable a un
conjunto abierto de R? que contiene a [0,27] x (—7/2,7/2). Sin embargo, cualquier exten-
sion recubrird mas de una vez partes substanciales de la esfera, en tanto que F' solamente
cubre dos veces a una semicircunferencia que va desde el polo norte al polo sur.

Existen ciertos subconjuntos de R? a los que quisiéramos denominar superficies, pero
que no encajan dentro del contexto de las superficies parametrizadas regulares descritas
anteriormente. Tales subconjuntos no pueden ser descritos como la imagen biyectiva de una
sola superficie parametrizada regular definida sobre un conjunto abierto de R?; como vimos,
la esfera es un ejemplo de esto.

Introduciremos el concepto de superficie regular; intuitivamente se combinan convenien-
temente varias superficies parametrizadas para describir a ciertos subconjuntos de R? que
son los que queremos definir como superficies. La definicién de superficie regular es un poco
méas complicada, pero es la que se generaliza a dimensiones superiores para dar el concepto
de variedad diferenciable.

Definicién 1. Un subconjunto S C R? es una superficie reqular si para cada p € S, existe
una vecindad V en R? y una aplicacién F: U — V N S de un subconjunto abierto U de R?
sobre VNS C R?, llamada parametrizacion de S, tal que

1. La aplicacién F es diferenciable.

2. La aplicacién F' es un homeomorfismo: F' es continua (por la condicién [1)) y admite una
inversa F~1: VNS — U que es continua.

3. Cada aplicacién F': U — S es una superficie parametrizada regular.
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Ejemplo 2. La esfera unitaria S* = {(z,y,2) € R? | 22 + y® + 22 = 1}, es una superficie
regular. Podemos cubrir a la esfera mediante seis superficies parametrizadas regulares cuyas

trazas son hemisferios: F;: U C R? = R3 con i = 1,...,6, dadas por
Fi(z,y) = (z,y,+V/1 = (22 +92),  (z,9) €U, U={(r,y) eR*|[2*+4° <1},
Fy(z,y) = (2,4, —/1— (22 +¢?)), (r,y) €U, U={(z,y) eR*[2*+y* <1},
F3(x,2) = (x,++/1 — (2% 4 22), 2), (,2) €U, U={(z,2) eR*|2*+2*<1},
Fi(x,2) = (x,—/1 — (22 4 2?), 2), (,2) €U, U={(r,2) eR* |2 +2* <1},
B2 = (VI T Pms). o) el U={@m:) ek |y +2 <1},
Foly,2) = (V1= (¥ +22),9,2),  (y,2) €U, U={(y,2) eR* |y’ +2*<1}.

Hay otra manera mas practica de obtener superficies regulares en R?, para ello necesitamos
algunas definiciones.

Definicién 2. Sea f: R® — R una funcién diferenciable. El gradiente de f en el punto
(z,y, z), denotado por V f(x,y, z) se define como

0 0 0
Vi) = (G ). G @2, 5 0.2

Un punto (z,y,z) € R? es un punto critico de f si Vf(x,y,2) = 0. La imagen f(z,y,2) € R
de un punto critico es llamado un wvalor critico de f. Un punto a € R que no es un valor
critico es llamado un valor reqular de f.

Teorema 1. Si f: R? — R es una funcion diferenciable y a € R es un valor reqular de f,
entonces f~1(a) es una superficie regular en R3.

Para una demostracién ver (do Carmo), 1994} §2.2, Proposition 2).

Ejemplo 3. Consideremos la funcién f: R® — R dada por f(z,y,2) = 2* + y* + 22, El
gradiente estd dado por V f(z,y, z) = (2x,2y,22). Es facil ver que 1 € R es un valor regular
de f y por el Teorema (1] el conjunto

1) ={(z,y,2) €ER?| f(z,y,2) =2 +9* + 22 =1}
es una superficie regular que es precisamente la esfera unitaria S?.

De ahora en adelante, en vez de decir superficie regular, solamente diremos superficie.

Usando el hecho de que sabemos calcular curvatura de curvas planas, definiremos las
curvaturas normales en un punto de una superficie en R3. Entre las curvaturas normales
definiremos las curvaturas principales, y con ellas, otros dos tipos de curvaturas: la curvatura
Gaussiana y la curvatura media.




José Luis Cisneros Molina Un recorrido por el concepto de curvatura

5.1. Curvatura normal

Describiremos el proceso para definir las curvaturas normales de una superficie arbitraria
S y lo iremos ilustrando en el ejemplo de la superficie conocida como paraboloide hiperbolico
o silla de montar, la cual esta dada por

{(z,y,2) ER* [z —a®+y* =0}

Sea S una superficie y sea p € S.

Tomemos el plano tangente 7,5 a S en p.
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Sea v en 1,5 y P, el plano normal a S generado por N y v.

La interseccién P, NS es una curva plana «, contenida en S.

La curvatura normal de S en p en la direccién de v es
K, = curvatura de «, en el tiempo ty, tal que a(ty) = p.

Con signo positivo (4) si a/(to) tiene el mismo sentido que N, es decir, (o'(ty), N) > 0, y
signo negativo (—) si a/(ty) tiene el sentido opuesto que N, es decir, (a”(ty), N) < 0.

Si tomamos vectores tangentes v en T},S distintos obtenemos curvaturas normales distintas
como se muestra en la Figura [7}

Figura 7: Otras dos curvaturas normales de S en el punto p.
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5.2. Curvatura normal y curvatura geodésica

En la literatura a veces se da una definicién alternativa de la curvatura normal, por
ejemplo en (do Carmo|, 1994, §3.2, Definicién 3). Sea S una superficie, p € S'y N un vector
unitario normal a S en p. Sea C una curva regular en S que pasa por p, parametrizada por
a(s), donde s es la longitud de arco de C'y a(0) = p. Sea n el vector normal a C' en p y
6 el angulo entre los vectores N y n. Sea k = ||a”(0)|| la curvatura de C' en p. El nimero
ke = kcos@ se denomina la curvatura normal de C' C S en p. Es decir, k¢ es la longitud de
la proyeccién u del vector kn = o”(0) sobre la recta determinada por el vector normal N,
esto se muestra en la Figura

Figura 8: Curvaturas normal y geodésica.

Si C' es una curva que pasa por p obtenida por la interseccién de S con un plano normal,
tenemos que # es cero y la curvatura normal de C' coincide con la curvatura k£ de C', como en
nuestra primera definiciéon de curvatura normal. De hecho, se puede demostrar que todas las
curvas contenidas en S que tienen en un punto dado p € S la misma recta tangente, tienen
en ese punto la misma curvatura normal (do Carmo), 1994} §3.2, Proposicién 2). Por lo tanto,
las dos definiciones de curvatura normal son equivalentes.

Por otro lado, consideremos la proyeccién w del vector kn = «”(0) sobre el espacio
tangente 7,5 (ver Figura, a la longitud de w se le denota por k4 y se le llama la curvatura
geodésica de C' en p, es decir, k, = ksenf. Por lo tanto tenemos que k* = K7, + lig.

5.3. Curvaturas principales

A cada vector unitario v € T,S le asociamos la curvatura normal , de S en p en la
direccién de v. Esto nos da una funcién continua (en la seccién se explica porqué es

JO,ON 13
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continua)
k:S' =R

UV = Ry,

(1)

donde S' es la circunferencia unitaria en T,S. El méximo x; y el minimo k3 de las curvaturas
normales son llamadas las curvaturas principales de S en p. Los vectores unitarios e; y es en
cuyas direcciones se alcanzan k1 y ko son llamados las direcciones principales en p.

En el ejemplo de la silla de montar las curvaturas principales se muestran en la Figura [9}

Figura 9: Curvaturas principales.

5.4. Curvatura media y curvatura Gaussiana

A partir de las curvaturas principales definimos:

Curvatura Gaussiana: La curvatura Gaussiana K(p) de una superficie S en un punto
p € S es el producto de las curvaturas principales de S en p:

K = R1K9.

Curvatura media La curvatura media H(p) de una superficie S en un punto p € S es el
promedio de las curvaturas principales de S en p:
K1+ Ko

H = .
2

La curvatura Gaussiana define diferentes tipos de puntos en una superficie.

Punto silla o punto hiperbdlico. Un punto p en una superficie S es un punto hiperbélico
si K(p) < 0. Esto es equivalente a que las curvaturas principales k; y Ky en p tienen
signos opuestos, y a su vez esto implica que S cruza el plano tangente en cualquier
vecindad de p.
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Figura 10: Punto hiperbdlico.

Punto plano o punto parabdlico. Un punto p en una superficie S es un punto parabolico
si K(p) = 0. Esto es equivalente a que alguna curvatura principal k1, k2 (0 ambas) sea

Cero.

Figura 11: Punto parabdlico.

Punto eliptico. Un punto p en una superficie S es un punto eliptico si K(p) > 0. Esto es
equivalente a que las curvaturas principales k1 y k2 tengan el mismo signo, y a su vez
esto implica que S estd en un lado del plano tangente a p, del mismo lado que n si

K1, ko > 0, del lado opuesto que n si k1, ke < 0.

Figura 12: Punto eliptico.

Hay superficies que tienen los tres tipos de puntos. Por ejemplo el tord! dado por la
parametrizacién F': [0, 27] x [0, 27]

F(u,v) = ((2 + cosu) cosv, (2 + cosu) sinv, sinu).
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memmmmm PUntos elipticos

P

mmmmmm Puntos hiperbolicos

s Puntos parabdlicos

5.5. Las aplicaciones de Gauss y Weingarten

Ahora presentaremos una manera analitica de obtener la curvatura Gaussiana y la cur-
vatura media.

Sea S una superficie en R?. Sea p € S y V una vecindad abierta de p en S. La aplicacién
de Gauss N: V — S? es una aplicacién diferenciable que asocia a cada punto p € V C S un
vector normal unitario como se ilustra en la Figura

N
N,(P) o .
82

Figura 13: Aplicacién de Gauss.

Una manera de dar la aplicacién de Gauss es la siguiente. Sea F: U — S C R3 una
parametrizacién de S, con U un abierto de R? y la traza de F es V = F(U). Sean q € U
vy p = F(q), entonces la aplicaciéon de Gauss estd dada por el producto cruz en R? de las
derivadas parciales de F' normalizado:

Nip) - el x B)

" 1Fu0) x Bl

La diferencial de la aplicacién de Gauss, conocida como aplicacion de Weingarten, es
una aplicacién lineal dN,: T,S — Tn(»S?. Como TS y Tn(»S? son planos paralelos, dN,
puede verse como una aplicacion lineal de 7,S en si mismo dN,: T,,S — T,,S. Una propiedad
muy importante de la aplicacion de Weingarten es que es autoadjunta, es decir, satisface la
siguiente igualdad (do Carmo), |1994), Seccién 3.2, Proposicién 1)

(dNy(v1),v2) = (v1,dNy(v2) ), para todo vy, vy € T,5,
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donde ( , ) es el producto interior en R? restringido a 7,S. Esto implica (ver (do Carmo
1994, Teorema, Apéndice del Capitulo 3)) que existe una base ortonormal {ey,e2} de 7,5,
que corresponde a las direcciones principales, tal que

dNy(e;) = —Ksei, coni=1,2,

es decir, las direcciones principales son vectores propios de dN, con valor propio —r;. Por lo

tanto, e; y e; forman una base ortonormal que diagonaliza a dN,. Entonces dN,, = ( % _(,12 )

Yy
1
K = detdN,, H = ——trazadN,.
2

Podemos definir una forma cuadratica @: 7,5 — R mediante Q(v) = —(dN,(v),v), la
cual restringida a la circunferencia unitaria en 7,5 da la funcién k: S' — R definida en (I},
es decir, k(v) = Qls:1 (v) = Ky, y por esta razén la funcién k es continua.

5.6. Superficies orientables y no orientables

Como vimos en la Subseccion dada una parametrizacién F: U — S C R? de una
superficie S, con U un abierto de R?, la aplicacién de Gauss asocia a cada punto p = F(q)
en la imagen de F' el vector normal dado por el producto cruz de las derivadas parciales de
F| es decir, N(p) = % para toda ¢ € V. En otras palabras, la aplicacion de Gauss
define un campo vectorial normal diferenciable sobre el subconjunto abierto V = F(U) de S.
Un hecho sorprendente es que no todas las superficies admiten un campo vectorial normal
diferenciable definido globalmente sobre toda la superficie. Un ejemplo de dichas superficies
son la banda de Mobius® y 1a botella de Klein® mostradas en la Figura . Diremos que dichas

superficies son no orientables.

(a) Banda de Mobius (b) Botella de
Klein

Figura 14: Superficies no orientables.

Por otro lado, diremos que una superficie S es orientable si admite un campo vectorial
normal diferenciable N definido en toda la superficie. La elecciéon de dicho campo N es
llamada una orientacion de S. Ejemplos de superficies orientables son la esferd® y el tord®
mostrados en la Figura [15]
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Figura 15: Superficies orientables.

Por lo tanto, si S es una superficie orientable, escoger una orientacién es equivalente a dar
una aplicacién de Gauss global, es decir, definida sobre toda la superficie N: S — S? C R3.
En este caso, la curvaturas de Gauss K: S — R y media H: S — R también estan bien
definidas sobre toda la superficie.

6. Dimensiones superiores: variedades Riemannianas

Como mencionamos en la Seccién [f] el concepto de superficie regular se puede generalizar
a dimensiones superiores para obtener subconjuntos de R” tales que en cada punto tengan
bien definido un espacio tangente, el cual es un subespacio de R"™ de dimension k£ < n.

Definicién 3. Un subconjunto M C R"™ es una variedad diferenciable de dimension 0 < k <
n si para cada p € M, existe una vecindad V' en R™ y una aplicacion F: U — V N M de un
subconjunto abierto U de R* sobre V N M C R™ de la forma

F(uy,...,ur) = (z1(ug, - yug), ooy T (ug, o ug))
tal que
1. La aplicacion F' es diferenciable.
2. La aplicacion F' es un homeomorfismo.
3. Cada aplicacion F': U — M tiene matriz Jacobiana
gela) - 5(a)
DF,=| + . ¢ | =(Fule ... Fu(2),

Galg) ... %=2(q)

de rango k para todo punto ¢ = (uy,...,u;) € U C RE,
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Como en el caso de las superficies regulares, la condicion [3| es equivalente a que los k
vectores en R"™ dados por las derivadas parciales F,,(q) con i = 1,... k, sean linealmente in-
dependientes. El espacio tangente T,M a la variedad M en el punto p = F(q) es el subespacio
generado por los vectores Fy, (q), ..., Fy,(¢q). Como T,M es un subespacio de R", podemos
dotar a 7, M de un producto interior restringiendo el producto interior estandar de R™. Una
variedad diferenciable M dotada de un producto interior en cada espacio tangente 7, M que
varia diferenciablemente es llamada una variedad Riemanniana.

En el plano R?, dados dos puntos, la linea de menor longitud que los une es el segmento de
recta que pasa por ambos puntos. Andlogamente, dados dos puntos en el espacio Euclidiano
de dimension n la linea de menor longitud que los une es una recta. En general, dada una
variedad Riemanniana de dimension k en R”, existen curvas de menor longitud que unen dos
puntos las cuales son llamadas geodésicas. En una superficie S, una curva C' es una geodésica
si la curvatura geodésica r, de C' en todo punto es cero. Por ejemplo, en la esfera S? las
geodésicas son los circulos maximos, como los meridianos o el ecuador en el Ejemplo . Esto
es facil de ver, pues los circulos maximos se obtienen de intersectar a la esfera con planos
que pasan por el centro de la esfera, dichos planos son planos normales a la esfera, por lo
tanto, la curvatura geodésica de los circulos maximos es cero. Para saber mas sobre geodésicas
recomiendo el articulo (Simanca, [2002).

7. Hipersuperficies en R”

Una hipersuperficie en R" es una variedad diferenciable de dimensién n —1 (codimension
1). Sea S C R™ una hipersuperficie. Podemos definir curvaturas normales como en el caso de
superficies en R3. Sean p € S, un vector normal unitario NV en p y un vector tangente unitario
v € T,S. La interseccion del plano generado por N y v y S es una curva, cuya curvatura s, es
la curvatura normal de S en p en la direcciéon de v. La aplicacién v — &, es la restriccion a la
esfera unitaria de una forma cuadratica ) en 7,,S. Existe una base ortonormal {e1, ..., e,—1}
de 7,5 que diagonaliza a (). Las direcciones ey, ...,e,_1 son llamadas las direcciones de
curvatura principales en p y las cantidades correspondientes

K1 = Keys- -y Kp = Ke,_,

son las curvaturas principales de S en p.
Como en R? podemos considerar la aplicacion de Gauss

N:S— S+t

cuya diferencial
dN,: T,S = TnpS* ' 2 1,9

satisface las ecuaciones
de(ei) = —HR;€E;, 1= 1,...,7’L— 1.

Definimos la curvatura media

1 1
H= - 1(51 +F Rp) = E— traza(dN,),
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y la curvatura de Gauss-Kronecker
K. kpo1 = (—=1)""det(dN,).

Ademas, tenemos las otras funciones simétricas elementales de las curvaturas principales,
llamadas curvaturas medias de orden superior. Denotemos por H; a la curvatura media de
orden j-ésimo, normalizada tal que

n—1 n—1
n—1 -
H(l—FtH]):Z( . )Hjt].
j=1 j=0 J
Entonces H, = H, la curvatura media y H,_1 es la curvatura de Gauss-Kronecker.
En dimensiones superiores tenemos curvaturas intermedias. Entre ellas Hy juega un papel

importante. Salvo por una constante, Hy es igual a la curvatura escalar, la cual definiremos
en la siguiente seccion.

8. Curvatura seccional y curvatura escalar

Sea M una variedad Riemanniana de dimension k en R™. Riemann definié en cada punto
p € M las curvaturas seccionales: sean v,w € T,M linealmente independientes. Para todo
vector unitario
U= AU+ pw
existe una tunica geodésica en M que empieza en p con vector tangente u (ver (do Carmol
1992, Ch. 3, Proposition 2.7)).

Dichas geodésicas, al variar u generan una superficie cuya curvatura Gaussiana en p es
llamada la curvatura seccional K, = K[v,w] del plano 7 generado por v y w.

Sea = {ey, ..., e} una base ortonormal de 7, M. Entonces la cantidad
s=2 Z K[ei,ej]
1<i<j<k

es independiente de 3 (ver (do Carmo, 1992, §4.4)), llamada la curvatura escalar de M en p.
Si M es una hipersuperfice en R"™ podemos considerar a e; como las direcciones principales
en p. Entonces Kle;, e;] = k;r; por lo que

s = Z Kikj, 0 s=(n—1)(n—2)Hs.

1<i<j<k

9. Resultados clasicos sobre curvatura

Ya que hemos visto diferentes tipos de curvaturas, en esta seccion enunciaremos algunos
resultados clasicos que las involucran. Para ver mas resultados relacionados con curvaturas
recomiendo el articulo panoramico de Osserman (Osserman, 1990)) el cual en parte motivé al
presente articulo.
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9.1. Cantidades intrinsecas y extrinsecas

Sea M C R"™ una variedad Riemanniana. Las cantidades intrinsecas de M son determina-
das mediante mediciones sobre M misma. Las cantidades extrinsecas dependen del encaje de
M en R", es decir, de “cémo estd metida” M en R™. Para S C R? las curvaturas principales
y la curvatura media son extrinsecas: enrollar una hoja en un cilindro las cambia, pero no
cambian las distancias a lo largo de S. Sorprendentemente, el Teorema Egregio de Gauss

(do Carmol, 1994} §4-3) dice que la Curvatura Gaussiana K = Kiky es intrinseca. Para una
discusién sobre porpiedades intrinsecas vs. extrinsecas recomiendo el articulo (Palmas| 2020).

9.2. Teorema de Gauss-Bonnet

Antes de poder enunciar el Teorema de Gauss-Bonnet necesitamos dar algunas definicio-
nes.

Una superficie es compacta si es compacta como espacio topoldgico (cerrado y acotado
como subespacio de R?). Algunas superficies tienen frontera, como la banda de Mdbius. Una
superficie cerrada es una superficie compacta y sin frontera. Ejemplos de superficies cerradas
son: la esfera, el toro y la botella de Klein.

Recordemos que dos espacios topolégicos son homeomorfos si existe un homeomorfismo
entre ellos, es decir, una aplicacién biyectiva continua cuya inversa también es continua. En
topologia dos espacios homeomorfos son considerados equivalentes.

El Teorema de clasificacion de superficies (ver por ejemplo (S. William Masseyl, [1967))
nos dice que toda superficie cerrada orientada es homeomorfa a una superficie de la siguiente
lista: la esfera, el toro, el toro con dos hoyos, etc., como se muestra en la Figura .

(a) Género 0 (b) Género 1 (c) Género 2

Figura 16: Superficies cerradas orientadas

Distinguimos las superficies de la lista anterior por que tienen diferente género, que in-
tuitivamente corresponde al “ntimero de hoyos”.

A toda superficie cerrada orientada S podemos asociarle un ntiimero entero y(.5) llamado
la caracteristica de Euler-Poincaré de S. Una manera de calcular a x(5) es la siguiente. Un
resultado muy importante en topologia es que las superficies compactas se pueden triangular
(ver (Doyle and Moran, 1968))), es decir, podemos encontrar un poliedro P que sea homeo-

morfo a una superficie S dada. En la Figura [L7 se muestran triangulaciones de la esfera® y
del tord®:
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Figura 17: Triangulaciones de la esfera y el toro.

La caracteristica de Euler-Poincaré de la superficie S se define como x(S) =V — A+ C,
donde V' es el nimero de vértices, A el de aristas y C' el de caras de una triangulacion P, y
no depende de la triangulacion, por lo que es un invariante topoldgico, el cual es completo, es
decir: dos superficies cerradas orientadas S y S’ son homeomorfas si y sélo si x(S) = x(5').
Por ejemplo, la esfera tiene caracteristica de Euler-Poincaré igual a 2 (un tetraedro es una
triangulacién de la esfera y ahi es fécil calcularla), por lo tanto, toda superficie cerrada y
orientada S con x(S) = 2 es homeomorfa a la esfera. Si denotamos por 7, a la superficie de
género ¢ (toro con g hoyos) tenemos que x(7,) = 2 — 2g, por lo tanto, la tnica superficie
cerrada y orientada con caracteristica de Euler-Poincaré positiva es la esfera.

Sea S una superficie orientada. Una curva parametrizada reqular a trozos cerrada y simple
a: I — S es una curva cerrada, sin autointersecciones, cuya recta tangente no esta definida
sélamente en un ndmero finito de puntos t,...,t; € I, los puntos «a(t;), i = 1,...,k, son
llamados los vértices de a y las trazas «([t;, t;11]) son los arcos regulares de a. En cada
vértice a(t;) definimos el dngulo exterior §; como el angulo formado por los limites izquierdo
y derecho respectivamente cuando t — t;, de los vectores tangentes o/(t) con t € [t;_1,1;]
y t € [t;, t;11] respectivamente. El signo del angulo 6; estd dado por la orientacién de S. El
dngulo interior n; en el vértice a(t;) estd dado por n; = 7 — 0;.

Figura 18: Angulos exteriores e interiores de una curva parametrizada regular a trozos.

Sea S una superficie orientada. Una subconjunto R de S es una region simple si R es
homeomorfa a un disco y la frontera OR de R es una curva parametrizada regular a trozos
cerrada y simple a: I — S. Intuitivamente la frontera a esta orientada positivamente si al
caminar sobre la curva en la direccion positiva, con la cabeza apuntando en la direccion del
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vector normal N que da la orientacion a S, la regién R queda a la izquierda. Llamaremos
triangulo a una regién simple con sélo tres vértices como la mostrada en la Figura [19

Figura 19: Regién simple (tridngulo) en una superficie.

Decimos que una regiéon R C S es regular si R es compacta y su frontera OR es la
union de un nimero finito de curvas regulares a trozos, cerradas y simples que no se cortan.
Consideraremos a una superficie cerrada como una regiéon regular sin frontera.

Ahora podemos enunciar el Teorema de Gauss-Bonnet.

Teorema 2 (Teorema de Gauss-Bonnet(do Carmol 1994, §4.5)). Sea R una region regular
de una superficie orientada y sean Cy,...,C, las curvas requlares a trozos cerradas y simples
que forman la frontera OR de R. Supongamos que cada C; estd orientada positivamente y
sean by, ...0, el conjunto de todos los dngulos externos de las curvas Cy,...,C,. Entonces

z:/c ﬁg(s)ds—l—//RKdvoH—z::Ql:27TX(R)- 2)

donde s denota la longitud de arco de C; y la integral sobre C; significa la suma de las
integrales que corresponden a los arcos requlares de Cj.

Si consideramos a una superficie cerrada como una regiéon regular sin frontera, en la
formula no hay contribucuén por la frontera ni por angulos exteriores obteniendo el siguiente
corolario.

Corolario 1 (Teorema de Gauss-Bonnet(do Carmo, [1994, §4-5)). Sea S una superficie ce-
rrada, conexa y orientada. Entonces

/ /S K dvol = 27y(S),

con x(S) la caracteristica de Euler-Poincaré.

Este teorema relaciona fuertemente la geometria y topologia de la superficie. Por ejemplo,
si la curvatura K de S es estrictamente positiva, entonces la integral es estrictamente positiva,
lo que implica que x(S) > 0. Como vimos, la esfera es la tinica superficie cerrada orientada
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con caracteristica de Euler-Poincaré positiva. Por lo tanto, la curvatura impone restricciones
a la topologia de la superficie.

Ahora consideremos un tridngulo geodésico T en una superficie S, es decir, una region
simple con sélo tres vértices, tal que los arcos regulares de su frontera sean geodésicas de S.
Como una regién simple es homeomorfa a un disco, tenemos que x(7") = 1 y como la frontera
esta formada por geodésicas, la curvatura geodésica es cero, por lo tanto, en la formula la
primera integral es cero. Expresando a los angulos exteriores en términos de los angulos
interiores obtenemos.

Corolario 2. Sea T un tridangulo geodésico en una superficie orientada S. Entonces

//Kdv01=n1+n2+n3—7r,
R

donde n;, 1 = 1,2,3, son los dngulos interiores de T

Si S es el plano euclidiano, T' es un triangulo euclidiano, cuyos lados son segmentos de
recta (geodésicas en el plano), tenemos K = 0, la integral es cero y obtenemos el conocido
resultado de geometria euclidiana que la suma de los angulos interiores de 1" es igual a 7.
Si S es la esfera unitaria, T' es un triangulo esférico, cuyos lados son segmentos de circulos
maximos, tenemos K = 1, la integral es estrictamente positiva y obtenemos que la suma de
los d4ngulos interiores de T" es mayor a , esto corresponde a la geometria eliptica. Si S es el
plano hiperbdlico, tenemos K = —1, la integral es estrictamente negativa y obtenemos que la
suma de los dngulos interiores de 7" es menor a 7, esto corresponde a la geometria hiperbolica.

Un espacio de Alexandrof (X, d) es un espacio métricos geodésico con una nocién sintética
de curvatura acotada inferiormente, la cual se define comparando triangulos geodésicos en X
con triangulos euclidianos, elipticos o hiperbdlicos. Los espacios de Alexandrof es un area muy
activa de investigacién actual, para saber més al respecto recomiendo el articulo (Moguel,
2021)).

En 1944 Chern (Chern) [1944) generaliz6 el Teorema de Gauss-Bonnet para variedades
diferenciables cerradas orientadas de dimensién 2n, expresando la caracteristica de Euler-
Poincaré como la integral de cierto polinomio de su forma de curvatura.

9.3. Superficies minimas

Una superficie S es minima si localmente minimiza su drea. Una superficie S es minima, si
y s6lo si su curvatura media es cero (H = 0) (do Carmol (1994, §3-5). Ejemplos de superficies
minimas son las formadas por peliculas de jabén como la mostrada en la Figura @ZII
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Figura 20: Superficie minima de Costa.

Si el lector desea saber mds sobre las superficies minimas recomiendo el articulo (Galaz-
Garcial, [2004).

10. Regresando a la motivacion

Regresando a la motivacién inicial del articulo, dado un plano P en R? y un punto p en
P, si tomamos cualquier otro plano () perpendicular a P que pase por p, tenemos que la
interseccion de P y () es una recta que pasa por p. Entonces todas las curvaturas normales
de P en p son cero, y por lo tanto, la curvatura Gaussiana de un plano en todo punto es cero.

Por otro lado, consideremos la esfera unitaria S? en R? y un punto p € S?. Si tomamos
un plano Q) ortogonal a la esfera que pase por p, la interseccién de @ con S? es un circulo
méximo, el cual tiene curvatura 1. Entonces, todas las curvaturas normales de S? en p son 1
y por lo tanto, la curvatura Gaussiana de la esfera es 1.

Como el plano y la esfera tienen diferente curvatura Gaussiana no podemos obtener un
pedazo de esfera sin doblar, estirar o cortar una hoja de papel. Es por esto, que no podemos
obtener un mapa perfecto.

11. Para saber mas

Al lector interesado en saber mas sobre las diferentes nociones de curvatura y de geometria
Riemanniana en general, recomiendo el articulo (Rio, 2002) y el libro (Munoz, [2009). Para
un estudio més formal, recomiendo los textos clasicos (do Carmo|, 1992, 1994) y para una
visién panoramica de la geometria Riemanniana el libro (Berger|, 2003).
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