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Resumen

Se presentan aqui algunas de las experiencias en el uso de software de matematicas dinamicas para el disefio de materiales
y actividades didacticas. Partiendo del uso de Cabri fuera del aula, como las exploraciones graficas de un profesor sobre
temas avanzados para explorar los alcances del software, se gener6 toda una linea de trabajo en Matematica Educativa,
pasando por la exploracion novedosa de temas clasicos en matematicas, al estudio de dificultades de aprendizaje y
propuestas para su superacion, culminando en una propuesta metodoldgica para el disefio de propuestas de ensefianza
apoyadas en esta tecnologia. Se ilustran algunos de los proyectos mas representativos en esta linea de trabajo, asi como
algunas de las dificultades técnicas y didacticas que se han ido superando. A modo de conclusion, se presentan algunos
ejemplos del proyecto que esta linea actualmente promueve.
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1. Cabri, los retos técnicos

Desde que Cabri Geometry II apareci6 en el mercado a principios de los 90, provoco grandes expectativas
sobre su impacto en la ensefianza de la Geometria, sobre todo en el nivel basico. Para muchos de quienes
ejercemos la docencia en el nivel superior, representd una herramienta poderosa con la que podrian
privilegiarse las representaciones graficas dinamicas, que nos ofrecia la posibilidad de utilizar
representaciones geométricas manipulables directamente en la pantalla de una computadora.

1.1. La potencia de Cabri a prueba

Para muchos profesores de matematicas e investigadores en Matematica Educativa, interesados en esta nueva
herramienta, el primer reto fue aprender a usarla. Surgieron asi algunos grupos en el pais, interesados en
explorar la potencia de Cabri sin un proposito didéctico claro, pero que intentaban construir applets
suficientemente sofisticados para mostrar el potencial del software. Estas construcciones no estaban
enmarcadas en ningin proyecto particular y terminaban presentdndose como “demos” en algiin evento
académico, pero permitieron especializar a una camada de usuarios de Cabri en el manejo de este software.
De esos tiempos proviene la construccion que se muestra en la Figura 1, en la cual se simula una pecera con
un pez que nadaba en su interior, mientras la pecera se vaciaba. Si se toma en cuenta que todavia no existia
Cabri 3D, se entendera que se trata de una construccion muy complicada.
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Figura 1. Una simulacion tridimensional del vaciado de una pecera, con Cabri.

Mientras en otras partes del pais se desarrollaban proyectos de largo alcance sobre el uso de tecnologia en
el aula como el caso de EMAT (Rojano, 2003) y se elaboraban tesis de posgrado sobre el tema, en la
Universidad de Sonora (Unison) nos estdbamos planteando la posibilidad de incorporar la tecnologia en
algunos temas de los cursos de matematicas.

1.2. Las versiones grafico dindmicas de algunos temas.

1.2.1. Numeros Complejos: una presentacion grafica

En algunos de estos trabajos, ya se contaba con versiones mas orientadas hacia las representaciones graficas,
éste fue el caso del Modulo sobre nimeros complejos (Soto, 2002), que se habia escrito para el curso
universitario de Algebra, como una alternativa al acercamiento casi estrictamente algebraico que se usaba
en estos cursos. Las ideas principales para escribir este modulo habian sido tomadas de (Markushévich,
1984), se incluye una discusion sobre las operaciones con niimeros reales representados como “flechas”
cuyos argumentos pueden ser de 0° o0 180°, una discusion sobre la existencia del nimero i como la necesidad
de resolver la ecuacion x% + 1 = 0, la representacion de nimeros complejos en el plano, las operaciones de
suma y multiplicacion y el calculo de potencias y raices de un nimero complejo. Todos los temas inician
con una discusion gréfica asociada a la representacion de nlimeros complejos como “flechas” en el plano,
para pasar gradualmente a las representaciones algebraicas y establecer relaciones entre los elementos de
ambas. Es asi como el material se centra en proveer de situaciones en las que se pueden visualizar las
propiedades algebraicas de los nimeros reales y complejos, intentando hacer visible el origen de las
propiedades de estos Ultimos.

Con una aproximacion como la descrita, resultd natural la actualizacion del modulo usando Cabri para
convertir las gréaficas estaticas en dindmicas, simplemente introduciendo applets como el que se muestra en
la Figura 2, con los que se planteaban actividades complementarias a los temas. El applet corresponde a las
operaciones de suma y resta de complejos. La construccion de estos applets utilizaba las herramientas
predefinidas en Cabri de vectores y puntos de coordenadas reales para representar los nimeros complejos;
agregando textos dindmicos que permitieran observar los valores numéricos de los numeros complejos
representados. EI mddulo se sigue usando como material de ensefianza en la Unison, aunque algunos
profesores han reconstruido los applets en GeoGebra.
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21=(4,68)+(2,75)i 21422

Figura 2. Suma y resta de numeros complejos, representadas con Cabri.

22=(-3,41)+(2,06)i
21422=(1,27)+(4,82)i

21-22=(8,10)-{0,69)i 22

Se destaca que en esta etapa el material fue disefiado con base en la exploracion de graficas estaticas y la
familiarizacion con el software permitid su extension al uso de Cabri en el aula para su exploracion con
graficas dindmicas. Asi mismo, las construcciones eran suficientemente simples como para proponer que los
estudiantes las replicaran en el aula como parte de la exploracion grafica. En el siguiente ejemplo, se parte
de la experiencia con los temas elementales de nimeros complejos para proponer el estudio de algunas
funciones especiales en el curso de Variable Compleja.

1.2.2. Una exploracién grafica de las propiedades de las transformaciones de Mobius
Tras la experiencia en la representacion y manipulacion de nimeros complejos en el plano, se propuso el
estudio de un tipo de transformaciones conformes, dada su importancia en la resolucion de problemas de la

fisica y la matematica misma. Las transformaciones estudiadas se caracterizan por ser fraccionales lineales,

de la forma T'(z) = %, donde a, b, ¢ y d son nimeros complejos tales que ad — bc # 0.

Se eligieron las transformaciones de Mobius por sus propiedades geométricas principales:

1. Transforman circulos en circulos, incluyendo el caso de las rectas como circunferencias en el plano
complejo extendido C,, .

ii.  Preservan angulos, es decir, si dos curvas se intersecan en un angulo a, sus imagenes se intersecan
también formando un angulo a.

Al representar C,, con el plano de Cabri y a los nimeros complejos como vectores, se facilita la visualizacion
de las propiedades descritas arriba, las cuales cominmente son presentadas de forma verbal o con sélo un
par de ejemplos estaticos. La posibilidad de manipular un nimero complejo restringido a una circunferencia
cualquiera y generar asi su imagen en el plano, permitio a los estudiantes observar la universalidad de esta
propiedad y por lo tanto su trascendencia.
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Figura 3. La imagen de una circunferencia y de una familia de circunferencias, bajo una transformacion de Mdbius.

En el apartado técnico, el desarrollo de las construcciones en Cabri requirid la implementacion de las
operaciones de suma, producto y cociente desarrolladas para el tema de complejos. Adicionalmente, se
utilizaron vectores con extremos dentro de circunferencias para el complejo z (argumento de la
transformacion) y el uso del rastro con la herramienta Traza y el lugar geométrico generado en automatico
para resaltar la imagen de la circunferencia. Estos tltimos elementos técnicos son los que permiten plantear
a los estudiantes la observacion de la generalidad de las propiedades geométricas, permitiendo primero el
arrastre de z sobre la circunferencia (Figura 3a) y posteriormente el arrastre de la circunferencia misma para
observar que la transformacidn conserva cualquier circunferencia (Figura 3b).

Figura 4. Una exploracioén sobre la conformidad de las transformaciones de Mobius.

El método utilizado para construir una transformacion de Mobius permite también plantear a los estudiantes
la manipulacion de los pardmetros a, b, ¢,y d, ya que cada uno es un vector en la pantalla. De tal manera,
se explora también el efecto grafico que tiene cada parametro en la manera de conservar las circunferencias.
Con las exploraciones planteadas, se espera que los estudiantes puedan predecir el efecto de una
transformacion, asi como deducir las preimagenes de algunos casos particulares de circunferencias. La
conservacion de angulos es estudiada en un ambiente de Cabri adicional, interpretados como sectores
circulares, de los cudles se puede conocer su imagen fdcilmente aplicando los resultados de la seccion
anterior. Para medir los 4ngulos, se agregan tangentes a la construccion y se utiliza la herramienta de
medicion de Cabri (Figura 4).

Destacamos que, en esta propuesta las tareas planteadas son desde un inicio exploraciones dinamicas,
incluyendo la construccion de varios elementos por parte de los estudiantes. Asi mismo, que la propuesta de
ensefianza parte de la construccion y observacion de propiedades, explorando la extension de éstas incluso
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en casos extremos como en el de las rectas como circunferencias que pasan por el punto al infinito. Se
pretende aqui, que las exploraciones permitan a los estudiantes resolver problemas planteados en Cabri y
también problemas fradicionales con lapiz y papel.

1.2.3. Un método grafico para graficar un polinomio.
Este trabajo tiene una historia extrafia. En el afio de 1999, buscando las presentaciones que se hacian del
tema de polinomios en libros de texto en desuso, en un viejo texto de Teoria de Ecuaciones (Turnbull, 1947
pp- 27-30) encontramos un método para evaluar polinomios en un nimero real arbitrario. El método resulto
sorprendente, era grafico y habia sido disefiado por un Eduard Lill, matemético de quien no se habia oido
hablar en la region. En el texto mencionado lo recomendaban para aquellos casos en los que los coeficientes
del polinomio eran decimales dificiles de manejar, pero solo se requiere una solucidon aproximada. El
hallazgo nos entusiasmo porque si se podia traducir el método a Cabri, podria obtenerse a partir de un
segmento de medida x,, otro segmento de medida p( x,) lo cual permitiria construir un polinomio dindmico
en pantalla, con los coeficientes directamente manipulables, simplemente arrastrando puntos en la
construccion. Este logro pareciera trivial por las facilidades del software moderno, pero en Cabri no habia
manera directa de construir funciones, ni siquiera polinomios.

El problema técnico de la construccion resulto sencillo, se le dedicé mas tiempo a conseguir las referencias
sobre el método y su autor, porque en aquel tiempo se sabia realmente poco sobre ello. Se tuvo que escribir
al foro Historia Matematica, actualmente fuera de funcionamiento, pero cuyos mensajes se conservan en la
una péagina internet (Gonzalez, 2000). Ahi nos informaron que existian dos articulos en los que Lill (1867,
1868) exponia su método. Aunque ahora estos articulos estdn en linea en varios sitios, los tuvimos que
mandar pedir a Francia, porque la revista en la que se escribieron dejo de publicarse en 1927. En Soto (2002b)
se ofrece una explicacion del método, una demostraciéon de que funciona para el caso particular de un
polinomio de grado tres y las instrucciones detalladas de como construir la version dindmica del método,
con Cabri. En la construccion final (Figura 5) del trabajo se grafica el polinomio p(x) = x> + 4x* + 2x3 —
4x% —x+1

DEEEEEEEEED

Figura 5. Grafica dinamica de un polinomio de grado 5, construido con Cabri y usando el método de Lill.
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Este trabajo tuvo dos finales, uno bueno y uno malo. El bueno fue que el trabajo fue premiado por la Sociedad
Matematica Mexicana (SMM) en el concurso “Matemadticas Aplicadas y su Ensefianza”, en el afio 2002 y la
mala es que la SMM se quedo con los derechos de autor para publicarlo y nunca lo publicé.

Aungque el trabajo no fue publicado, excepto un resumen en las memorias del PME-NA XXII (Fernandez,
2000, p. 268), el potencial de la construccion para representar polinomios dindmicos de manera grafica y
algebraica simultdneamente, en una €poca en la que todavia no existia software alguno que hiciera eso, fue
aprovechada para disefar otro fasciculo para el curso universitario de Algebra Superior, titulado:
“Polinomios y raices: una presentacion grafica”, pero de ese trabajo se hablara en el siguiente apartado.

1.2.4. Material Didactico: Polinomios y raices: una presentacion grafica

Siguiendo con el enfoque definido en el material sobre Transformaciones de Mdobius, se plantea ahora el
estudio de polinomios reales y sus raices. Para ello, se presentan construcciones predefinidas en las que los
estudiantes no necesitan conocer Cabri, ya que es suficiente la manipulacion directa de parametros
algebraicos para la exploracion de las construcciones graficas y el establecimiento de relaciones entre ambas.
En un segundo momento, por limitaciones técnicas del software dindmico se requiere el apoyo de software
de representaciones estaticas para explorar algunas de las propiedades. Conforme a las limitaciones de la
época, era necesario prevenir a los posibles usuarios sobre la necesidad de equipo de computo para los
estudiantes, requiriendo cominmente el uso de un laboratorio de computo.

Como se menciond arriba, el método de Lill permite la representacion grafica de polinomios como el lugar
geométrico de un punto que se obtiene a partir de las reflexiones sobre una poligonal. En esta propuesta, se
oculta todo el procedimiento geométrico necesario para mostrar la grafica del polinomio y se agregan
segmentos cuyas longitudes representan a cada coeficiente del polinomio (de grado fijo); el estudiante no
tendrd que reconstruir el método de Lill, s6lo interactuar con los segmentos. Posteriormente (Figura 6), se
presenta una construccion similar en la que se agrega la grafica de la derivada del polinomio, con lo que se
pueden explorar las relaciones entre las raices de p(x) y p'(x), se estudian aqui los casos de raices nulas
(r = 0) y raices multiples.

DEEEFEEEEEE I 5 G = |

PEO=(0,77)x"3+(-2,6 7)x"2+(1,43)x+(0,85)

P(x)=(0,71)x"3+(-0,93)x"2+ (-1 80)x+(4,07)

P0=(2,14)x"2+(-1,85)x+(-1,80)

Fingra 6. Comparacion entre un polinomio de grado 3 y su derivada.

Para finalizar, se plantea el desarrollo de un método para aproximar las raices reales y complejas de un
polinomio, partiendo de una de las ideas geométricas en la demostracion de Gauss para el Teorema
Fundamental del Algebra (Coxeter, 1977). El método parte de la separacion de la parte compleja y la parte
real del polinomio, evaluando p(x + iy), desarrollando las operaciones y separando la ecuacion en niimeros
complejos p(z) = 0 en el par de ecuaciones reales q;(x) = 0 y g,(y) = 0, basados en que la igualdad de
un nimero complejo a cero implica que tanto la parte real como la parte imaginaria deben ser nulas.
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Mientras que este método se puede aplicar de forma completamente algebraica, se plantea la exploracion de
cada paso en Maple V (ver Figura 7), para visualizar las caracteristicas de las raices reales y complejas. Es
notable que el trabajo en Maple difiere bastante del trabajo en Cabri, ya que el primero esta orientado a la
resolucion de problemas en matematicas avanzadas, mientras que Cabri estaba orientado a la exploracion
grafica y a las construcciones geométricas. De tal manera, la interaccion con el software es ahora por medio
de comandos y se pierde la manipulacion directa de las gréaficas, teniendo que dedicar un tiempo considerable
a la familiarizacion con los comandos algebraicos de Maple.

CeRBE] [=E 5] ZTh] EE] [E] ] € CERB] [[=E ] ErP] EE] ] FX (16
lm [frestiewfonen =] [12 =] (B|Z] 0] [E[E[S] [ S S ™ =]
—x+Thy > display({ql,g2})’

z=x+1y
> pr=4*z/4+4%2"3+2°2-6%z2+2;
s34 3 232 P
p=a4(x+1y) +4(x+1y) +(x+1y)"-6x-61ly+2
RA:=6;
> an:=4;

I
|
’
"

> M:=1+A/an; T I

4 ., 22 3_.,.2,2_ 2
r=2+4x0 - 24227 v 4yt 4P o 1250 422 - % - 62

[ r:=evalc(Re(p));
[ c:=evalc(Im(p)) g 3

1653 3
c=16x"y-16 \vl‘»4\+ xy-6y
[> gl:=implicitplot(r,x=-M..M,y=-M..M,color=red, thickness=1, gr
[> q2:=implicitplot(c,x=-M..M,y=-M..M,color=blue, thickness=1,g

Figura 7. La representacion grafica de las raices reales y complejas exploradas con Maple.

La visualizacion de polinomios en el plano complejo permite ahora el planteamiento de problemas mas
generales que en las etapas anteriores, planteando a los alumnos la buisqueda de todas las raices de
polinomios de grado alto (mayor que cinco). El software permite a los estudiantes graficar los polinomios
propuestos, se les plantea intentar predecir la cantidad de raices utilizando el criterio de los signos y después
que comprueben sus predicciones mostrando las graficas de la parte real y parte imaginaria de los
polinomios, asociando las raices de p(x) a las intersecciones de q;(x) y g, (y).

Es destacable que en esta propuesta continta siendo el enfoque de exploracion grafica el que guia el disefio
y la suficiente familiaridad con el software lo que hace posible la construccion de los ambientes predisefiados
para los estudiantes, permitiendo cambiar el apoyo digital por otro, cuando no es posible generar las
representaciones o manipulaciones deseadas. Las actividades propuestas incluyen ahora, la exploracion
grafica, la manipulacion directa e indirecta de las graficas y finalmente el calculo algebraico simbdlico para
la comprobacion de resultados previstos. Por otro lado, la poca experiencia con el uso del software por parte
de los estudiantes sigue influyendo en el tipo de tareas e interacciones que se plantean, limitandose a la
manipulacion de dos ambientes dindmicos predisefiados y, en el caso de Maple, al uso de programacién con
comandos especificos.

1.2.5. A propdsito de un instrumento que grafica conicas
A pesar de que estadbamos convencidos del potencial didactico de los Sistemas de Geometria Dinamica
(conocidos como DGS por sus siglas en inglés) para el afio 2000 seguiamos buscando formas sistematicas
de incorporar esta tecnologia digital al trabajo docente. En esa busqueda, nos encontramos un articulo de
Santos (2000), en el cual reportaba el ejemplo que muestra la Figura 8. Se trata de una construccion en Cabri
que fue presentada a los estudiantes de bachillerato y que consiste en un punto P sobre la recta k, un punto
fijo C, un punto Q sobre la una circunferencia centrada en C, el punto R simétrico a C con respecto a k y el
punto S que se obtiene al intersecar la recta PQ con la recta RC. El lugar geométrico del punto S, cuando el
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punto Q se arrastra sobre la circunferencia, es una conica. Y haciendo variar P sobre la recta k, pueden
obtenerse diferentes conicas. El aparato virtual construido de esta manera resulta sorprendente y contrasta
con la sencillez de su construccion en Cabri (ver Figura 8). En el articulo se reportaba que los estudiantes
podian identificar las diferentes conicas y algunos de sus elementos. El articulo era interesante e ilustraba el
uso que podria darse a los applets construidos con Cabri, en el salon de clase. Pero a nosotros nos llam¢ la
atencion otra cosa, /cudles eran las razones matematicas por las cuales el punto S trazaba conicas?

Figura 8. La construccion de un conicografo dinamico con Cabri

Para dar respuesta a esta pregunta, tomamos la definicion general de conica Lehmann (1972, p. 220):

“Definicion. Dada una recta fija | y un punto fijo F no contenido en esa recta, se llama
conica al lugar geométrico de un punto S que se mueve en el plano de l y F de tal manera
que la razon de su distancia de F a su distancia de | es siempre una constante positiva.
La recta fija | se llama directriz, el punto fijo F, foco, y la constante positiva, a la que
designaremos por e, excentricidad de la conica.”

Aunque la definicion aparece en un texto de Geometria Analitica, no exige el uso de las herramientas de esta
Geometria y por ello decidimos ofrecer una prueba con las herramientas de la Geometria Sintética. La
demostracion de que los lugares geométricos trazados por el punto S son conicas, no resulté un problema
dificil, la dificultad principal estriba en proponer una recta [ como directriz y un punto F como foco y aqui
es en donde el software resulté imprescindible para conjeturar la localizacion de la recta [ y el punto F (ver
Figura 9). Por eso insistimos en el trabajo, que hemos usado el software para conjeturar sobre la existencia
y ubicacion de [ y F, usando ademas el método de anélisis para suponer que el problema de la posicion de [
y F estaba resuelto. La directriz [ resultd coincidir con la mediatriz del segmento CP y el foco F al que alude
la definicidn resulto coincidir con el punto C.
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Figura 9 Exploracion con Cabri para localizar la directriz y el punto F = C.

Encontrada una explicacion matemadtica sobre la naturaleza de las curvas trazadas por lo que en el trabajo
llamamos conicografo, surgio otra pregunta derivada también de la exploracion con Cabri. Al explorar con
detalle la manera como funcionaba el conicografo, encontramos varios elementos para pensar que el aparato
funcionaba, porque podria tratarse de un conicografo espacial en donde el circulo con centro en C,
representaba un corte sobre un cono y las conicas generadas podrian representar los cortes al cono por un
plano que dependeria de P; es decir que podria tratarse de un aparato espacial que solo estaba mostrando la

“vista aérea” (ver Figura 10).

y
’ Q
L P
4 J
o

Figura 10. Una comparacion entre el conicografo plano y el posible conicografo espacial.

De nueva cuenta, Cabri resultd imprescindible para conjeturar la posicién del cono que supusimos y para
demostrar sin métodos analiticos que efectivamente el conicografo tiene una version tridimensional, con la
que puede conectarse el concepto de conica con los desarrollos de Apolonio de Perga. En virtud de que Cabri
no contaba en esa época con una vista tridimensional, tuvimos que simular la version tridimensional del

conicografo, que al final quedé como muestra la Figura 11.
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Figura 11. La interpretacion espacial del conicégrafo, construida con Cabri.

El articulo en donde se describen los detalles de este trabajo (Soto, 2002), fue publicado en la revista del
Departamento de Matematicas de la Unison.

La principal ensefianza que nos ha dejado este trabajo es que el uso de Cabri para explorar y resolver
problemas, es una herramienta que hace posible aprender matematicas explorando, conjeturando y
generando ideas sobre la solucion de los problemas. Algunas reflexiones sobre este trabajo se presentaron
en el IV Congreso IberoCabri que se llevo a cabo en Cordoba, Argentina en 2008. Fue el tltimo evento sobre
Cabri al que asistimos y aunque una de nuestras tesistas presento los avances de su trabajo dos afos después
en el V Congreso de IberoCabri, era evidente que los tiempos de auge de este software ya habian pasado y
que muchos de los que alguna vez lo utilizamos, estdbamos emigrando a GeoGebra, que no solo es mas
potente y versatil, sino que ademas es gratuito.

2. La fundamentacion didactica para usar DGS

Todos los trabajos desarrollados hasta aqui provenian de la preocupacion por mejorar nuestros materiales de
ensefianza sin mas fundamento que la intuicién y el empirismo, siguiendo inicialmente los criterios o
exploraciones graficas conocidas para algunos temas avanzados. En todos los casos, se planteaba actividad
para los estudiantes esperando que fuera de utilidad, principalmente por alejarse de lo tradicional y por
favorecer una introduccion intuitiva a temas abstractos. En la siguiente etapa, un acercamiento a la
investigacion en Matematica Educativa permitio el inicio de una fundamentacion teorica para la actividad
de disefio de actividades didacticas.

2.1. Sobre dificultades de aprendizaje en ambientes tecnoldgicos

Las experiencias empiricas descritas arriba sobre el disefio de materiales didacticos y el uso de software
dindmico en cursos de matematicas permitieron adentrarse en lo que la literatura especializada describia
como problemas y dificultades de aprendizaje. Entre los distintos enfoques teoricos disponibles en esta
época, se observo afinidad particularmente con el enfoque de visualizacidon y de registros de representacion
semiotica de Duval (1999). Desde este enfoque tedrico, se habia argumentado ya la importancia de la
conversion entre distintos registros, generando dificultades de aprendizaje en particular para el Algebra
Lineal (Pavlopoulou, 1993).
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De manera conforme al tipo de investigacion en Matemadtica Educativa de la época, la experiencia en las
exploraciones graficas con Cabri en temas que pueden ser interpretados vectorialmente, llevé a una
investigacion doctoral sobre Las dificultades para la conversion grafico-algebraica relacionadas con
conceptos basicos de la teoria de espacios vectoriales en R* y R3 (Soto, 2003). Siguiendo resultados de
estudios exploratorios sobre el uso de software dinamico para atender dificultades de aprendizaje
(Sierpinska, Dreyfus & Hillel, 1999), se plantea la posibilidad de que las dificultades detectadas puedan ser
contrarrestadas en alguna medida y de verificar a la vez si el ambiente tecnologico propuesto no crea nuevas
dificultades. De tal manera, se evaluo6 el desempefio de los estudiantes al resolver las diversas actividades
sobre temas como: elementos neutros, elementos inversos, multiplicaciéon por escalar, dependencia e
independencia lineal, conjuntos y espacios generados, combinaciones lineales, transformaciones lineales y
valores y vectores propios.

El marco tedrico de Duval permiti6 analizar mas detalladamente el desempefio de los estudiantes,
identificando caracteristicas de algunas representaciones que pueden facilitar u obstaculizar la construccion
de significados, como se observa con el caso del vector cero (Soto, 2003, pp. 190-191). La representacion
grafica del vector cero como la ausencia de una flecha se aprecia como un obstaculo para construir algunos
de los significados pretendidos en las actividades, como la neutralidad aditiva “u + 0 = u para todo vector
u”. Al parecer ésta y otras propiedades no fueron construidas a partir de las tareas propuestas en las
actividades, debido a confusiones generadas por las restricciones del registro al representar el vector cero (p.
188).

En lo que respecta a las representaciones dinamicas, se observo que las ventajas del software vienen
acompafiadas de sus propias complicaciones. Como ya se habia reportado en situaciones similares
(Sierpinska et al., 1999), la representacion grafica de vectores arbitrarios o de cualquier vector del plano se
mostro conflictiva en la propuesta de ensefianza. Se esperaba que las herramientas del software permitieran
interpretar flechas que se podian arrastrar por el plano como equivalentes a la letra “v” en la expresion “v €
R”, sin embargo, en varias ocasiones se interpretaron tales flechas como un vector especifico el cual podia
cambiar, o como una flecha que se estira.

En general, se pudo observar una situaciéon que se manifestd globalmente en la época: aunque el software
dindmico permite plantear y realizar exploraciones graficas de temas matematicos abstractos y avanzados,
su sola inclusion no elimina las dificultades de aprendizaje, mas aln, suele generar nuevas dificultades. De
tal manera, se regreso a la actividad de disefio de actividades didéacticas, pero ahora con el panorama tedrico
y un énfasis en la atencion a las dificultades de aprendizaje detalladas por resultados de investigacion.

2.1.1. Propuesta de ensefianza basada en la conversién Grafico-Algebraica, con apoyo de
GeoGebra
Como una ramificacion de algunos de los resultados y experiencias de ensefianza en algebra lineal, se
desarrolld una propuesta de ensefianza que permitiera construir un significado grdfico para el concepto de
transformacion lineal (Romero, 2010) para saber mas sobre los efectos en el aprendizaje de los estudiantes,
si el concepto se introduce a partir de representaciones graficas. Para favorecer la construccion de un
significado de las transformaciones lineales, y con la intencion de reducir dificultades de aprendizaje, se
disefi6 una secuencia de actividades que se apoya en ambientes preconstruidos que utilizan representaciones
dinamicas. Con este proyecto entramos a nueva etapa, en la que se enfocaron esfuerzos al disefio de
actividades estructuradas y con fines especificos de aprendizaje, basados en los resultados de la investigacion
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sobre dificultades de aprendizaje. Con este proyecto se consolida ademads la transicion a GeoGebra como
base para el desarrollo de ambientes dindmicos,

Se refinaron algunos de los criterios empiricos para el disefio de actividades, ahora en términos del marco
de registros de representacion, planteando que:

1. Elregistro de representacion en el que se inicia el estudio de algiin objeto matematico afecta el nivel de
comprension que se puede llegar a obtener de él1.

2. Elregistro grafico permite la creacion de un ambiente enriquecedor, en el que se pueden caracterizar
las transformaciones lineales por sus propiedades gréficas.

3. Los ambientes dindmicos disefiados con GeoGebra pueden facilitar a los estudiantes la observacion y
comprobacion de las propiedades graficas de una transformacion lineal mediante la manipulacion
directa en pantalla, facilitando con ello la conversion grafico-algebraica.

Estos supuestos tedricos guiaron posteriormente la etapa de disefio de actividades, combinados con las
herramientas novedosas de GeoGebra para representar y manipular vectores. Principalmente se aprovechd
que en GeoGebra se pueden definir tanto objetos geométricos como algebraicos, y que se cuenta de inicio
con practicamente la misma coleccion de herramientas geométricas que en Cabri, pero agregando una
variedad de objetos y manipulaciones algebraicas. De tal manera, se pudieron construir materiales para la
manipulacion de vectores en el plano, que permitieran la exploracion de las transformaciones lineales,
observando las propiedades de linealidad de forma grafica, asi como sus interacciones y consecuencias.

Las construcciones en GeoGebra aprovechan la potencia del software para representar de manera separada
el plano del dominio de la funcién, del plano del contra-dominio y permiten al estudiante diversos tipos de
manipulaciones directas sobre la pantalla de la computadora (ver Figura 12).

C L Y BB R

T, y)= ((0.43)x+ (1.44)y . (1.03)x + (0.42)y)

#) nputabel

Moadicar fdemada  Mostrar ceculo

Figura 12. La discusion grafica sobre las propiedades definitorias de una transformacion lineal, en el ambiente de GeoGebra.
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Se continu6 la estrategia de distribuir ambientes preconstruidos, o applets como ahora se les conoce,
evitando distraer a los estudiantes con los elementos del uso del software que no parecieran de provecho
para el aprendizaje matematico buscado. En esta etapa se siguieron resolviendo problemas o limitaciones
técnicas del software para generar el tipo de interaccion buscada. De acuerdo con los principios del marco
de registros de representaciones semioticas, resulta fundamental la identificacion de las unidades figurales
como unidades de significado y la blsqueda de correspondencias entre unidades figurales en
representaciones de diferentes registros. En la version de GeoGebra 2, se tenian disponibles las articulaciones
entre representaciones graficas y algebraicas, lo que facilitdé mucho el disefio de las exploraciones y tareas y
en general, sin embargo, para plantear la separacion del plano del dominio y del plano imagen de una
transformacion lineal fue necesario complementar el uso de GeoGebra con programacion en javascript (ver
Soto, Romero & Ibarra, 2012); de manera similar a cuando se complementaba el uso de Cabri con el de
Maple.

Otro elemento técnico que se introdujo en este proyecto fue la distribucion de los materiales en linea,
aprovechando de nuevo la compatibilidad entre GeoGebra y los lenguajes de /a red (principalmente html y
javascript).

El proyecto sobre el aprendizaje de transformaciones lineales continué como una de varias ramificaciones
de esta linea de trabajo, avanzando a la investigacion sobre las construcciones mentales especificas que se
pueden desarrollar con este tipo de propuestas, articulando ahora el enfoque de representaciones con el de
abstraccion reflexiva de la teoria APOE (Romero, 2016). Como una nueva iteracion de los refinamientos de
las propuestas de ensefianza, se planted una propuesta de ensefianza mas extensa, que combinara los logros
parciales de todas las etapas anteriores: exploraciones graficas intuitivas, applets preconstruidos distribuidos
en linea, exploraciones guiadas para que los estudiantes desarrollaran construcciones simples y
planteamiento de problemas dentro y fuera de los ambientes dinamicos, para evaluar los aprendizajes
especificos buscados.

2.2. Actividades didacticas dirigidas a profesores de matematicas de secundaria disefiadas con
la metodologia ACODESA.
Este es el titulo del trabajo que presentd Rodriguez (2011), como tesis de maestria bajo nuestra direccion. El
trabajo refleja un viraje en nuestras preocupaciones a la hora de usar tecnologia digital para elaborar
materiales de ensefanza.

Si bien es cierto, tanto en la tesis doctoral de Soto (2003) como en la tesis de Romero (2010) las actividades
de ensefianza con tecnologia digital contaban con el respaldo de la teoria de representaciones construida por
Raymond Duval, también es cierto que ésta es una teoria muy general, que no profundiza en el disefio de
actividades de ensefianza. Ambos trabajos descansaban entonces sobre el proposito de promover la
articulacion de representaciones graficas y algebraicas, porque en la teoria se establece que ésta es una
condicidn para la aprehension de los objetos matematicos, pero no se especifican las formas concretas de
promover esta conversion.

La tesis de Rodriguez (2011) en cambio, esta basada en una metodologia para el disefio de actividades
didacticas que habia venido desarrollando Hitt (2009), esta metodologia llamada ACODESA (cuyas siglas
significan aprendizaje en colaboracion, debate cientifico, y auto reflexion) prescribe una serie de
lineamientos para el disefio de actividades, que incluyen el uso de tecnologia y que resulté apropiada para
disefiar actividades con las siguientes caracteristicas: a) el planteamiento de una situacion probleméatica como
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punto de partida, b) la integracion de diversos conceptos, no necesariamente contemplados en el mismo eje
tematico, c) la priorizacion de la accion del estudiante como detonadora de los aprendizajes y d) la
incorporacion de nuevas tecnologias en su instrumentacion y €) que apoyen las competencias que la reforma
educativa pretendia promover en los estudiantes. Especificamente la tesis utiliza el software GeoGebra.

ACODESA recomienda el uso previo de materiales didacticos manipulables, antes de usar tecnologia y
distingue usos diferentes de la tecnologia, dependiendo de la etapa del disefio en el que se inserten. En las
cuatro actividades didacticas incluidas en esta tesis, nos ha quedado clara la importancia de empatar el nivel
de interaccion estudiante-software, con los propdsitos didacticos del disefio. En algin momento el estudiante
tendrd que construir con GeoGebra, mientras que en otros solamente manipula objetos en applets
preconstruidos.

3.1.1. Libros de texto para el Colegio de Bachilleres de Sonora
En el afio 2014 nos involucramos en la escritura de los libros de texto para el Colegio de Bachilleres de
Sonora. El proyecto de escribir los seis libros de texto de Matematicas resultaba ambicioso, pero contdbamos
con la experiencia que algunos colegas teniamos en el disefio de actividades didécticas desarrolladas junto
con nuestros tesistas o bien en los cursos de formacion de profesores que habiamos ofrecido en los tltimos
afios. En la escritura de los textos participamos 15 profesores del Departamento de Matematicas de la Unison.

Los seis textos quedaron integrados por secuencias didacticas, cada una de las cuales se desarrolla en tres
etapas: apertura, desarrollo y cierre, y la mayor parte de las secuencias iban acompafiadas de applets
construidos en GeoGebra. En el disefio se tomaron en cuenta algunos planteamientos de ACODESA, pero
la metodologia no se tom¢ al pie de la letra. Aprendimos durante la elaboracion, que los applets construidos
con GeoGebra tenian caracteristicas muy diferentes cuando se hacian para las diferentes etapas de las
secuencias. En la etapa de apertura, los applets tendrian que orientarse a la comprension de la situacion
planteada, en el desarrollo a la resolucion de la situacion y en el cierre hacia la integracion y formalizacion
de los conceptos matematicos que han emergido durante las dos etapas anteriores.

2.3.Una propuesta metodoldgica para el disefio de secuencias didacticas para la matematica

del nivel secundaria en un contexto tecnoldgico, utilizando GeoGebra

El titulo de esta seccion es el mismo que lleva la tesis de maestria presentada por Alvarado (2019) y en la
que se ha aplicado una metodologia de disefio que hemos venido construyendo y experimentando
localmente, producto de nuestras experiencias de disefio y de nuestras reflexiones sobre la sistematizacion
del uso de la tecnologia digital para la ensefianza. Esta tesis en particular propone esta metodologia a
docentes de matematicas de nivel secundaria, el objetivo de dicha propuesta es brindarle al docente una
herramienta para elaborar disefios de secuencias didacticas con el fin de llevarlos al aula de clase; estos
disefios tienen la particularidad de incorporar tecnologia digital para la elaboracion de la secuencia y para su
implementacion. La metodologia fue elaborada con base en la articulacion de: la estructura didactica de
Diaz- Barriga (2013), el método de ensenianza ACODESA de Hitt y colaboradores (Hitt y Cortés, 2009; Hitt,
Cortés y Saboya, 2017) los desarrollos curriculares de Taba (1962). La metodologia se ha puesto a prueba
con un grupo de 11 docentes en un curso-taller de 40 horas, los resultados obtenidos fueron tres secuencias
didacticas elaboradas por tres equipos de docentes en un contexto tecnologico (usando GeoGebra), donde se
percibe que es posible realizar disefios aplicando esta propuesta metodologica.
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3. Trabajos en desarrollo y perspectivas.

La linea de trabajo aqui esbozada sigue generando proyectos de intervencion y de investigacion en
matematica educativa, con un enfoque muy particular sobre el uso de tecnologia en el aula.

Por un lado, orientados hacia la ensefianza del Algebra Lineal derivados de los resultados de los trabajos
originales sobre esta rama de la matematica (Soto, 2003), de algunos resultados adicionales sobre vectores
propios (Soto & Garcia, 2003) y de la ensefianza de transformaciones lineales (Romero, 2010, 2016),
enfocandose ahora en el aprendizaje de temas mas especializados como el de espacios propios y espacios
invariantes (Antelo-Lopez & Romero, 2020).

Por otro lado, orientados hacia el aprovechamiento de los principios geométricos intuitivos para el desarrollo
de propuestas de ensefianza, en particular esta orientacion se ha materializado en un proyecto sobre las
dificultades para justificar proposiciones geométricas al resolver problemas de lugares geométricos con
GeoGebra (Soto, Urrea & Romero, 2020). Este proyecto de investigacion actualmente incluye el desarrollo
de tres tesis de maestria sobre propuestas de ensefianza de las conicas como lugares geométricos, recurriendo
al uso de mecanismos articulados fisicos y digitales, recuperando algunos elementos de la Geometria
Analitica de Descartes.

Actualmente estamos trabajando en el redisefio del curso de Geometria Analitica que se ofrece a las carreras
de Ciencias e Ingenieria de la Universidad de Sonora. En el nuevo curso se incorpora el uso de GeoGebra
como herramienta de exploracion, pero hay un mayor involucramiento de los estudiantes en las
construcciones dinamicas.

A manera de conclusion, diremos que en este articulo hemos trazado a grandes pasos el camino que hemos
seguido para incorporar la tecnologia digital en la ensefianza de la matematica. Esta experiencia nos ha
mostrado que la incorporacion empirica que puede hacerse desde nuestra practica docente es apenas una
condicidon necesaria para incursionar en este tema. Rebasar el empirismo exige la profundizacion en las
teorias de lo didactico, no solo para entender las dificultades que plantea en estudiantes y profesores la
ensefianza con tecnologia, sino ademas para tratar de entender las dificultades que entrafia el disefio mismo
de las secuencias de ensefianza, que tampoco puede encasillarse en una actividad estrictamente practica.
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