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Resumen

Se presenta un reporte de experiencia en el aula, como parte de un proyecto de intervencion didactica para favorecer la
construccion del concepto de funcion a partir de la union significados parciales. Se plantea construir este objeto matematico
como la coordinacion de varios significados, apoyados en diversas representaciones; de manera acorde al enfoque de
Calculo Cualitativo y en contraste con la marcada prioridad a la Teoria de Conjuntos y el uso de expresiones analiticas.
Enfocados en el aprendizaje de alumnos de ingenieria y ciencias aplicadas, se analiza la problematica del aprendizaje de
funciones a partir del analisis de libros de texto y la implementacion de un instrumento diagnéstico; se concluye la necesidad
de una intervencion didactica que facilite el desarrollo de uno de los significados parciales y la coordinacion de los distintos
procesos mentales asociados al concepto de funcion, en términos de la teoria APOE.
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Introduccion

El siguiente reporte muestra los resultados de una experiencia dulica, como parte de un proyecto de
intervencion didactica sobre el concepto de funcion, dirigida a estudiantes de Calculo Diferencial en el nivel
educativo superior, particularmente en el area de Ingenieria. Aunque existe abundante literatura sobre
investigaciones e intervenciones didacticas desde hace alrededor de medio siglo, los problemas de la
ensenanza y el aprendizaje del Calculo contintan siendo atendidos, ya que se sigue observando bajo
desempefio académico en esta rama de las matematicas, asi como dificultades en su aprendizaje, algunas de
estas atribuibles a un pobre entendimiento del concepto de funcion.

Uno de los elementos asociados a las dificultades de aprendizaje del tema es la complejidad del concepto en
términos de la diversidad de concepciones y representaciones con las que se enfrentan los estudiantes, a
quienes eventualmente se les exige el uso simultdneo de las mismas; asi como el transito entre sus
representaciones. En algunos estudios se analiza esta diversidad en términos de significados asociados al
concepto a lo largo de su historia (Parra, 2015), mientras que en otros se analizan las definiciones o imdgenes
mentales que utilizan los estudiantes (Vinner & Dreyfus, 1989), en nuestro caso, reinterpretamos esta
problematica a partir de los procesos mentales movilizados para resolver distintos tipos de problemas,
observando que las manipulaciones especificas a distintos tipos de objetos matematicos implican distintos
esfuerzos mentales a realizar para resolver problemas asociados al concepto de funcion. De tal manera,
proponemos definiciones de algunos significados parciales, en términos de tales procesos, y analizamos la
complejidad de su aprendizaje en términos de su desarrollo de forma aislada o articulada por parte de los
estudiantes.

Para mostrar la complejidad del aprendizaje de los distintos significados de funcién en el panorama actual
de la ensefanza del Calculo, partimos de un analisis de las distintas maneras en que aparece el concepto de
funcidn, en términos de las manipulaciones de otros objetos matematicos; e identificamos su presencia en
libros de texto, con lo que encontramos una exposicion muy desbalanceada en términos de cudles
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significados se favorecen, asi como las relaciones entre ellos. A partir de este andlisis, planteamos la
necesidad de actividades de ensefianza para favorecer uno de los significados parciales menos atendido,
funcion como relacion entre magnitudes variables ya que nos parece que este significado es de los més ttiles
para estudiantes de ingenieria; y posteriormente atender las relaciones entre los diversos significados.

Antecedentes

Encontramos diversas publicaciones relacionadas con la dificultad que se presenta en estudiantes de nivel
superior para aprender Calculo, por citar algunos tenemos el de Artigue (1995), quien afirma que los
problemas del acceso al calculo se pueden organizar en tres grandes grupos: el primero asociado con la
complejidad de los objetos bésicos del calculo (nimeros reales, sucesiones, funciones), el segundo asociado
a la conceptualizacion y formalizacion del limite y el Gltimo vinculado a la ruptura que debe realizarse entre
el pensamiento algebraico y el trabajo técnico del célculo. A la vez, declara que las dificultades asociadas al
concepto de interés se relacionan con:

Identificar lo que realmente es una funcién

La identificacion de la funcion depende directamente del registro de representacion

El enfoque conjuntista de la nocion de funcion

Los registros diferentes en la que se puede manipular este concepto

Esta lista de tipos de dificultades ilustra la complejidad del aprendizaje de funciones. En particular, en este
articulo nos concentramos en la dificultad para distinguir qué es y qué no es una funciéon y en que el enfoque
conjuntista genera por si mismo dificultades para los estudiantes.

Por otro lado, Dubinsky y Wilson (2013) describen también tipos de dificultades para el aprendizaje de
funcién, analizando sus propiedades, definiciones, representaciones y manipulaciones, presentando las
siguientes cuatro categorias:

Distinguir lo que es funcion, de lo que no es funcion

Sierpinska (1992) reporta que los estudiantes, incluso los que muestran un buen desempeio en los cursos de
algebra superior, piensan que una funcion debe definirse por una sola formula analitica, por ejemplo f(x) =
54 —2 0 x?+4y?=49. A su vez, investigaciones como la de Carlson (1998) y Clemente (2001),
identificaron que la mayoria de los estudiantes forman la idea de que todas las funciones se pueden
representar mediante el uso de una formula.

Otras dificultades asociadas al concepto, es la incapacidad de reconocer la funcidn como representacion de
una coleccion de puntos discretos situados en el plano cartesiano (Markovitz, Eylon, & Bruckheimer, 1986),
(Figura 1). Estas dificultades provocan un trazo erroneo de la curva correspondiente a la relacion, lo anterior
impacta al tratar de definir las regularidades que se presentan en la coleccion de puntos, asi mismo, el
comportamiento general de los puntos descritos.

Figura 1 Grafica de dispersion de una relacion
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También esta la creencia de que las funciones constantes no son funciones, como f(x) = 5, y la nocién de
que una funcién debe definirse mediante una Uinica férmula analitica y no por partes, de modo que una
expresion como:

y = % six#0
x six=0
representa dos funciones (Carlson, 1998; Vinner & Dreyfus, 1989).

Entendimiento de la propiedad uno a uno

Existen investigaciones que afirman que los estudiantes necesitan que los elementos de dos conjuntos estén
en una correspondencia de uno a uno, para determinar que existe una relacion funcional. Lo anterior, muestra
que hay confusién entre la condiciébn de univalencia en la definicion de funcién y la condicion de
singularidad en la propiedad uno a uno (Leinhardt, Zaslavsky, & Stein, 1990; Markovits, Eylon &
Bruckheimer, 1986), por ejemplo, para decidir si las relaciones ilustradas en la siguiente figura pueden ser

funciones.
X Y X Y

a) b)
Figura 2 a) Conjunto con relacion funcional y b) Conjunto que guarda una relacion

Prueba de la linea vertical

La mayoria de los estudiantes creen que la prueba de linea vertical es una definicion de funcion; lo anterior

puede ocasionar dificultades conceptuales, como no poder interpretar la grafica de una pardbola que abre
(13 2

horizontalmente, x = y? (figura 3b), como una funcion, bajo la consideracion de que la variable “y
representar un elemento del dominio y “x” un elemento del rango (Breidenbach et al., 1992).
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Figura 3 Aplicacion del criterio de la recta vertical

Representaciones de la funcion

Las maltiples representaciones asociadas al concepto de funcion, como el diagrama sagital, expresion
analitica, tabla y grafica (figura 4), la manipulacion de cada una de ellas, que exige distinto grado de
abstraccion, ademas, el manejo de distintas representaciones al mismo tiempo y el traspaso de una a otra,
son las principales dificultadas ligadas el concepto. (Thompson, 1994, p. 39).
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a) Conjuntista b) Tabular c) Algebraica d) Grafica

X

5.0 ~150.0
—80.0 3 2
%0

—1z.0 y=XxX —X
2.0

0.0 0.0
1.0 0.0
z0 3.0
30 1.0
1.0 18.0
5.0 100.0

Figura 4 Representaciones asociadas al concepto de funcion, a) Conjuntista, b) Tabular,
c) Algebraica y d) Grafica

Notacion de funcion

Vinner y Dreyfus (1989) reportan dificultades por parte del estudiante con la notacion funcional. Declaran
que muchos estudiantes no estan familiarizados con la terminologia ni sus relaciones con los aspectos
conceptuales de la nocién matematica de la funcion. En particular, los estudiantes a menudo no entienden el
concepto de variable y la notacion y = f(x), que en particular se manifiesta con la interpretacion como
producto de una variable “/”” por una variable “x”.

Expresion analitica
de la funcion

A

y=1x

Variable Variable

dependiente independiente

Figura 5 Notacion de funcidon y sus componentes

Complejidad del significado de funcion

Observando las diferencias entre las distintas representaciones y manipulaciones del concepto de funcién, y
las dificultades asociadas a éstas, coincidimos con Ramos, citado por Parra (2015, p.24) en que la nocion de
funcién es actualmente uno de los objetos mateméticos mas importantes debido a su naturaleza unificante y
modelizadora. No obstante, es un concepto complejo debido a la multiplicidad de significados y de registros
representativos que generan distintos niveles de abstraccion.

Otras investigaciones como la de Zandieh, Ellis y Rasmussen (2017) muestran que el concepto funcion es
de gran importancia para las matematicas y contintia siendo problematico para los estudiantes de educacion
superior. En su anélisis identificaron que los estudiantes que no contaban con una construccion del concepto
funcidn no podian identificarlo, ni aplicar sus propiedades en otras ramas de las matematicas; a partir de una
caracterizacion de los distintos significados de funcion como: ecuacion, relacion de asignacion, grdfica 'y
tipos de variacion. A su vez, Maharaj (2013) identificé que los alumnos que solo contaban con una
comprension de funcion y derivada hasta un nivel operacional dificilmente podian resolver problemas
relacionados con estos conceptos, mientras que alumnos con un significado mds completo podian efectuar
las distintas transformaciones de las funciones y sus derivadas, necesarias para la solucion de problemas de
ecuaciones diferenciales.

Los trabajos citados muestran que algunas dificultades para construir el concepto de funcidén estdn
relacionadas con la multiplicidad de significados parciales que es necesario desarrollar. De tal manera, en
diversas investigaciones se sugiere la creacion de actividades orientadas a favorecer la comprension del
concepto de funcion en distintos contextos sustentados por medios tecnoldgicos (por ejemplo, Maharaj,
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2013; Goldenberg, Lewis y O'Keefe 2010). A continuacion, respaldaremos tal sugerencia mediante el
analisis de los materiales didacticos mas cominmente usados y la aplicacion de un instrumento diagnostico,
elaborados en términos de la teoria APOE.

Marco teodrico

La teoria APOE se centra en modelos de lo que podria estar pasando en la mente de un individuo cuando ¢l
o ella esta tratando de aprender un concepto matematico y utiliza estos modelos para disefiar materiales de
instruccion y /o para evaluar los logros de los estudiantes y fallas en el manejo de situaciones de problemas
matematicos (Figura 6) (Arnon et al., 2014, p.1)

Esquema

interiorizacion

acciones
procesos

Ol)j etos coordinacion

reversion
encapsulacion

des-encapsulacion

Figura 6 Estructuras mentales y mecanismos para la construccién de conocimiento matematico (Traducida
de Arnon et al., 2014, p. 18)

Se consideran cinco tipos de abstraccion reflexiva: interiorizacion, coordinacion, reversion, encapsulacion
y des-encapsulacion. Estos son considerados mecanismos que dan lugar a las estructuras de tipo: accion,
proceso, objeto y esquema. Una accion consiste en la transformacion externa de objetos previamente
concebidos, que requiere ser aplicada de forma explicita, en un orden fijo y guiada por instrucciones. Cuando
un individuo repite y reflexiona sobre una accion, ésta puede ser interiorizada en un proceso mental, lo cual
consiste en construir una estructura mental que inicialmente obtiene el mismo resultado que el de la accion.
Se dice que el individuo posee una concepcion proceso del concepto cuando puede obtener o utilizar los
resultados de los pasos de la accidn, sin realizar las transformaciones externas (Arnon et al., 2014, p. 20).
Mientras que las acciones y procesos son transformaciones dindmicas de otro tipo de construcciones, los
procesos pueden volverse entidades estaticas como resultado de la encapsulacion. Cuando un individuo
piensa en el proceso como un todo, susceptible de transformaciones sobre su totalidad, se dice que posee
una concepcion objeto, que se considera como el mas importante para construir el conocimiento matematico
(p. 21), al permitir la busqueda de propiedades y relaciones con otros objetos.

A partir de ordenamiento coherente de las acciones, procesos y objetos surge la estructura esquema, la cual
puede ser usada para dar soluciones a problemas en matematicas. Esta estructura tiene la particularidad de
ser concebida como un nuevo objeto; es decir de la misma manera cuando el proceso avanza y se coordina
con otro proceso se logra concretar en un nuevo objeto, el esquema se logra cuando el objeto se tematiza y
es considerado como un mecanismo que permite al individuo resolver un problema.

En este marco, una descomposicion genética es un modelo hipotético y preliminar que describe el camino o
los posibles caminos que puede seguir un individuo para construir el conocimiento matematico, en términos
de las estructuras mentales y los mecanismos necesarios. Ademas, la descomposicion genética es la base
teorica para realizar disefio de intervencion didactica, los cuales a posteriori ayudaran a refinar la
descomposicion genética o validarla, siguiendo el ciclo de investigacion APOE. (Arnon et al., 2014, p.27):
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la descomposicion genética se presenta cominmente como el resultado de haber implementado el ciclo de
investigacion y en especifico del andlisis tedrico.

Metodologia

Este estudio se organiza con base en el ciclo de investigacion de APOE, el cual consta de tres componentes:
andlisis teorico; disefio e implementacion de ensefianza;y recoleccion y andalisis de datos (figura 7) (Arnon

et al., 2014, p.94).
Analisis tedrico

e

Recoleccion y analisis
de datos

——» |Disefno e implementacion
-— de ensenanza

Figura 7 Ciclo de investigacion (Traducida de Arnon et al., 2014, p.94)

Como lo indican las flechas en la figura anterior, los tres componentes del ciclo de investigacion se influyen
mutuamente. El andlisis tedrico impulsara el disefio y la implementacion de la instruccion a través de
actividades destinadas a fomentar las construcciones mentales declaradas requeridas por el andlisis tedrico.
Las actividades y ejercicios estan disefiados para ayudar a los estudiantes a construir acciones, interiorizarlas
en procesos, encapsular procesos en objetos, y coordinar dos 0 mas procesos para construir procesos nuevos.
La implementacién de la instruccion proporciona una oportunidad para la recopilacion y el andlisis de datos.
Enseguida se muestra las etapas implementadas del ciclo de investigacion y las actividades realizadas en
cada una.

Andlisis tedrico

Durante el desarrollo de este apartado se pretende dar respuesta a los siguientes cuestionamientos: 1) ;Qué
significa comprender un concepto matematico? y 2) ;Como esa comprension puede ser alcanzada por un
individuo? La forma de dar una respuesta parcial a las preguntas es mediante el andlisis de libros de texto,
la experiencia de los investigadores y los resultados de estudios previos, entre otros aspectos que puedan
contribuir al disefio de un camino viable en la construccion del concepto. Estos planteamientos
proporcionaran las consideraciones necesarias para comprender el concepto matematico, asi como las
implicaciones necesarias para que este se construya (Arnon et al., 2014, p.94). El objetivo principal del
analisis tedrico consiste en disefiar una descomposicion genética, esto para determinar un camino viable para
que un estudiante desarrolle el concepto, tomando en cuenta las construcciones y mecanismos mentales
necesarios.

Diserio e implementacion de enserianza.

La etapa de instruccion es guiada bajo el ciclo de ensefianza ACE: (A) actividades, (C) discusion en el aula
y (E) ejercicios realizados fuera de clase (figura 8) (Asiala et al., 1996). Las actividades, que constituyen el
primer paso del ciclo, estdn disefiadas para fomentar el desarrollo de las estructuras mentales por parte de
los estudiantes mediante un analisis APOE. En el aula, el profesor guia a los alumnos a reflexionar sobre las
actividades y su relacion con los conceptos matematicos que se estudian. Los estudiantes hacen esto
realizando tareas matematicas. El grupo, estudiantes y profesor, participa en una discusion sobre sus
resultados y escuchan las explicaciones de los significados matematicos de lo que estan trabajando. En la
misma etapa de discusion, el profesor puede formalizar los conceptos discutidos, presentando definiciones
y el lenguaje o métodos sugeridos en el curriculo, es decir, la institucionalizacién del conocimiento en clase.
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Los ejercicios de tarea son problemas bastante estandar. Refuerzan los conocimientos obtenidos en las
actividades y discusiones en el aula. Los estudiantes aplican este conocimiento para resolver problemas
estandar relacionados con el tema que se esta estudiando.

| Genetic Decomposition ]

| Activities [« =I Classroom Discussion

Exercises

Figura 8 Ciclo de ensenanza ACE

Recoleccion y andlisis de datos.

La etapa de andlisis de datos debe girar alrededor de los siguientes cuestionamientos: 1) ;Los estudiantes
desarrollaron las construcciones mentales previstas por el analisis tedrico? y 2) ; Qué tan bien aprendieron
los estudiantes el contenido matematico?

Dar respuesta a estos cuestionamientos permite evaluar tanto al modelo teérico de construcciones mentales
como al disefio de ensefianza. También, brinda informacidn sobre la necesidad de realizar refinamientos en
la descomposicion genética o la instruccion, lo que genera una nueva oportunidad para el andlisis de datos.
La reimplementacion del ciclo proporcionara una descomposicion genética refinada que cada vez se acerca
mas al desarrollo eficiente del concepto (Arnon et al., 2014, p. 94).

Flexibilidad del ciclo

Las relaciones entre las etapas del ciclo de investigacion permiten diversos grados de libertad para la
implementacion de estudios sobre el aprendizaje y la ensefianza. En este reporte, se presenta una
implementacion del analisis tedrico, recoleccion y andlisis de datos, para el futuro disefio e implementacion
de actividades de ensenanza.

Analisis Teérico: Significados Parciales del concepto de Funcién

Como etapa inicial del andlisis tedrico, se han reinterpretado investigaciones previas sobre el significado
holistico del concepto de funcion (Parra, 2015), donde se caracterizan seis significados parciales de funcion:
La funcién como correspondencia: Es el proceso de asignar elementos de un conjunto a elementos de otro
conjunto, mediante el desarrollo de ciertas operaciones que permite asociar a los dos conjuntos,
“implicitamente en forma de correspondencias numéricas definidas por operaciones aritméticas” (Parra
2015, p. 4).
Un ejemplo que permite observar la funcion como correspondencia son las escalas de medidas de
temperatura como los Fahrenheit y los Celsius, como se muestra en la siguiente tabla. En estas se puede
percibir que a un componente del conjunto de los °C le corresponde un elemento de conjunto °F y dicha
asignacion de por medio de la ecuacion antes mencionada.
Tabla 1 Conversion entre temperaturas de centigrados a Fahrenheit
Temp.en°C | O | 45 | 40 | 100 | 50 | 25
Temp.en°F | 32 | 113 | 104 | 212 | 122 | 77
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La funcidon como relacion entre magnitudes variables: Es una relacion de covariacion entre magnitudes de
fendmenos fisicos y por ser de esta indole las cantidades son variables; puesto que, si una de ellas cambia,
esto provoca un cambio en la magnitud con la que existe una relacion.

La forma en la que se puede percibir la relacion entre magnitudes es, por ejemplo, considerando la situacion
en la cual un objeto es lanzado hacia arriba con una velocidad inicial de 20 m/s desde el suelo. Tomado en

cuenta la ecuacion xy = x; + v;t + % at? y consideramos, para efectos practicos, que la aceleracion debido
a la gravedad es de 9.8 m/s, la ecuacién que expresa la altura(metros) del objeto en términos del
tiempo(segundos), es x; = 20t — 4.9t*. Para seguir la notacion usual de los cursos de fisica, esta ecuacion
se puede escribir como h = 20t — 4.9t?, en la que se ha usado la letra h en lugar de x;. Lo anterior evidencia
que si la magnitud temporal (tiempo) cambia, la posicion (altura) del objeto también lo hace:

Tabla 2 Relacién entre tiempo y altura

Tiempo (seg.) 0| 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Altura(m) 0 8.77 | 15.10 | 18.97 | 20.40 | 19.37 | 15.50 | 9.97 | 1.60

La funcion como curva en el espacio: Es un objeto en el plano o el espacio cartesiano, compuesto de puntos
que plasman de forma visual la relacién matematica entre determinados valores numéricos sobre los ejes.
Por ejemplo, la grafica de una funciéon polinomial (figura 9a), se puede realizar mediante la obtencion de
una coleccion de puntos con coordenadas (x, y) relacionadas por medio de alguna expresion algebra, digamos
f(x) = x3 —3x% —x + 3; por otro lado, se podria tener una curva a la que no sea posible asignar una
formula y=f{x), como al valor del doélar (USD) con respecto al peso (MXN) pero que de la misma manera
como objeto en el plano represente la relacion entre la variacion de una variable y con respecto a otra variable
x (Figura 9b).

v |
|
f
. |
/ II 210
/A [ 208
N .
I / 204 [ y
a) I 24 mar 26 mar b)

Figura 9 Funcién como curva en el plano

La funcion como expresion analitica: Es un tipo de expresion algebraica que declara la relacién entre
variables y constantes.

En el siguiente caso es necesaria la construccion de funcidon como expresion analitica, porque la expresion
tiene la capacidad de mostrar las relaciones numéricas que se presentan en el problema. Por ejemplo, un
sistema de computo tiene10 anos de uso y su valor actual es de $23000, pero hace cuatro afios valia $41400.
Considere que el valor del sistema varia linealmente con el tiempo y determine:

La ecuacion particular que relaciona el valor del sistema con el tiempo transcurrido.

V(t) = —4600t + 6900, al cumplir V(10) = 23000y V(6) = 41400
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La funcidén como correspondencia arbitraria: Es una relacion abstracta entre dos conjuntos, sin conocer la
forma en la que se realiza la asignacion entre sus elementos.

Se puede presentar la nocion de funcién como correspondencia arbitraria en el estudio meteorologico. Esto
debido a que a cada hora del dia le corresponde un porcentaje de humedad o velocidad del viento y esta
asignacion se realiza sin ninguna operacion (figura 10).
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Figura 10 Gréficas de Tiempo Real en la estacion Aeropuerto (www.meteored.mx/hermosillo/historico)

Es importante aclarar que la correspondencia arbitraria no es necesariamente graficable, por ejemplo, en el
caso de las funciones definidas a partir de la distribucién de nimeros primos en la recta numérica.

La funcién a partir de la Teoria de Conjuntos: Una funcion es una relacion de una variable que cumple
varias propiedades: un subconjunto R del producto cruzde X con Y (R € X X Y) es una funcionde X a' Y
si para cada elemento que pertenece a X (Vx € X) existe exactamente una y que pertenece a Y (3ly € Y),
tal que la pareja (x, y) esta en R (Hamilton, 1982).

Un ejemplo de la implementacion de esta definicion seria determinar si para los conjuntos X = {1,2,3,4} y
Y ={a, b,c,d}, una relacion R = {(1, a), (2,b), (2,d), (3,¢), (4, b)} puede ser considerada como funcion,
e indicar cual seria el dominio y el rango (figura 11).

R: X=Y
1 a
2 b
N
4 d
X Y

Figura 11 Diagrama sagital de funcion

Analisis de la Presencia de Significados Parciales en Libros de Texto

Dentro del analisis teorico, evaluamos la presencia de estos significados en libros de texto de Calculo que
son propuestos en la bibliografia basica del programa de la asignatura correspondiente de la Universidad de
Sonora, como: El cdlculo (Leithold, 1994), Cdlculo con geometria analitica (Swokowski, 1988), Cdlculo
diferencial e integral (Ayres, 1971), Cdlculo con geometria analitica (Edwards & Penney, 1994) y Cdlculo
aplicado (Hughes-Hallett, et al., 2004); identificando los significados que son favorecidos en cada uno, las
relaciones que se establecen entre ellos, asi como las representaciones que se utilizan. El andlisis se centra
en las definiciones, ejemplos y problemas propuestos en las primeras secciones de los libros, que son en las
que se introduce este concepto, antes de conceptos mas avanzados como el de derivada. El cual, es
sintetizado en las siguientes graficas.
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En los materiales revisados, en particular encontramos la intencion de utilizar todos los significados parciales
asociados a este concepto, no obstante, existe una clara tendencia a favorecer el significado de relacion entre
conjuntos y el de expresion analitica, subordinado a estos, el de curva en el espacio y el de correspondencia.
También se observéd que, aunque existe la presencia de los significados parciales declarados anteriormente,
en la parte inicial del andlisis tedrico, estos no son igualmente utilizados en el desarrollo del tema, siendo el
significado de expresion analitica el que cuenta con mayor presencia, en todos los aspectos analizados; para
ilustrar mejor lo declarado anteriormente, se proporciona el concentrado de este analisis en la (Figura 12).

1000

M Definicién 100

M Ejemplosy
Ejercicios

10

u Problema
propuestos

Correspondencia Relacion entre Curvaenel Expresion Correspondencia  Conjuntista
magnitudes espacio analitica arbitraria
variables

Figura 12 Significados presentes en los libros de texto
El significado de relacion entre magnitudes variables es generalmente el menos atendido. Hay que mencionar
que, en la articulacion de los significados, se observa una tendencia global a subordinarlos al de expresion
analitica, siendo la mayoria de las relaciones establecidas desde y hacia este significado; siendo nuevamente
el de relacion entre magnitudes el menos favorecido (figura 13).
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Figura 13 Relaciones entre significados abordadas en los libros de texto
Analisis y recoleccion de datos: Resultados de un cuestionario diagnéstico.

Se disefid un cuestionario para exhibir el grado de conocimiento del concepto de funcioén, el cual evalua si
los alumnos reconocen el significado de funcién como correspondencia, relacion entre magnitudes variables,

44



Sahuarus

expresion analitica, y como curva en el espacio en situaciones especificas. Al mismo tiempo, permite valorar
el grado de construccidn que se tiene del concepto, en particular, los niveles accion y proceso.

A continuacidn, se presenta uno de los items del examen diagnoéstico, el cual pretende valorar si el alumno
puede identificar a la funcién como expresion analitica, asi mismo, el examen contiene otros reactivos para
el resto de los significados parciales asociados al concepto en cuestion (figura 14).

1. Determina si la expresion en cada caso define una funcion
o) = 1x+ 5 IR NOO Explique:
2 Vot Yoe v Gra it
LS ona \ineg vectal
¥+y?=4 SIO NOY) Explique:
VY Yot @ v ZGuaCion
Moes 4= o fws
h(x) =3 SO NOQR Expligue:
NO g0 gue no tiene

Ny

N (O‘)v\\‘—{é‘ »x "

Figura 14 Identificacion de funcidon como expresion analitica

En el andlisis de las respuestas del diagndstico, se observd que la nocion de funcion con mayor grado de
construccion es el de curva, seguido por el de expresion analitica, esto posiblemente debido a que, en cursos
previos, son estos a los que mas tiempo se les asigna para que los jovenes puedan desarrollar su significado.
Ademas, se observa una tendencia a manipular el significado de funcién como correspondencia, siendo el
significado mas relegado el de relacion entre magnitudes variables, posiblemente siendo estos dos los menos
estudiados (Tabla 3).

Tabla 3 Porcentaje de alumnos que logran reconocer los significados de funcion.

Porcentaje 66 60 75 71 33
(%)

En este apartado, se observo que los alumnos que lograban responder correctamente, tendian a utilizar
unicamente criterios sobre la representacion para decidir si lo planteado es o no funcidon, como casos
especificos: en lugar de utilizar el significado de expresion analitica se limitaban a evaluar la representacion
de identidad algebraica; igualmente utilizaron la forma de la curva en el plano, su representacion grafica,
para tomar la decision, en lugar de usar la nocidon de que para cada valor de x existe un nico valor de y tal
que ¥ = f(x). En contra parte, los alumnos que tendieron a responder incorrectamente no reconocian a la
funcidn si la expresion analitica no tenia variables. Mencionaban que existe una relacion, sin declarar las
caracteristicas de €sta y si la expresion era lineal, declaraban que ésta es funcion, aunque fuera una expresion
de una sola variable o de mas de dos variables.

En el caso del significado como curva en el espacio, algunos alumnos mostraron la presencia de éste al
argumentar que, para cada valor de x, hay un solo valor de y, y al aplicar el criterio de la recta vertical; sin
embargo, no argumentaron porque esto es valido. En el caso en que los alumnos respondian incorrectamente,
se not6 que los alumnos utilizaban la idea de continuidad del trazo para decidir si una curva es funcién o no,
o aplicaron erroneamente el criterio de unicidad ligando el grado del polinomio que genera la curva para
decidir.
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El ultimo significado que se analiz6 es el significado de funciéon como relacion entre magnitudes variables,
los alumnos que pudieron identificar a la funcion en este significado, solo lograban argumentar su respuesta
con el hecho de que existe una variable para cada magnitud, en el caso contrario, los alumnos externaban
que, si la relacién mostraba un comportamiento creciente, eso basta para tomar la decision. En la mayoria
de los casos, una supuesta proporcionalidad entre las magnitudes fue utilizada como sindénimo de relacion
funcional, apoyandose en la percepcion de que, si una magnitud crece la otra también, y viceversa.

Para la evaluacion del nivel accidon en los significados, se elaboraron items como el que se muestra a
continuacion (Figura 15), los cuales pretenden valorar si el alumno tiene la capacidad de trabajar en casos
particulares, evaluando la expresion en valores definidos.

2. Evalué Jas funciones siguientes

Sip(x) = 2x% + 7x — 1, evaliia p(—2)

P AXTx 3=\ b |
P2 = -2 ) -\

P(-1) = A(4) =14-1

Rl2) = B-ig-n

Figura 15 Reactivo de nivel accion del significado de funcion como expresion analitica.

De estos reactivos, se infiere el nivel de desarrollo de las concepciones de tipo accion para los distintos
significados de funcion, se percibe una relacion entre el porcentaje de alumnos que identifican el significado
funcién y el porcentaje del grado de construccion de accion que poseen.

De manera similar, se disefiaron items con el objetivo de verificar el grado de construccion del significado,
a un nivel proceso, los cuales evaluan si los alumnos tienen la capacidad de generalizar las propiedades de
cada uno de los significados, ejemplo de estos, se muestra en la figura 16.

3.-Cuales son todos los posibles valores x que permiten operar la funciones y sus resultados.|

f) =vx-5

Toclos o valoe§ postivos
la ve Fme i Ca
de ~°3,,__-%’W‘)€ '
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Todos lot valorey ol Lo
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X ¥
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Figura 16 Reactivo de nivel proceso del significado de funciéon como expresion analitica

Estos reactivos dieron indicadores de un bajo porcentaje de construccion a nivel proceso para el conjunto de
los significados parciales, esto causado en la mayoria de los casos, porque los alumnos no han alcanzado a
realizar las acciones para cada uno de los significas estudiados, evaluados y por ende los procesos (Tabla 4).
Los datos muestran que el nivel accién con mayor desarrollo, es para el significado de expresion analitica,
esto no significa que los alumnos no presentaron algun grado de deficiencia con esta construccion. La accion
del significado anterior es precedida por el de correspondencia y se presenta en situaciones muy similares;
después, para curva en el espacio, los jovenes apenas pudieron identificar puntos que pertenecen a la una
curva; y finalmente, relacion entre magnitudes variables se muestra como el mas relegado (Tabla 4).
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. . . Relacion entre Curva en el Expresion Num. De
Accion Correspondencia . . . .
magnitudes variables espacio analitica alumnos
Porcentaje
eniay 60 54 59 78 33
(%)
. Relacion entre Curva en el Expresion Num. De
Proceso Correspondencia . . . .
magnitudes variables espacio analitica alumnos
Porcentaje
eniay 57 54 65 9 33
(%)
» Funcion como expresion analitica: los alumnos no pueden definir el conjunto de valores con la
que es posible operar las expresiones.
» Funcion como curva en el espacio: no pueden predecir cual sera la forma que esta tendra.
» Funcion como correspondencia: no pueden predecir cual va a ser la tendencia de los datos.
» Funcion como relacion entre magnitudes variables: no reconocen el tipo de relacion que

presentan las magnitudes que se estd manipulado.

Conclusiones

Siendo numerosas las investigaciones sobre los problemas de la ensefianza y el aprendizaje del Calculo, ya
que en esta rama de las matematicas se sigue presentando un bajo rendimiento académico, identificamos esta
problematica con un pobre entendimiento del concepto de funcidn, en términos del desarrollo de los distintos
significados parciales y sus relaciones.

Lo anterior coincide con lo exhibido en el desarrollo de la primera etapa del ciclo de investigacion APOE,
muestra que el concepto de funcion es complejo por su caracter unificador, en el sentido de que el proceso
general de funcion unifica sus multiples significados y representaciones. Segun el marco APOE, esto se
reflejaria en la necesidad de construir acciones y procesos para cada significado y luego coordinar estos
procesos para poder tener un proceso de funcion que incluya a todos.

Por otro lado, la revision de los materiales propuestos de apoyo en la bibliografia basica de un curso muestra
que estos no promueven los significados equitativamente; especialmente el identificado como el més util
para las carreras de ingenieria, por su aplicabilidad en problemas de magnitudes fisicas y quimicas, el de
funcién como relacion entre magnitudes variables. También, se identifica que alumnos de un primer curso
de Calculo no cuentan con las construcciones de acciones y procesos para los distintos significados; lo cual
impide que en el inicio del curso de Calculo se trabaje a nivel proceso, o se suponga la existencia del proceso
unificado. Es por ello y con la finalidad de avanzar en esta direccion, concluimos que es necesario el disefio
de actividades que: 1) promuevan el significado mdas util para las carreras de ciencias aplicadas; 2)
favorezcan coordinaciones con los otros significados del concepto; 3) impulsen el uso de distintas
representaciones y conversiones entre ellas para el concepto funcidn; y 4) implementen el uso de tecnologia
como medio para apoyar la construccion del concepto de funcidon de forma dindmica. Lo cual consideramos
puede llevarse a cabo desde una perspectiva similar a la del Calculo Cualitativo (Stroup, 2002), en la que el
estudiante construye su compresion y desarrolla habilidades sobre los elementos de la disciplina, con
actividades de manipulacion de componentes concretos como antecedente al trabajo con elementos
abstractos.
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