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Resumen

En este articulo se estudia la geometria y la dindmica del oscilador armdnico 2-dimensional
como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en R*. Se describen explicitamente los con-
juntos invariantes del oscilador los cuales en su gran mayoria resultan ser toros 2-dimensionales.
Luego, se estudia la dindmica del sistema sobre los toros de Liouwville y se exhibe la gran de-
pendencia cualitativa que esta tiene de una relacion aritmética entre sus frecuencias, pasando
de tener orbitas periddicas en los toros a tener trayectorias densas sobre éstos. Si bien este he-
cho es bien conocido en la teoria de sistemas Hamiltonianos integrables, aqui presentamos los
resultados haciendo solamente uso de conceptos bdsicos de cdlculo y ecuaciones diferenciales.

1. Introduccion

El oscilador armoénico n-dimensional o con n grados de libertad es un modelo bien cono-
cido y elemental tanto en fisica como en matematicas. Por ejemplo, aparece como el modelo
lineal en el estudio de oscilaciones, que es un area de interés comun en ambas disciplinas.
También lo podemos encontrar en mecanica clésica y cuantica, ya que es el modelo més ele-
mental posible de un sistema Hamiltoniano [1, 5, 7]. En matematicas, el oscilador arménico
aparece a menudo en los cursos de cédlculo y ecuaciones diferenciales; pues es uno de los
ejemplos basicos que aparecen en el estudio de ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden y/o sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden [8]. Sin embargo,
muchos de los aspectos geométricos que pueden ser realmente interesantes y més o menos
simples de explicar suelen pasar inadvertidos o rara vez son discutidos en cursos o textos
elementales de ecuaciones diferenciales. De hecho, el oscilador arménico tiene una gran rela-
cién con importantes topicos relevantes en matematicas como la fibracién de Hopf, los flujos
ergddicos en el toro y la topologia de la 3-esfera, por mencionar algunos [10].

El propésito de este articulo es estudiar la geometria y la dindmica del oscilador arménico
2-dimensional visto como un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en R?mp)' Especifi-
camente, se describen los conjuntos invariantes del oscilador arménico, que en su mayoria
resultan ser toros 2-dimensionales, y la dinamica del sistema sobre ellos. El oscilador armoénico
2-dimensional resulta ser un sistema Hamiltoniano con dos grados de libertad con Hamilto-
niano dado por H(q1, ¢, p1,p1) = 5(pf + p3) + 3(wiqi + w3ge), donde wy, wy son constantes
reales que usualmente son llamadas frecuencias del oscilador. Un detalle interesante, al me-
nos desde el punto del vista del autor, es que la dinamica sobre los toros invariantes resulta
muy sencilla (lineal), pero altamente sensible a la relacién aritmética entre sus frecuencias.
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Si ‘w"—; es un numero racional, los toros invariantes estan foliados por orbitas periddicas del
oscilador. En cambio, si ‘w’—; es irracional las orbitas del oscilador sobre los toros invariantes
ya no son mas periddicas, sino que ahora cada érbita llena densamente algiin toro invariante.
Este hecho es bastante conocido y elemental entre los especialistas en sistemas Hamiltonia-
nos integrables [1, 3]. En este sentido, nada de lo presentado aqui es nuevo y existe una
amplia literatura en el tema, los textos [1, 2, 3, 9] son una muestra de ello. Lo relevante
de este articulo esta en la forma en que se presentan y demuestran los resultados, pues la
simpleza del oscilador arménico 2-dimensional permite desarrollar la teoria haciendo uso sélo
de nociones elementales de calculo de varias variables y ecuaciones diferenciales; lo que lo
hace accesible para una audiencia bastante amplia para quienes esta dirigido este articulo.
El propoésito subyacente en este trabajo es que el lector descubra la riqueza de los conceptos
matematicos que se pueden encontrar en un modelo tan sencillo como el oscilador armoénico
2-dimensional.

El presente articulo esta organizado de la siguiente forma. En la seccion 2 se presenta
una breve introduccion a la teoria de sistemas Hamiltonianos. Puesto que a lo largo de este
trabajo se hace referencia al hecho de que el oscilador arménico es un sistema Hamiltoniano,
esta seccién estd dirigida a aquellos que no tengan experiencia alguna con la teoria de sistemas
Hamitonianos. A manera de preambulo, en la seccién 3 se presenta la geometria del oscilador
armoénico 1-dimensional desde el punto de vista de un sistema dinamico, haciendo énfasis
en el uso e interpretacion de las coordenadas accién-dngulo. En la seccion 4 se introduce el
oscilador armoénico 2-dimensional y se analiza principalmente los aspectos dinamicos de este
sistema. En la seccion 5 se presenta la geometria del oscilador arménico 2-dimensional, es
decir, se describen analiticamente los conjuntos invariantes de este sistema en su espacio fase
mostrando que casi en su totalidad esta foliado por toros 2-dimensionales invariantes. La
seccion 6 presenta un analisis detallado de la dindmica del oscilador arménico sobre los toros
invariantes exhibiendo la dependencia que hay entre la dinamica del sistema y la relaciéon
entre las frecuencias.

2. Nociones basicas de sistemas Hamiltonianos en R2".

Consideremos el espacio Euclideano R*™ := {(q1,q2,*** , Gn, P1, P2, "+ »Pn)| Pis @ € R i =

1,2,...,n}. Sea H : R* — R una funcién suave. Un sistema Hamiltoniano (auténomo) con
n-grados de libertad es un sistema de 2n ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma:
con i = 1,...,n. A la funcién H se le llama el Hamiltoniano del sistema (1). El campo

vectorial X definido por el sistema (1) es llamado campo Hamiltoniano asociado a H.
Explicitamente, este campo tiene la forma

Xy = (%—g(q,p)y—%—]g(q,p))-
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En mecéanica clasica, el espacio Euclideano R%;p) es llamado el espacio fase del sistema, el
espacio R} se conoce como espacio de configuracion y los vectores p = (p1,pa;..-,Pn) ¥

q=(q1,q2,--.,qs) son llamados vector momento y vector de posicion, respectivamente.

La principal caracteristica de un sistema Hamiltoniano es que la funcion Hamiltoniana
H es siempre una integral primera del sistema. Recuérdese que una integral primera de
un sistema de ecuaciones auténomo (6 campo vectorial) es una funcién que es constante
a lo largo de las trayectorias del sistema, [1, 2]. Geométricamente, esto significa que las
soluciones de un sistema Hamiltoniano estan contenidas en los conjuntos de nivel de la
funcion H. En mecéanica, suelen aparecer sistemas Hamiltonianos definidos por funciones de
forma H(q,p) = T(p) + U(q), donde T' y U representan la energia cinética y potencial del
sistema, respectivamente. Por lo que la funcién H se interpreta como la energia total del
sistema. En este contexto, la propiedad de que el Hamiltoniano es una integral primera del
sistema suele interpretarse como el principio de conservacion de energia.

Ejemplo 2.1 El movimiento de una particula en el espacio cuya masa es m > 0 y que se
mueve en un campo potencial V(q), q € R3, es descrito por la sequnda ley de Newton

1% . ) dg;
- —1,2,3, ¢ = L,
aql7 (7/ ) ) ) q )

i = dt

Ahora, definiendo el vector de momento como p = mq, q € R3, el sistema anterior es
equivalente al siguiente sistema lineal en el plano (p,q) dado por

. 1

q = —D,
m

.oV

b= aQi'

Y éste ultimo es un sistema Hamiltoniano determinado por el funcion Hamiltoniana

H(p,q) =) ﬁpf +V(q).

i=1

3. Oscilador arménico 1-dimensional

El oscilador armoénico 1-dimensional es el sistema dinamico en R determinado por la
ecuacion diferencial de segundo orden

j+wq=0, qeR, (2)

donde w es una constante real positiva. Si introducimos la variable p = ¢, la ecuacién ecuacion
(2) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden:

q=Dp;
p=—uw’q.

(3)
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El sistema (3) es Hamiltoniano en R? con funcién Hamiltoniana

1

H(q,p) = 5(1?2 + W) (4)

En mecénica, el oscilador armonico 1-dimensional (3) modela el movimiento de una masa m
colgada de un resorte en el que se desprecia cualquier fuerza de friccién (ver figura 1).

Figura 1: Sistema fisico modelado por el oscilador arménico.

En este contexto, la variable ¢ representa el desplazamiento (vertical) de la masa con res-
pecto a su posiciéon de equilibrio y la variable p representa el momento de la masa. Es claro
que el movimiento de la masa sujeta al resorte resulta ser periddico, pues estamos despre-
ciando cualquier efecto de friccion. En este caso, w representa la frecuencia del movimiento.

Analiticamente, la trayectoria a(t) = (q(t),p(t) del sistema (3) que pasa por el punto
(qo, po) al tiempo ty = 0 esta dada por

( q(t) ) B ( coswt +senwt ) ( o )

= : ()
p(t) —wsenwt  coswt Po
De aqui se sigue que las érbitas del sistema son periodicas, con periodo T = 27” y por lo tanto
las trayectorias del sistema son curvas cerradas. Como la funcién Hamiltoniana (4) es una
integral primera del oscilador arménico 1-dimensional (3), las trayectorias del sistema estéan
contenidas en los conjuntos de nivel de H. Por otro lado, para cada ntimero real positivo
E > 0, el conjunto de nivel Sg = {(q,p)|p* + w?¢*> = 2E} de (4) es una curva regular
cerrada, una elipse en particular. En consecuencia, las trayectorias del oscilador armonico
1-dimensional son exactamente las elipses que describen los conjuntos de nivel regulares de la
funcién H, (ver figura 2). En esta situacién, podemos introducir una sistema de coordenadas
especiales (I, ) € Rt x S, llamadas coordenadas accién-dngulo . Las coordenadas (I, ) se
definen de la siguiente forma: para cada E > 0 fijo, denotemos por D(E) el dominio en R?
acotado por la trayectoria Sg, la cual es una elipse. Sea A(E) = ff;SE pdgq, el area del dominio

0A
D(FE). Entonces, el periodo T'(FE) de la curva Sg estd dado por T'(E) = 9E Por 1ltimo, las

coordenadas accion-angulo se definen por

27t

1
[ =—A(F =
21 ( )’ 14
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qg=p
SRS

AZN\ ‘
~~

Figura 2: Trayectorias del Oscilador Arménico 1-dimensional.

Usando las expresiones en (6) y el flujo del oscilador arménico (5), se deriva el cambio de
coordenadas entre el sistema cartesiano (¢, p) y las coordenas accion-angulo (1, ¢) el cual es
dado por

121
q=1/—cosyp, p=—V2wlsenp. (7>
w

Bajo este cambio de coordenadas, el oscilador arménico 1-dimensional (3) se transforma en

I=0,

. (8)

90 - W,
Notemos que este sistema es bastante simple y es es facilmente integrable por cuadraturas.
Maés atin, el cambio de coordenadas (7) tiene la propiedad de ser candnico, lo que significa
que el sistema (8) es también Hamiltoniano con Hamiltoniano H = wl.

4. Oscilador arménico 2 dimensional

El oscilador arménico 2-dimensional consiste de dos osciladores armoénicos 1-dimensionales
no acoplados, es decir, es el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en el plano
R? dado por

.. .. 2
Gi+wiqr =0, Go+wqe=0, (q,9)€eR (9)
con wi y wo constantes positivas. De manera analoga al caso 1-dimensional, si introducimos

las variables p; = ¢1, pa = ¢o el sistema de ecuaciones (9) se transforma en el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en R*

q1 = P1, q2 = P2,

D1 = —W%Cha D2 = —WSCJQ-

(10)

El oscilador arménico 2-dimensional en (10) resulta ser un sistema Hamiltoniano (con dos
grados de libertad) con Hamiltoniano

1 1
H(q1,q2,p1,p2) = 5(?%“‘“%9?)4‘5@%‘*‘“}%93)- (11)
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El campo Hamiltoniano asociado al oscilador arménico 2-dimensional (10) estd dado por

Xg = (p1,p2, —wiq1, —w3ga),

y su flujo por

¢ q1coswit + Ebsenwit
Pl @ | g2 coswat + 2 senwot (12
= y41 —w1qy senwit + pp cos wit '
P2 —Wa (o SEN Wot + Po COS Wol

A pesar de que el flujo del oscilador arménico 2-dimensional tiene componentes periddicas;
su flujo no es periddico, en general. En efecto, el flujo del oscilador arménico (12) es periédico
si y sblo si el cociente de las frecuencias w;/we es un nimero racional. En el caso general,
es decir, sin importar que valor tomen las frecuencias w; y ws; el oscilador armoénico 2-
dimensional (10) posee dos familias de trayectorias periédicas. Una familia se caracteriza
por tener periodo 77 = 27/w; y cada miembro de esa familia contiene un punto de la forma
(E1,0,0,0) para algin numero real positivo E;. La otra familia de trayectorias periédicas
tiene periodo Ty = 271 /wy y cada trayectoria contiene un punto de la forma (0, Es, 0,0) para
algun real positivo Fs. Estas familias de soluciones son especiales y usualmente son llamadas
modos normales, [2].

Notemos que ademads del Hamiltoniano H (11) las siguientes funciones

filar, @2.p1,p2) = = (P +widi) ,
(13)

f2((117(I2:P1>P2) =

| =D =

(3 +wigs) ,

también son integrales primeras del oscilador arménico. Es decir, tanto f; como fs son
constantes a lo largo de las soluciones del oscilador arménico 2-dimensional dadas por (12).
En efecto, si componemos f; con el flujo del campo Hamiltoniano X5, obtenemos nuevamente
la funcion f;:

1 i
fioFly, (a1,q2,p1,p2) = B ((C.h cos wit + p_ sen wit)? 4+ w?(—w;q1 sen wit + p; cos wit)z) ,
1 .
- §(p22+wi2qi2) = filq1, @2, p2,p2), para i=1,2.

Las integrales primeras f; y fo del oscilador arménico 2-dimensional no son independientes

del Hamiltoniano H pues se verifica que H = f; + f5. Ademads, estas dos integrales son de

particular interés pues los flujos de sus campos Hamiltonianos conmutan, es decir, para todo
t t

t,s € R se cumple que Fly oFIy ~=FIy oFly , (ver [1, 2]).

Ahora, vamos a estudiar las trayectorias del oscilador arménico 2-dimensional en el espa-
cio de configuraciones, es decir, las soluciones del sistema de ecuaciones de segundo orden (9)
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6 la proyeccién del flujo (12) sobre el plano (g1, go). Las soluciones (¢1(t), g2(t)) del oscilador
armonico determinan curvas parametrizadas en el plano cuyas trazas son llamadas curvas
de Lissajous [6].

Sea «a/(t) la solucion particular del sistema de ecuaciones de segundo orden (9) con condi-
ciones iniciales a(0) = (a1, az) y &(0) = (by,bs). De (12), se tiene que «(t) tiene la siguiente
forma

b b
a(t) = (q(t), (1)) = (a1 coswit + — sen wit, ay cos wyt + — sen wyt), (14)
w1 %)

Como la funcion (11) es una integral primera, se sigue que H(a(t), &(t)) = H (a1, az, by, by) =
E, donde E es una constane positiva. De aqui se deduce que 1 (w?q}(t) + w3qi(t)) < E para
todo t € R. De esto tenemos que la solucién «(t) estd contenida en el interior de la elipse de
ecuacion

2F Jw? * 2F /w7 (15)
De hecho, vamos a mostrar que existe un rectangulo inscrito en la elipse que contiene en
su interior a la solucién particular «(t). Para esto consideremos las integrales primeras
en (13). Supongamos que f;(a(t),a(t)) = f(ai,a2,b1,b0) = E; para i = 1,2. Es decir,
2 (¢2(t) + wiq?(t)) = E; para todo ¢ con ¢ = 1,2. De esto obtenemos que |g;(t)| < 4;, V¢, con
A; = —VZE En consecuencia, la solucién particular «(t) se encuentra dentro del rectdngulo

k3

R={(q1, )| o] <A1, || < As}. (16)

Como E = E; + Es, el rectangulo R (16) esta contenido en la elipse (3) (ver figura 3). Cabe

q.

Ay q,

Figura 3: Rectangulo R que contiene a la solucién a(t)

mencionar que la regién R depende tanto del valor de las frecuencias wy, ws como de las
condiciones iniciales de la solucién particular «(t).

La cuestién ahora es tener una idea de cémo es la dindmica de la solucién particular o(t)
del sistema (9) dentro del rectangulo R (16). Un andlisis cualitativo muestra que las curva
solucién de (9) dada por (14) resultan ser altamente sensibles al cociente de las frecuencias
Z—; y de las condiciones iniciales que se fijen para ésta solucién. Por ejemplo, para el caso
en el que i—; = 1, las curvas de Lissaojus son elipses, incluyendo los casos particulares de
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circulos y segmentos de rectas, como se puede observar en las graficas que aparecen en la
figura 4.

q2 q2

— ). I U :
(_ NI .

Figura 4: Curvas de Lissajous para w; = wy

q2

En la figura 5 se muestran algunas soluciones del sistema (9) con coeficiente de frecuencias
£ un numero racional distinto de uno.

q2

AL :
Y

w =2
w2:5

SE
[Nl
N =

SR

(S

Figura 5: Caso Z—; racional

En el caso de que :—; sea irracional la situacion puede ser muy distinta. Si z—; es irracional
entonces las curvas solucién del sistema (9) son densas en el rectdngulo R definido por (16),

como se puede ver en la figura 6. Postergamos hasta la seccion 6 la comprobacion de este
hecho (ver Observacion 6.1).

G2 q2 q2

Figura 6: Caso “* irracional

wa
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El oscilador como aproximacién lineal. En varias aplicaciones, el oscilador armoénico
es solo la aproximaciéon a primer orden a algin problema fisico. Por citar un ejemplo, consi-
deremos una particula de forma esférica con masa unitaria que se desliza sobre una superficie
que se ubica sobre el plano (g1, ¢2). Supongamos que la superficie tiene forma de un para-
boloide eliptico con su minimo en el origen, digamos que dicha superficie estd dada por la
grafica de la funcion f(q1, q2) = %q% + %q%, con ay,as > 0 constantes. Despreciemos todos
los posibles efectos de friccién y supongamos que la tinica fuerza que actia sobre la particula
es la gravitatoria, con constante de graveda ¢. Independientemente de la velocidad inicial
de la particula, ésta se movera en la direccién de méaximo decrecimiento (el negativo del
gradiente de la funcién f(x,y)). Al despreciar cualquier efecto de friccién, este movimiento
continuara indefinidamente, aunque en la practica la friccién entre la superficie y la particula
lograré que eventualmente la particula alcance la posiciéon de equilibrio en el minimo de la
funcién. Como la particula solo puede moverse sobre la superficie, si queremos describir la
trayectoria de la particula, es suficiente con conocer la proyeccion de la trayectoria sobre el
plano (q1, g2), (ver figura 7). La dindmica que describe el movimiento de la trayectoria sobre
le plano (¢1, ¢2) estéd determinada por el sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden
no lineal

_ —ga1qa .o —ga2q2
Cirdd+ad P lvddd +dg

7l (17)

como se puede verificar después de algunos calculo elementales. La dinamica linealizada

——— Trayectoria de la particula sobre la superficie

— — — Proyeccién de la trayectoria sobre el plano (qi, ¢2)

Figura 7: Particula esférica deslizandose en un paraboloide eliptico

alrededor del origen del sistema (17) es justamente el oscilador arménico 2-dimensional (9),
con frecuencias w; = /ga; y we = /gas. Por ello, este sistema nos puede ayudar para
determinar el comportamiento cualitativo de la dindmica del sistema alrededor del origen.
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5. Geometria del oscilador armoénico 2-dimensional: Toros de Liouville e inte-
grabilidad de Liouville.

En esta seccién vamos a estudiar la geométrica detras del oscilador armoénico 2-dimensional.
Consideremos la funcién F' : R* — R? definida por las integrales primeras del oscilador
armonico (13)

F(q,p)

(fi(g,p), f2(q,p))

1 1
= (G0t g (R4t (13)
Como f; y fo son integrales primeras del oscilador arménico, las curvas solucién de este
sistema dadas por (12) estan contenidos en los conjuntos de nivel de la funcién F. Es decir,
los conjuntos de nivel de F' son conjuntos invariantes bajo el flujo del campo hamiltoniano
Xy del oscilador arménico 2-dimensional.

Describamos los conjuntos de nivel de la funcién F' (18) para determinar cémo son los
conjuntos invariantes del oscilador arménico. Como fy, fo > 0, F~Y(Ey, Ey) # 0 si y sélo si
Ei, Ey > 0. Recordemos que (Ey, Ey) € R? es un wvalor reqular de F si para cada (q,p) €
F~Y(E\, E,), la matriz Jacobiana de F' tiene rango maximal en (g, p). Por el Teorema de la
Funcién Implicita [11], si (Ey, Ey) es un valor regular de F' entonces el conjunto F~1(E}, Es)
es una subvariedad dos dimensional en R*, es decir, un superficie. Si calculamos el Jacobiano
de la funcién F (18) en el punto (¢, p)

2
_(fwia 0 pr O
DF(q,p) - ( 0 wng 0 p2>

tenemos que la matriz tiene rango maximal en (qi,qs,p1,p2) si y sélo si (p1,q1) # 0y
(pa2, q2) # 0. Como el conjunto donde el rango es maximal es denso en R*, tenemos que casi
todo el espacio fase del sistema esta foliado por varidedades invariantes dos dimensionales.
Mas aun, los conjuntos de nivel que corresponden a valores regulares de F' son superficies
difeomorfas a toros dos-dimensional inmersos en R*, como verificaremos a continuacion.
Fijemos una pareja de reales positivos F7, Fy. Entonces

FY(Ey, Ey) = {(q1,q2.p1,p2) €RY | Flqu,q2,p1,p2) = (E1, E) }
={(q1.;) ER? | wiq] +p] =2E1} x {(q2,p2) € R? | wigh + p5 = 2E»},
~ §l xSt = T2

Ademds, en caso de que E; 6 Ey sean cero, F~1(E}, Ey) es una curva cerrada (trayectoria
periédica de Xy ) y si ambos son cero ésta pre-imagen consiste de un solo punto (el origen).
En resumen, casi todo el espacio fase estd foliado por toros invariantes dos dimensionales,
llamados toros de Liouville, (ver [2, 4]). El resto del espacio esté foliados por “hojas singula-
res”, llamadas asi porque, al ser curvas o un punto, tienen menor dimensién que los toros que
las rodean. Dichas singularidades corresponden al caso en que alguno de los dos osciladores
(o ambos) se encuentra en posicion de equilibrio, (E; = 0 6 Ey = 0) y corresponden a los
modos normales.
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Figura 8: Foliacién de Liouville por toros invariantes.

6. Dinamica del oscilador arménico sobre los toros de Liouville

Hasta este momento se ha demostrado que “casi’todas las trayectorias del oscilador
armoénico 2-dimensional estan contenidas en toros dos dimensionales en R*. La cuestién ahora
es determinar cémo es la dindmica del oscilador armoénico sobre los toros de Liouville. Esto
ultimo depende de las propiedades aritméticas de las frecuencias wy, wsy y cualitativamente
se tienen los siguientes casos:

(i) Si £l es racional, todas las trayectorias del oscilador arménico 2-dimensional son pe-

riddicas. Como los toros de Liouville son invariantes, éstos ultimos deben estar foliados
por dichas érbitas periddicas. Esta situacién refleja la existencia de una tercer integral
primera para el oscilador armoénico la cual resulta ser funcionalmente independiente de

fiy f2 [3, 4]

(ii) Si ¢ es irracional, no todas las trayectorias del oscilador arménico son periddicas.
Precisamente, las 6rbitas que viven en los toros invariantes no lo son. Por lo tanto, cada
trayectoria con punto inicial en un toro de Liouville se enrrolla sobre dicho toro pero
nunca vuelve al punto inicial. De hecho, las trayectorias del oscilador llenan densamente
los toros de Liouville.

Para estudiar el comportamiento cualitativo de las trayectorias del oscilador arménico
2-dimensional sobre los toros de Liouville y comprobar que, efectivamente, se presentan las
situaciones descritas previamente, vamos a utilizar un cambio de coordendas que simplificara
el andlisis del sistema Hamiltoniano (10). Como en el caso 1-dimensional, vamos a introducir
unas coordenadas especiales (1, 2, 1, I5) para el espacio fase RT x RT x T2 llamadas
coordenadas accion-angulo.

Notemos que el plano ¢ = ps = 0 en R* est4 foliado por érbitas periddicas del oscila-
dor arménico 2-dimensional, a saber,los modos normales. Por tanto, esta familia de curvas
satisface la condicion fy o FItXH(ql7 0,p1,0) = 0. Tomemos un nimero real positivo E; > 0

11
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fijo y denotemos por D(E;) al dominio en el plano ¢ = ps = 0 acotado por la trayecto-
ria g, (t) = Fl . (V2E1/w1,0,0,0). Sea A(E;) = fw (o Prdqy, el drea del dominio D(E).
1

0A(E
Entonces, el periodo T'(E;) de la curva es dado por T(E;) = 8<E 1>. Definimos un par de
1
coordenadas accion-angulo por
27t
L= L AE =——— 6L>0 esh. 19
1= 5 (EL), ¥1 T(E)’ 1 Pl (19)

La misma situacién ocurre sobre el plano ¢; = p; = 0, por lo que podemos repetir los
argumentos anteriores y definir el otro par de coordenadas accién-angulo por

27t

1
I = —A(E _ T
2 27T ( 2)7 ¢2 T(EQ)’

I,>0, ¢,eSh (20)

Usando las férmulas (19), (20) y el flujo del oscilador arménico 2-dimensional (12) se cons-
truye el cambio de coordenadas VU : (¢1, @9, I1, I2) — (q1, g2, p1, p2) dado por

[21; .
q; = o COS(QOZ‘), Pi = —V 2(.&)1]2 Sen(gpi), 1= 1, 2. (21)
Wi

Un célculo directo usando las féormulas en (21) permite verificar que en coordenadas accién-
angulo el Hamiltoniano H(q,p) del oscilador arménico (11) toma la forma

H(QOl, ¢27[17[2) - wlll + (.UQIQ.

Expresemos ahora el sistema Hamiltoniano del oscilador arménico (10) en coordenadas ac-
cién-dngulo. Derivando con respecto a ¢ en ambos lados del cambio de coordenadas (21),

obtenemos
) 1 . 21; .
Gi = \| 57 Licos(pi) =/ —=sen(wi) i,
1+ 1 (22)
pz = - 'z

&IZ sen(p;) — \/2w;1; cos(p;)@

21;

De esto se deriva la siguiente identidad:

Wi

. 2
oL (23)

—pisen(p;) + wig; cos(p;) =

Por otra parte, como ¢;(t), p;(t) son soluciones del oscilador arménico, p; = —w?q; v ¢; = ps,
sustituyendo en el lado derecho de la ecuacién (23) y usando el cambio de coordenadas
(21) llegamos a que I; = 0. Si ahora sustituimos este tltimo resultado en (22) y usando
nuevamente (21) se obtiene que ¢; = w;.

En resumen, el oscilador arménico (10) en coordenadas accién-dngulo toma la forma:
jl - 0, j2 :O, [1,[2 €R+, (24)
P11 = wi, pa = wa, (p1,2) € T2 (25)
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Como se puede observar, el sistema (24)-(25) es integrable por cuadraturas y considera-
blemente méas simple de resolver que el sistema (10). La solucién al problema valor inicial
(E1, Ey,01,05) € RT x RT x T? en t = 0 esta dada por

i(t) = tw;+6; mod 21 para i=1,2. (27)

Geométricamente, el conjunto Iy = Fy, I, = E5, para un par de numeros positivos (E, Es)
en RT x Rt x T? determina un toro invariante del oscilador arménico (10). Este toro esté
parametrizado por las coordenadas (¢1, p2). De (27) se sigue que la dindmica del oscilador
armoénico 2-dimensional en el toro Iy = Ey, I = FEs es lineal. Sin embargo, y como hemos
comentado anteriormente, el comportamiento de las soluciones del oscilador arménico sobre
el toro invariante es altamente sensible de la relacién w;/wy entre las frecuencias, como
mostraremos a continuacion.

Primero, fijemos un toro invariante, es decir, tomemos Iy = Ey, I = F, . Consideremos el
sistema de coordenadas (¢1, ¢2) € R/277Z x R /277 para este toro. La dindmica del oscilador
armomico sobre el toro Iy = Fi, Iy = F, estd determinada por la ecuaciones (25). Es
conveniente pensar a las variables (g1, ¢2) como variables en un cuadrado de longitud 2,
donde se indentifican los lados opuestos ¢; = 0 con ¢ = 27 v o = 0 con @9 = 27 para
construir el toro, (figura 9). De la ecuacién (25), se sigue que el oscilador arménico induce
en el cuadrado el siguiente sistema dinamico

dps _ wy

28
dpq w1 ( )

Es claro que las soluciones de esta ecuacién en el plano (1, ¢9) son lineas rectas de pendiente
constante 2. Cuando una solucién alcanza el lado ¢ = 27 (supongamos que cuando esto
ocurre ¢y = «) esta solucién instantdneamente aparece en el lado ¢; = 0 (en el punto con
coordenada s = «), y entonces la solucién continua sobre la recta con pendiente Z—j Lo
misma situaciéon ocurre cuando la solucién alcanza el lado o = 27. En la figura 9 se ilustra la

situacién previamente descrita. Sea C' el circulo ¢; = 0 en el toro I} = Ey, I, = FEj5, es decir,

=

®

/|

Figura 9: Dinamica del oscilador armonico sobre un toro invariante

13
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el lado izquierdo del cuadrado que representa nuestro toro. Si Z—; es un numero racional,

digamos ¥, entonces la solucién de la ecuacién (28) que inicie en un punto inicial (61, 6)

en el toro (dentro del cuadrado de la figura 9), recorrerd k veces de manera horizontal y [
veces de manera vertical antes de regresar al punto inicial. Estas son las soluciones periédicas
que hemos comentado anteriormente. De aqui se concluye que la solucion va a intersectar al
circulo C' en un conjunto finito de puntos. Reciprocamente, si una solucién en el toro corta al
circulo C' en un conjunto finito de puntos entonces esa solucién (y por lo tanto todas) tienen
pendiente ZJ)—; racional. Esto muestra que los toros de Liouville estan foliados por oérbitas
periodicas del oscilador arménico.

ora, si L es un numero irracional entonces cada solucién de la ecuacién inter-
Ahora, g; l ent d | de 1 28 t

sectard al circulo C' en un numero infinito de puntos. Vamos a mostrar que el conjunto de
puntos de interseccion es denso en el circulo C. De aqui se sigue facilmente que las trayec-
torias del oscilador armonico 2-dimensional llenan densamente al toro invariante I; = FEj,
I, = E5 y por lo tanto a todos los toros de Liouville. Fijemos un punto en el circulo C'
tomando ps = « para algun 0 < a < 27. Consideremos la solucién de la ecuacién (28)
que pasa por (0,«). Cuando esta solucién alcanza al circulo ¢ = 2, ésta lo intersecta en
el punto ¢y = 2722 + o mod 2m. Por nuestra identificacién, la solucion regresa al circulo
C. Esto nos permite definir una funcién del circulo C' en si mismo asignéandole al punto «
la coordenada ¢, del punto en la solucién de (28) cuando ésta regresa por primera vez al
circulo. Explicitamente, tenemos la funcién

f = 0,27 — [0, 27],

fla) = a+ 722 mod 2r. (29)
w1

Notemos que f es una isometria en el circulo C' (identificado con el intervalo [0,27]) si
consideramos la distancia que induce la métrica euclideana de R en el espacio cociente
R/277Z. Geométricamente, la funcién f en (29) sobre el circulo rota puntos por un dngulo
27?‘;—?. Tomemos un punto 6y en C' y consideremos su drbita bajo la funcién f, es decir, el
conjunto {6,|0, = f(0,-1), n € N}. La érbita de 6, es precisamente la interseccién del
circulo C en el toro I} = E1, I, = E, con la trayectoria del oscilador armoénico que pasa por
el punto (0, 6p). De aqui se sigue que la drbita de 6y es un conjunto infinito, pues si tuviera un
conjunto finito de puntos la trayectoria del oscilador arménico que pasa por el punto (6, 0)
seria periodica y esto es una contradiccién. Probemos que la 6rbita de 8y es densa en C. Sea «
un punto en el circulo C'y € > 0 arbitrarios. Probemos que existe un 6, tal que |a —6,| < e.
Como la 6rbita de 6y es infinita, existen enteros k > [ tales que |0y — 0] < ¢ ya que el
circulo tiene circunferencia finita. Como f es una isometria, tenemos que |6y — Or—;| < .
Ahora, como 6_; se obtiene rotando y por un angulo (k — l)27r$—f que, modulo 27, es un
angulo menor que €. Realizando repetidamente una rotacion por este angulo, obtenemos una
sucesién de punto en la érbita de 6y, definida por ¥, = 6y + r(k — l)27ri—f mod 27. Esta
sucesion tiene la propiedad de que |J, — ¥,_;| < e para todo natural r. Para « un punto
en el circulo C, si este punto no pertenece a la sucesion de puntos #,,, entonces tomemos el
entero r tal que ¥, minimiza la distancia de « al conjunto {¥,}. Por la propiedad de este
conjunto, se sigue que |, —a| < e y por lo tanto la 6rbita es densa, como querfamos probar.
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Observaciones 6.1 Como corolario de lo anteriormente expuesto y usando el cambio de
coordenadas (21) se sigue facilmente que las curvas solucion del sistema (9) son densas en
el ractdngulo R (16) cuando or es irracional.

Visualizacién de la trayectorias en los toros de Liouville. Para concluir esta seccién,
vamos presentar unas imagenes que ilustran la dindamica del oscilador armoénico 2-dimensional
sobre los toros de Liouville descrita previamente. Formalmente, los toros de Liouville son
subconjunto conjuntos de R*, por lo que no podemos tener un representacién visual de estos
como subconjuntos del espacio fase. Sin embargo, podemos sacar provecho que los toros son
superficies 2-dimensionales y que éstas son superficies que se pueden encajar en R3. Para
esto, haremos uso de la siguiente parametrizacién del toro en R? dada por

Y o [0,2m,] x [0,27] — R,
(1, 02) = ((R+1cospr)cos s, (R~ rcosp)senys, rsenys ), (30)

con R > r > 0 numeros reales. La imagen de [0,27] x [0, 27] bajo la parametrizacién 1 es
un toro en R? que se construye precisamente “pegando”los lados del cuadrado, tal y como
se ilustra en la figura 9.

Para trazar una curva solucion del oscilador arménico 2-dimensional sobre un toro, debe-
mos fijar un par de valores para R y r para la parametrizacién ¢ en (30). Esto es equivalente a
fijar las coordenadas I} = Ey, [, = Ey en (I1, I, 1, p2) € RT x RT x T? y que hemos identifi-
cado con el cuadrado [0, 27] x [0, 27], pues en coordenadas accién-angulo la dindmica oscilador
armoénico 2-dimensional con Hamiltoniano H (I, I3, p1, p2) = wili + waly estéd determinada
por el sistema (24), (25). De (27), se tiene que la solucién particular v(t) = (¢1(t), p2(t)) del
oscilador arménico 2-dimensional sobre el toro [0,27] x [0, 27] tal que v(0) = (61, 62) estd
dada por

v R —[0,2x] x [0, 27],
v(t) = (wit + 6 mod 27, wot + 05 mod 27). (31)

Combinando la solucién particular v(t) con la parametrizacion (30), tenemos que la curva

Y(t) == P(y(t)) =((R + rcos(wit + 01)) cos(wat + 02),
(R + rcos(wit + 61))sen(wat + 05), rsen(wsat + 02)), (32)

representa una trayectoria en del oscilador arménico sobre un toro en R3 que si podemos vi-
sualizar. Las imagenes que se presentan a continuacion para ilustrar la dinamica del oscilador
sobre los toros de Liouville han sido construidas usando precisamente la curva (32).

Caso racional. La figura 10 contiene varias imagenes que corresponden a trayectorias del
oscilador arménico con frecuencias w; = 1 y wy = 2. En la figura 10a solo aparece una curva
pues queremos resaltar el hecho que en el caso racional las curvas solucién son periddicas
(curvas cerradas). En las figuras 10b, 10c y 10d aumentamos el nimero de curvas solucién
para visualizar cémo el toro estd foliados por las orbitas peridédicas del oscilador armoénico.
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(a) Una curva solucién (b) Cuatro curvas solucién

(c) Nueve curvas solucién (d) Diecisiete curvas solucién

Figura 10: Trayectorias del oscilador sobre el toro. £ racional

Caso irracional. Para ilustrar el caso irracional, se tomaron los valores de frecuencias
w; =5y wy = 7. Como en este caso las trayectorias son densas en los toros de Liouville, es
suficiente trazar una curva solucién del oscilador arménico usando v(t) dada por (32) para
algun valor inicial y dejar el tiempo correr para ver como ésta llena al toro. En la figura 11, se
muestra en varias imagenes como evoluciona una orbita del oscilador sobre el toro. En cada
imagen aparece la traza de la misma trayectoria del oscilador pero en distintos intervalos de
tiempo. En las primeras imagenes, que corresponden a intervalos de tiempo mas pequenos,
se puede apreciar que las trayectorias no son cerradas y al parecer su comportamiento es un
poco cadtico. Conforme aumentamos el intervalo de tiempo podemos ver como la trayectoria
se enrolla sobre el toro cubriendo cada mas puntos de éste hasta la iltima imagen en la que
ya no es posible distinguir los puntos sobre el toro por donde no pasa la trayectoria.



GEOMETRIA Y DINAMICA DEL OSCILADOR ARMONICO 2-DIMENSIONAL 17

0<t<20m 0<t<30m 0<t<50m

Figura 11: Trayectoria del oscilador sobre el toro. £ irracional
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